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Cet  Ouvrage  a  été  écrit  à  l'occasion  du  Cours  de 
Mécanique  dont  je  suis  chargé  à  l'Ecole  Polytech- 
nique. On  Fa  déjà  imprimé  sous  un  format  différent, 
et  distribué  aux  Elèves  comme  texte  de  mes  leçons; 
mais  je  ne  considère  cette  première  impression  que 
comme  un  essai  qui  m'a  procuré  l'avantage  de  pou- 
voir consulter  plus  facilement  les  personnes  dont  je 
desirais  les  conseils.  En  le  publiant  aujourd'hui,  je 
n'ai  rien  négligé  pour  le  perfectionner  autant  que 
cela  dépendait  de  moi.  Les  tables  des  matières  qui 
sont  au  commencement  de  chaque  volume,  con- 
tiennent une  analyse  exacte  de* l'ouvrage  entier;  il 
suffira  de  les  parcourir,  pour  connaître  le  plan  que 
j'ai  suivi ,  et  par  là  je  serai  dispensé  d'en  rendre 
compte.  Quant  au  choix  des  démonstrations,  je  ne 
me  suis  assujéti  exclusivement,  ni  à  la  méthode 
synthétique,  ni  à  la  marche  analytique  :  dans  un 
livre  destiné  à  l'instruction,  j'ai  dû  rechercher  sur- 
tout la  clarté  et  la  simplicité,  et  préférer  toujours 
les  démonstrations  qui  jettent  le  plus  de  lumière 
sur  les  vérités  qu'on  veut  prouver  j  je  me  suis  donc 
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servi  de  tous  les  moyens  qui  m'ont  paru  propres 
à  m'approcher  de  ce  but  ;  aussi  trouvera-t-on  sou- 
vent, mêlées  dans  une  même  question,  les  consi- 
dérations géométriques  et  les  formules  de  l'Al- 
gèbre; on  jugera  si  j'ai  employé  à  propos  les  unes 
et  les  autres. 

Quoique  cet  Ouvrage  soit  un  traité  complet  de 
mécanique  rationnelle,  il  est  néanmoins  disposé  de 
manière  qu'il  peut  aussi  servir  à  ceux  qui  n'ont 
besoin  qne  des  élémens  de  cette  science,  ou  qui 
n'ont  pas  toutes  les  connaissances  d'analyse  qu'il 
suppose;  Pour  en  faciliter  Pusage  aux  Elèves  qui 
dofvent  se  présenter  à  l'Ecole  Polytechnique,  j'ai 
marqué  d'une  *,  dans  la  table  du  premier  volume , 
les  articles  de  la  Statique  qui  suffisent  pour  les  exa- 
mens d'admission,  et  qui  forment  environ  73  pages 
<Iu  teste.  On  trouvera  à  la  fin  de  ce  volume,  sous 
le  titre  $  Addition* ,  des  notions  élémentaires  sur  les 
tnacètees,  qui  dispenseront  les  candidats  de  recou- 
rir à  <Fautres  ouvrages.  Il  faudra,  en  outre,  qu'ils 
substituent  à  la  démonstration  du  parallélogramme 
des  forces,  exposée  dans  les  nM  i3,  i4,  i5  et  16 
an  texte,  la  démonstration  purement  géométrique 
que  Fbn  a  çlacée  au  commencement  dp  ces  Addi- 
tions, 
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de  gravité  d'un  corps ,  quand  on  connaît  les  centres  de 
gravité  de  toutes  les  parties  de  ce  corps  ;  extension  de 
ces  formules  au  cas  où  le  corps  est  partagé  en  un 
nombre  infini  de  parties  infiniment  petites  ;  la  recherche 
des  coordonnées  inconnues  devient  alors  un  problème  de 
calcul  intégral,  noê  99  et  100 

Ce  qu'on  entend  par,  le  centre  de  gravité  dune  courbe 
ou  d'une  surface;  trouver  le  centre  de  gravité  d'une 
courbe  située  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace, 
et  donnée  par  ces  deux  équations?  n*  loi 

Pour  exemple  ,  le  centre  de  gravité  d'une  ligne  droite; 
ce  centre  étant  connu ,  on  en  conclut  celui  du  contour 
d'un  polygone,  n*  10a 

Le  calcul  devient  plus  simple,  quand  il  s'agit  d'une  courbe 
plane  donnée  dans  son  plan  par  son  équation  ;  il  devient 
encore  plus  simple ,  si  la  courbe  est  coupée  en  deux  par- 
ties symétriques  par  l'un  des  axes  des  coordonnées,  n°  io3 

Pour  exemples  ,  les  centres  de  gravité  de  l'arc  de  cercle  et 
de  l'arc  de  cycloïde,  n°*  104  et  io5 

Trouver  le  centre  de  gravité  de  l'aire  d'une  courbe 
plane?  n9  106 

Application  à  l'aire  dn  triangle,  n°  107 

1  Démonstration  directe  du  résultat  trouvé  dans  le  n°  pré- 
cédent; centre  de  gravité  d'un  polygone ,  conclu  de  celui 
du  triangle,  n°  108 

Centres  de  gravité  du  segment  et  du  secteur  circu- 
laires,  n«*  iogetfuo 

Application  à  l'aire  de  la  cycloïde  ,  n°  1  n 

Trouver  le  centre  de  gravité  du  solide  de  révolution ,  en- 
gendré par  l'aire  d'une  m  courbe  plane  tournant  autour 
d'une  droite  menée  dans  son  plan,  hors  de  cette  aire, 
et  celui  de  la  surface  qui  recouvre  ce  corps  7      n°  119 

Centres  de  gravité  de  la  calotte  sphérique r  et  de  .la  sur- 
face engendre'e  par  la  demi-cycloïde ,  n°  n3 

Théorème  de  Guldin  ,  nQ  1 14  - 

Le  moyen  qu'on  emplçie  pour  trouver  le  centre  de  gravité 
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d'un  solide  de  révolution,  peut  aussi  servir  à  trouver 
celui  de  tout  corps  symétrique  par  rapport  à  un  axe  ; 
pour  exemples ,  l'ellipsoïde  et  la  pyramide  à  base  quel- 
conque, n°9  u5et  116 

*  Trouver  par  des  considérations  directes ,  le  centre  de  gra- 

vité d'une  pyramide  triangulaire,  et  ensuite  celui  d'une 
pyramide  à  base  quelconque  ?  n°*  1 17  et  1 18 

*  En  conclure  le  centre  de  gravité  d'un  polyèdre?       n°  119 
Formules  générales  qui  servent  à  trouver ,  par  des  intégrales 

doubles „  le  centre  de  gravité  d'une  portion  déterminée 
d'une  surface  donnée  par  son  équation ,  et  par  des  in- 
tégrales triples,  celui  d'un  corps  homogène  ou  hétéro- 
gène, n^  120  et  îai. 
Expression  de  l'élément  du  volume,,  en  différentielles  des 
coordonnées    polaires  ;.    formules    pour    déterminer    le 
volume  et  le  centre  de  gravité  d'Un  corps ,  en  partant  de 
cette  valeur  de  l'élément ,                    n°*  îau ,  ia3  et  ia4 
Application  de  ces  dernières  formules  au  secteur  sphérique  , 
composé  de  couches  dont  les  densités  varient  comme  on 
voudra  ;  cas  particulier  où  la  densité  est  supposée  cons- 
tante ,  n°  ia5 
CHAP.  V.  Du  frottement ,                                      page  iy3 
Définition  du  frottement  ;  son  influence  sur  l'équilibre  des 
corps  gênés  par  des  obstacles  fixes  ;  moyen  qu'on  em- 
ploie pour  le  mesurer  ,                                  n*  126  et  127 
On  fait  connaître  ce  que  l'expérience  a  appris  de  plus  cer- 
tain sur  la  mesure  du  frottement,                            n°  138 
Conséquence  immédiate  de  ces  résultats  de  l'expérience,  n'iaq 
Condition  d'équilibre  du  levier  en  ayant  égard  au  frotte- 
ment qu'il  éprouve  contre  son  point  d'appui  ;  ce  frotte- 
ment ,  en  même  tems  qu'il  facilite  l'équilibre,  diminue  la 
pression  que  supporte  le  point  d'appui à  n°*  i3o ,  i3i  et  i3a 
CHAP.  "VI.  De  l'équilibre  d'un  corps  flexible ,        page  184 
Les  conditions  d'équilibre  d'un  système  de  forme  invariable , 
doivent  se  retrouver  parmi  celles  de  tous  les  systèmes  qui 
ont  moins  de  trois  points  fixes ,                             n°  i33 
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§.  I.  Equilibre  du  polygone  funiculaire;    équation   de 

la  chaînette,  page  i85 

*  Conditions  que  doivent  remplir  les  forces  appliquées  à  un 

polygone  funiculaire  ,  pour  que  l'équilibre  soit  pos- 
sible ,  n°  i34 

*  Ces  conditions  étant  remplies,  et  les  forces  et  leurs  direc- 

tions étant  données ,  ainsi  que  les  longueurs  des  côtés 
du  polygone ,  construire  la  figure  du  polygone  en  équi- 
libre? n°  i35 

*  On  pourrait  aussi  construire  directement  les  dUFérens  som- 

mets du  polygone ,  d'après  leurs  coordonnées  ;  mais  il  est 
plus  simple  de  tracer  successivement,  et  les  uns  au  moyen 
des  autres ,  tous  les  côtés  de  ce  polygone ,  n°  i36 

*  Mesure   des  tensions  qu'éprouvent  les  différées  côtés  du 

polygone  funiculaire  en  équilibre ,  n°  137 

*  Quand  les  deux   extrémités  du  polygone  sont  des  points 

fixes ,  l'équilibre  est  toujours  possible  quelles  que  soient 
lés  forces  appliquées  au  polygone;  dans  ce  cas,  on  a 
des  équations  en  nombre  suffisant  pour  déterminer  les 
pressions  que  supportent  les  points  fixes  et  les  directions 
des  côtés  extrêmes ,  n*  i38 

Lorsqu'une  des  forces  données  est  appliquée  à  un  anneau 
mobile,  î\  faut,  pour  nouvelle  condition  d'équilibre >  que 
la  direction  de  cette  force  coupe  en  deux  parties  égales 
les  deux  côtés  adjacens  de  ce  polygone  ;  les  tensions  de 
ces  côtés  sont  alors  égales  entre  elles,  n°  i3e, 

A  l'occasion  des  anneaux  mobiles,  on  fait  connaître  une 
condition  générale  qui  s'observe  dans  tout  système  de 
points  en  équilibre ,  relativement  aux  directions  des  forces 
qui  leur  sont  appliquées,  n°  \^o 

*  On  considère  en  particulier  le  cas  où  toutes  les  forces  ap- 
pliquées au  polygone,  sont  des  poids  donnés;  tous  ses 
côtés  sont  alors  compris  dans  un  même  plan  vertical; 
équatioris  qui  déterminent  immédiatement  la  tension  et  la 
direction  d'un  côté  quelconque  ,  n°  i/£i 

En  supposant  que  le  nombre  des  côtés  du  polygone  détienne 
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infini ,  et  les  côtés  infiuiment  petits ,  on  est  conduit  ft 
l'équation  différentielle  de  la  chdinette  9  n*  i/^2 

Valeur  de  la  tension  en  un  point  quelconque  de  cette  courbe  ; 
la  tension  est  la  plus  petite  au  point  le  plus  bas ,      n°  ifô 

Rectification  de  la.  chaînette  \  intégration  de  son  équation 
différentielle ,  n°*  144 ,  i45  et  146 

Détermination  de  deux  constantes  qui  entrent  dans  l'équa- 
tion de  la  chaînette  ,  et  qui  représentent  la  tension  et 
l'inclinaison  de  la  tangente  au  premier  point ,  n°  147 

Equations  d'équilibre  d'un  fil  dont  tous  les  points  sont  tirés 
par  des  forces  données  en  grandeur  et  en  direction  ;  valeur 
de  la  tension  ta  un  point  quelconque ,  n°*  148 ,  149  et  1 5o 

On  vérifie  dans  ce  cas  d'équilibre ,  la  remarque  générale  du 
n#  i33  ,  n°  i5i 

§.  IL  Equation  de  la  lame  élastique  en  équilibre,  page  212 

On  cherche  d'abord  l'équation  d'équilibre  de  la  lame  élas- 
tique, en  la  supposant  assujétie  par  une  de. ses  extré- 
mités ,  et  ployée  par  une  force  donnée ,  qui  agit  à  son 
autre  extrémité  ,  n°*  i5a,  i53  et  i54 

Cette  équation ,  qui  détermine  la  figure  de  la  lame ,  est  dif- 
férentielle du  second  ordre  •,  elle  s'intègre  une  première 
fois ,  et  se  ramène  aux  quadratures  ;  la  fonction  d'une 
seule  variable  qui  reste  encore  à  intégrer,  n'est  point 
intégrale  sous  forme  finie ,  n°*  i55  et  i5S 

Il  existe  toujours  une  équation  entre  Y  inflexion  totale  de 
la  lame  ,  sa  longueur  et  la  force  qui  lui  est  appliquée  , 
d'après  laquelle  on  détermine  la  force  qui  produit  une 
inflexion  donnée ,  ou  l'inflexion  produite  par  une  force 
donnée,  n°  157 

Cas  où  la  lame  n'est  point  assujétie  par  une  de  Bes  extré- 
mités, n°  i58 

Examen  du  cas  particulier  où  l'inflexion  de  la  lame  est  très- 
petite  ;  équation  de  la  courbe  sous  forme  finie ,        n°  i5g 

Ce  qu'on  entend  par  la  force  Sun  ressort  j  mesure  de 
cette  force  ;  diverses  formes  que  prend  un  ressort  plié  , 

suivant 
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suivant  la  grandeur  de  la  force  qui  l'infléchit,  n0'  1 60  et  1 61 

Equation  de  la  lame  élastique  en  équilibre ,  quand  tous  ses 
points  sont  sollicités  par  des  forces  données  en  grandeur 
et  en  direction  ,  et  toutes  comprises  dans  un  même 
plan,  n°  16a 

CHAP.  Y  IL  Principe  des  vitesses  virtuelles ,         page  a3i 

Enoncé  général  de  ce  principe  ;  il  fournit  dans  chaque  cas 
toutes  les  équations  d'équilibre  du  système  que  l'on  consi- 
dère ;  ces  équations  sont  en  nombre  égal  i  celui  des  mou- 
vemens  possibles,  #  nQ  i63 

Application  de  ce  principe  à  l'équilibre  du  levier,     n°  164 

Application  à  l'équilibre  dtl  pian  incliné  (  pour  l'applica- 
tion dn  même  principe  à  d'autres  machines ,  voyez  les 
Additions  à  la  fin  de  ce  volume,  page  5o3)  ,       -  n°  16S 

On  indique  encore  l'application  de  ce  principe  à  l'équilibre 
d'un  corps  solide ,  qui  conduirait  aux  équations  du  second 
chapitre ,  n°  186 

Lemme  relatif  à  la  composition  des  forces ,  n°  167 

Au  moyen  de  ce  lemme ,  on  démontre  que  le  principe 
des  vitesses  virtuelles  a  lieu  dans  tous  les  cas  d'équilibre 
d'un  point  matériel ,  n*  168 

Notions  générales  sur  les  tensions  et  les  contractions  qu'éprou- 
vent les  fils  ou  les  droites  inflexibles  qui  joignent  les  diffe- 
rens  points  d'un  système  en  équilibre;  notation  eommode 
pour  représenter  ces  forces  inconnues,  n*  169  et  176 

Autre  notation  pour  indiquer  les  variations  des  distances 
mutuelles  de  ces  points ,  provenant  de  leurs  déplacement 
infiniment  petits,  n°  17* 

Démonstration  du  principe  des  vitesses  virtuelles ,  pour  un 
système  déforme  invariable  et  pour  un  système  de  peints 
liés  entre  eux  par  des  fils  flexibles,  n°*  17a  et  173 

On  fera  voir  en  hydrostatique  ,  que  le  même  principe  s'ob- 
serve également  dans  l'équilibre  des  forces  qui  réagissent 
les  unes  sur  les  autres,  par  l'intermédiaire  d'un  fluide, 
ce  qui  complétera  la  démonstration  précédente,     n°  174 

Réciproquement  quand  le  principe  des  vitesses  virtuelles  a 
1.  * 
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lieu  pour  tous  les  mouvemens  compatibles  ayec  la  liaison 
des  parties  d'un  système,  on  peut  être  certain  que  ce 

'     système  restera  en  équilibre,  n°  175 

Le  centre  de  gravité  de  tout  système  de  corps  pesans,  est 
toujours  le  plus  haut  ou  le  plus  bas  qu'il  est  possible  , 
quand  ce  système  est  en  équilibre  ;  ce  principe  est 
une  conséquence  immédiate  de  la  loi  des  vitesses  vir- 
tuelles ,  n°  176 

Trouver  l'équation  de  la  chaînette  en  partant  de  cette  pro- 
priété de  son  centre  de  gravité  ?  n°  177 

Distinction  entre  l'équilibre  stable  et  celui  qoi  n'est  qu  ins- 
tantanée; on  vérifie  par  des  exemples,  que  le  centre  de 
gravité  d'un  système  de  corps  pesans ,  est  le  plus  bas  ou 
le  plus  haut,  selon  que  l'équilibre  est  stable  ou  ne  Test 
pas ,  &•  178 

LIVRE    SECOND. 

DYNAMIQUE 

CHAP.  Ier.   Du  mouvement   rectiligne  d'un  point 
matériel. 
§.  I.  Mouvement  uniforme,  page  261 

Définition  du  mouvement  uniforme  j  ce  qu'on  entend  par  la 
vitesse  du  mobile;  équation  de  ce  mouvement;  remarque 
générale  sur  les  équations  qui  renferment  différentes 
espèces  de  quantités,  n°  17g 

Comparaison  de    deux    mouvemens  uniformes    et  diffé- 
rons, n°  180 
Remarque  sur  la  mesure  du  tems,  n°  181 
Propriété  générale  de  la    matière  qu'on  appelle   Y  iner- 
tie,                                                                          n°  18a 
§.  II.  Mouvement  uniformément  varié ,                 page"  266 
Division  des  forces  en  deux  espèces  distinctes;  définition 
des  mouvemens  variés  en  général  ;  les  forces  qui  les  pro- 
duisent s'appellent  forces  accélératrices;  manière  dont 
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on  pent  envisager  ces  mouvemens,  pour  simplifier  les 
calculs  et  les  démonstrations,  n°*  i83et  184 

Définition  de  la  vitesse  du  mobile  dans  un  mouvement  varié 
quelconque  ;  quand  cette  vitesse  croît  eu  décroît  par 
degrés  égaux  en  teins  égaux ,  le  mouvement  s'appelle 
uniformément  varié ,  et  la  force  qui  le  produit  se  nomme 
force  accélératrice  constante,  n°  i85 

Equations  qui  donnent ,  dans  un  pareil  mouvement,  la  vitesse 
et  F  espace' parcouru  en  fonction  du  tems  ;  la  vitesse  ac- 
quise dans  un  intervalle  de  tems  pris  pour  unité,  est 
toujours  double  de  l'espace  parcouru  dans  ce  même 
tems,  '  n*  iSGet  187 

Du  mouvement  des  corps  graves  qui  tombent  dans  le  vide  ; 
vitesse  acquise  par  ces  corps  dans  la  première  seconde 
de  leur  chute  ;  expression  de  la  vitesse  due  à  une  hauteur 
donnée,  n°s  188  et  189 

Mouvement  des  corps  graves  lancés  de  bas  en  haut  dans  le 
vide  ;  pour  élever  un  corps  à  une  hauteur  donnée ,  il 
faut  lui  imprimer  la  vitesse  qu'il  acquerrait  en  tombant 
de  cette  hauteur,  n°  190 

Mouvement  d'un  corps  pesant  sur  un  plan  incliné  ;  rapport 
de  sa  vitesse  à  celle  qui  aurait  lieu  sur  la  verticale  ;  com- 
paraison des  mouvemens  qui  se  font  sur  différons  plans 
inclinés  ,  n°*  191  et  19a 

La  loi  des  yîtesses  proportionnelles  aux  forces  qui  les 
produisent  et  celle  de  l'inertie  de  la  matière,  sont  les 
deux  seules  hypothèses  sur  lesquelles  la  dynamique  est 
fondée,  n°  ig5 

D'après  cette  loi,  l'intensité  de  la  pesanteur  dans  les  diffe- 
rens  lieux  de  la  terre ,  a  pour  mesure  la  vitesse  que 
les  corps  acquièrent  dans  la  première  seconde  de  leur 
chute  ;  expression  de  cette  force  à  une  latitude  quel- 
conque ,  a°  i{)4 

Les  intensités  des  forces  qui  agissent  instantanément  sur 
les  mobiles ,  sont  aussi  entre  elles  comme  les  vitesses 
qu'elles  leur  impriment-  une  force  de  cette  espace  ne 
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saurait  être  comparée  numériquement  à  une  force  ac- 
célératrice ,  fc°  195 

g.  III.  Formules  générales  du  mouvement  varié ,  page  281 

Dans  un  mouvement  varié  quelconque ,  l'espace  parcouru  , 
la  vitesse  acquise  et  la  mesure  de  la  force  accélératrice 
sont  trois  fonctions  du  temà  dont  il  s'agit  de  trouver  le 
rapport ,  n°  19S 

La  vitesse  est  égale  au  premier  coefficient  différentiel  de 
l'espace  parcouru,  na  107 

La  force  accélératrice  est  égale  au  premier  coefficient  dif- 
férentiel de  la  vitesse,  ou  au  second  coefficient  différen- 
tiel de  l'espace  parcouru;  cette  mesure  de  la  force  accé- 
lératrice suppose  qu'on  prend  pour  unité,  la  force  accé- 
lératrice constante  ,  qui  produit,  dans  l'unité  de  teins, 
une  vitesse  égale  à  l'unité  linéaire,  n°  198 

§.  IV.  Application  des  formules  générales  à  différens  pro- 
blèmes ,  page  287 

Les  problèmes  de  dynamique  conduisent  en  général  à  des 
équations  différentielles  du  second  ordre,  qu'il  s'agit  d'in- 
tégrer,    •  n°  199 

Premier  problème.  Déterminer  le  mouvement  ve.rtical  d'un 
point  matériel  pesant ,  en  ayant  égard  à  la  variation  de  la 
pesanteur  ?  Quand  la  hauteur  de  la  chute  est  tr  ès-petite  , 
on  retrouve  les  équations  ordinaires  du  mouvement  des 
corps  graves,  n^nooetaoi 

Examen  du  mouvement  qui  aurait  lieu ,  si  le  mobile  péné- 
trait dans  l'intérieur  de  la  terre  ,  n°*  20a  et  ao3 

Deuxième  problème.  Déterminer  le  mouvement  j'ectiligne 
d'un  point  matériel  attiré  vers  deux  centres  fi^'es  ?  On 
discute  complètement  toutes  les  circonstances  de  ce 
mouvement ,  n°*  ao4 ,  ao  5  et  ao6 

Troisième  problème.  Déterminer  le  mouvement  vertical 
d'un  corps  pesant,  en  ayant  égard  à  la  résiste tnce  de 
Voir ,  supposée  proportionnelle  au  carré  de  la  v.  ttesse  ? 
On  examine  en  premier  lieu  le  cas  où  le  mobile  tombe 
vers  la  surface  de  la  terre ,  1.  <°  207 
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Au  bout  d'un  certain  tems,  le  mouvement  est  sensiblement 
uniforme;  la  vitesse  ert  alors  proportionnelle  à  la  racine 
carrée  dé  la  densité  du  corps,  n°ao8 

En  supposant  la  résistance  nulle ,  on  retrouve  les  équa- 
tions du  mouvement  d'un  corps  grave  qui  tombe  dans  le 
vide  ,  jx°  ao<* 

Cas  où  le  mobile  est  lancé  dé  bas  en  haut ,  avec  une 
vitesse  donnée  ;  expression  de  la  plus  grande,  hauteur  à 
laquelle  il  s'élève,  n°  aia 

Mouvement  d'un  corps  pesant  qui  glisse  sur  un  plan  contre 
lequel  il  éprouve  un  frottement  proportionnel  au  carré 
de  la  vitesse,  n°an 

CHAP.  II.  Du  mouvement  curviligne  £iat  point 
matériel  libre» 

g.  Ier.  Théorie  général*  dé  ce  mouvement,         page  3ô8 

Déterminer  en  grandeur  et  en  direction  la  vitesse  d'un 
mobile ,  soumir  k  l'action  simultanée  de  deux  force» 
données?  npaia 

Construire  le  polygone  que  décrit  un  point  matériel ,  d'après 
les  actions  successives  de  différentes  forces  données  ?  Ce 
polygone  devient  une  courbe  ,  quand  les  forces  agissent 
d'une  manière  continue ,  n°  ai5 

Pour  déterminer  de  la  manière  la  plus  simple  ,  le  mouve- 
ment d'un  point  matériel  dans  l'espace ,  il  faut  exprimer 
les  trois  coordonnées  en  fonction  du  teins  ;  la  valeur  de 
chaque  coordonnée  fait  connaître  le  mouvement  de  la 
projection  du  mobile  sur  Taxe  correspondant  ;  composi- 
tion des  valeurs  des  trois  coordonnées,  d'après  les  vitesses 
qui  sont  imprimées  au  mobile  parallèlement  aux  trois 
axes,  n°*  214  et  ai  5 

L'inspection  de  ces  valeurs,  conduit  à  un  théorème  fonda- 
mental ,  au  moyen  duquel  on  formera  les  équations  du 
mouvement  de  chaque  projection ,  quand  les  forces  qui 
agissent  sur  le  mobile,  seront  données-,  exemple  très-simple 
de  l'application  de  ce  théorème  ,  n9*  ai 6  et  ai/ 

Conséquence  immédiate  du  même  théorème,  qui  prouva  par 
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son  accord  avec  l'expérience,  que  la  loi  des  forces  pro- 
portionnelles aux  vitesses,  a  effectivement  lieu  dans  la 
nature,  n°  ai 8 

Equations  différentielles  du  mouvement  curviligne,  soit  dans 
l'espace,  soit  dans  un  plan  donné;  comment  on  déduira 
de  leurs  intégrales,  les  équations  de  la  trajectoire  du 
mobile;  n°  219 

Examen  du  cas  particulier  où  le  mobile  n'est  sollicité  par 
aucune  force  accélératrice  *,  composition  et  décomposition 
des  vitesses  ,  n°  220 

Déterminer  à  un  instant  quelconque  la  direction  et  la  vitesse 
du  mouvement  rectiligne  et  uniforme,  qui  succéderait  à 
un  mouvement  curviligne,  si  les  forces  qui  agissent  sur  le 
mobile,  cessaient  tout-à-coup  leur  action ?n°*  22 1  et 22a 

Ce  qu'on  entend  par  la  vitesse  dans  le  mouvement  curvi- 
ligne ;  elle  est  dirigée  suivant  la  tangente  à  la  trajectoire 
et  égale  au  premier  coefficient  différentiel  de  l'arc  de 
cette  courbe ,  considéré  comme  une  fonction  du  tems  ; 
la  force  accélératrice  décomposée  suivant  cette  tangente  , 
est  égale  au  second  coefficient  différentiel  de  la  même  fonc- 
tion, n°223 

Les  équations  du  mouvement  curviligne  ont  dans  un  cas 
très-étendu ,  une  intégrale  première  qui  donne  la  vitesse 
•en  fonction  des  trois  coordonnées  du  mobile  ;  ce  cas  a  lieu 
toutes  les  fois  que  les  forces  qui  agissent  sur  le  mobile 
sont  dirigées  vers  des  centres  fixes  et  fonctions  des  dis- 
tances à  ces  centres,  n°*224  et  a*5 

Quand  il  n'existe  qu'une  seule  force  dirigée  vers  un  centre 
fixe ,  on  obtient  immédiatement  trois  autres  intégrales 
premières  des  équations  du  mouvement,  n°226 

Enoncé  d'un  théorème  remarquable  compris  dans  ces  in- 
tégrales; démonstration  directe  et  synthétique  de  ce 
théorème ,  n°*  227  et  228 

§.  II.  Mouvement  des  projectiles  dans  le  vide  et  dans  un 
milieu  résistant ,  page  336 

Mouvement  curviligne  d'un  corps  pesant  dans  le  vide  ;  la 
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trajectoire  est  une  parabole,  n*  aao; 

Expressions  de  la  hauteur  et  de  l'amplitude  du  jet;  un  but 
étant  donné ,  on  peut  l'atteindre,  en  général ,  en  tirant  sous 
deux  directions  différentes ,  n*  a3o 

Equations  différentielles  du  mouvement  dans  un  milieu  ré- 
sistant ;  expression  de  la  résistance  supposée  proportion- 
nelle au  carré  de  la  vitesse ,  n"  a3i  et  a5a 

Intégration  de  ces  équations;  les  différentielles  premières 
des  deux  coordonnées  du  mobile  et  du  tems  s'expriment 
sous  forme  finie  au  moyen  d'une  quatrième  variable  ,  et 
la  solution  complète  du  problème  est  ramenée  aux  qua- 
dratures, n°  a33 

Construction  de  la  trajectoire  par  points  ;  valeur  de  la  vi- 
tesse en  un  point  quelconque  de  cette  courbe,     n°a34 

La  branche  descendante  de  la  trajectoire  a  toujours  une 
asimptote  verticale  ;  quand  le  projectile  retombe ,  le  mou- 
vement approche  de  plus  en  plus  de  devenir  vertical  et 
uniforme  ;  la  limite  de  sa  vitesse  est  la  même  qu'on  a  déjà 
trouvée  dans  le  n°  ao8  ,  n°*  a35  et  a36 

Examen  du  cas  particulier  où  le  mobile  ne  s'élève  qu'à  une 
très-perjtehauteur  au-dessus  de  la  droite  horizontale  menée 
par  son  point  de  départ  ;  équation  de  la  partie  de  la  tra- 
jectoire située  au-dessus  de  cette  droite  ;  calcul  de  l'am- 
plitude et  de  la  hauteur  du  jet ,  n*a37 

§.  III.  Mouvement  elliptique  des  planètes  r  page  355 

Enoncé  des  trois  lois  de  Kepler  ,  a°  &38 

On  conclut  des  deux  premières  lois  que  la  force  qui  retient 
les  planètes  dans  leurs  orbites ,  est  constamment  dirigée 
vers  le  centre  du  soleil,  et  que  pour  une  même  planète, 
cette  force  varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance 
à  cet  astre,  n0$  a3o  et  a4o 

Au  moyen  de  la  troisième  loi,  on  démontre  qu'à  égalité 
de  distance  ,  cette  force  est  la  même  pour  toutes  les 
planètes  ^  analogie  qui  en  résulte  entre  cette  force  et  )& 
pesanteur  terrestre ,  u°  &41 

On  reprend  le  problème  dans  un  ordre  inverse,  ctenjiiip-? 
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posant  la  force  connue  en  grandeur  et  en  direction ,  on 
détermine  la  trajectoire  de  la  planète ,  pour    laquelle 
on    trouve    l'équation    d'une    section     conique     quel- 
conque ,  n°*  a4*  >  a43  et  s44 
Détermination  des  constantes  arbitraires  contenues  dans  cette 
équation;  condition  pour  que  la  planète  décrive  celle 
qu'on  voudra  des  trois  sections  coniques ,  n°  a45 
On  détermine  en  fonction  du  rems ,  les  valeurs  des  coordon- 
nées polaires  de  la  planète  ,  d'après  lesquelles  on  pourra 
fixer  à  chaque  instant  sa  position  dans  le  plan  de  son 
orbite ,                                                          n*  *46  et  247 
Ce  qu'on  entend  par  équation  du  centre;  examen  du  mou- 
vement de  la  planète  pendant  une  révolution  entière  autour 
du  soleil ,  n°  *48 
CHAP,   UL    Du  mouvement  dun  point  matériel 
sur  une  courbe  donnée  ,                          Page  ^70 
§.  Ier.   Théorie  générale  de  ce  mouvement. 
La  résistance  que  la  courbe  donnée  oppose  an  mouvement 
du   mobile,  équivaut  à  une  force  normale  à  la  courbe 
et  du  genre  des  forces  accélératrices ,  n°  &49 
En  joignant  cette  force  inconnue  en  grandeur ,  aux  autres 
forces    données  qui  agissent   snr  le  mobile,  on  forme 
immédiatement  les  trois  équations  différentielles  de  son 
mouvement,  n*  a5o 
On  en  déduit  facilement  une  équation  indépendante  de  la 
force  inconnue  ;  cette  équation  prouve  que  la  force  accé- 
lératrice du  mobile ,   décomposée  suivant  la  tangente  à 
la  trajectoire,  est  égale  au  second  coefficient  différentiel 
de  l'arc  de  cette  courbe,  considéré  comme  une  fonction 
du  tems,  n°  a5i 
Cas  dans  lequel  cette  équation  a  une  intégrale  première  in- 
dépendante des  équations  données  de  la  trajectoire  ;  cette 
intégrale  fait  connaître  k  vitesse  en  un  point  quelconque 
de  la  courbe;  elle  montre  que  la  vitesse  est  constante  , 
quand  le  mobile  n'est  sollicité  par  aucune  force  accélé- 
f       ratrice  ;  autre  conséquence  importante  qui  en  résulte  par 
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rapport  i  cette  vitesse ,  n*a5a ,  ô53  et  a54 

Détermination  directe  de  la  pression  qui  a  Heu  but  chaque 
point  de  la  courbe  donnée  ;  la  partie  de  cette  pression 
qui  est  due  à  la  vitesse  dont  le  mobile  est  animé ,  se 
nomme  la  force  centrifuge;  cas  dans  lequel  la  trajectoire 
est  une  courbe  plane ,  n"  a55  et  s56 

Déterminer  »  d'après  les  équations  du  mouvement ,  la  ré- 
sistance normale  de  la  courbe ,  et  le  sens  suivant  lequel 
elle  s'exerce  ?  n°  a57 

On  vérifie  que  cette  résistance  est  égale  et  directement 
opposée  à  la  pression  trouvée  plus  haut ,  n°  a58 

§•  IL  Examen,  de  la  force  centrifuge  dans  le  cercle ,  p.  385 

Mesure  de  la  force  centrifuge  dans  le  cercle;  comment 
cette  mesure  peut  s'étendre  à  une  courbe  quelconque  , 
par  la  considération  de  son  cercle  oscillateur ,       n°  369 

Comparaison  de  la  force  centrifuge  dans  le  cercle  à  la  pe- 
santeur, n°aSo 

La  force  centrifuge  est  en  raison  directe  du  rayon  et  in- 
verse du  carré  du  terne  employé  à  décrire  la  circonférence 
entière,  n°  261 

La  force  centrifuge  due  au  mouvement  de  rotation  de  la 
terre ,  diminue  la  pesanteur  des  corps  placés  à  sa  sur- 
face; à  l'équateur  cette  diminution  est  ^  de  la  pesan- 
teur totale  j  c'est  en  ce  lieu  que  son  effet  est  le  plus 
grand ,  n°*  3G3 ,  s63  et  364 

§,  III.  Oscillations  du  pendule  simple  >  page  3g3 

Définition  du  pendule  en  général ,  et  en  particulier ,  du 
pendule  simple ,  n°  a65 

Considérations  générales  sur  le  mouvement  d'un  corps  pesant 
sur  une  courbe  quelconque  *,  expression  de  la  vitesse  en  un 
point  quelconque ,  n°  366 

Expression  de  la  différentielle  du  tems,  qu'il  faudra  intégrer 
quand  l'équation  de  la  courbe  sera  donnée  ;  remarque 
générale  sur  la  valeur  du  tems  en  fonction  de  Parc  par- 
couru ,  n*  367  et  ©68 

Application  au  cerek;  dans  quel  cas  le  mobile  oscillera,  et 
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dans  quel  cas  il  parcourra  la  circonférence  entière ,  n°  269 

Théorie  des  petites  oscillations  du  pendule  simple  dans  1* 
vide,  n°*  270  et  271 

Le  tems  de  l'oscillation  entière  est  indépendant  de  son 
amplitude  ;  il  dépend  de  la  longueur  du  pendule  et  de 
l'intensité  de  la  pesanteur;  usage  du  pendule  pour  mesurer 
cette  intensité  en  differens  lieux  de  la  terre ,  n°  273 

Théorie  des  petites  oscillations  du  pendule  simple  dans  un 
milieu  résistant ,  n°*  273  et  274 

La  résistance  du  milieu  n'altère  pas  la  durée  des  oscillations 
entières;  elle  diminue  la  durée  de  la  demi  -  oscillation 
descendante;  mais  elle  augmente  d'autant  la  durée  de  la 
demi-oscillation  ascendante ,  n°  275 

Elle  diminue  l'amplitude  des  oscillations ,  et  finit  par  les 
anéantir,  n°  2276 

Expression  en  série  du  tems  de  l'oscillation  entière  dans  le 
vide ,  l'amplitude  n'étant  pas  supposée  très-petite ,  n°  277 

Correction  due  à  la  longueur  de  l'arc  parcouru ,  à  laquelle 
il  faut  souvent  avoir  égard  ;  influence  de  la  résistance  du 
milieu  sur  cette  correction  ,  n*  278 

Remarque  générale  sur  les  oscillations  infiniment  pe- 
tites, n°  279 

§.  IV.  Mouvement  d'un  point  matériel  pesant,  sur  la 
cycloïde ,  page  418 

Le  tems  de  la  chute  sur  une  cycloïde  à  base  horizontale , 
est  rigoureusement  indépendant  de  la  longueur  de  l'arc 
parcouru,  pourvu  que  cet  arc  aboutisse  toujours  au  point 
le  plus  bas  de  la  courbe ,  n°  280 

Description  du  pendule  cycloïdal,  fondé  sur  cette  pro- 
priété, n°28i 

Le  tems  de  l'oscillation  sur  la  cycloïde  est  le  même  que 
celui  des  petites  oscillations  d'un  pendule  ordinaire ,  égal 
en  longueur  à  la  moitié  de  la  cycloïde  entière ,        n°  282 

Ce  qu'on  entend  par  courbe  tautochrone;  la  cycloïde  à  base 
horizontale  est  la  seule  tautochrone  dans  le  vide ,  du  moins 
quand  on  ne  considère  quç  des  courbes  planes ,    n°  283 
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Cette  cycloïde  enveloppée  sur  un  cylindre  vertical  à  base 
quelconque,  forme  touteslestautochrones  à  double  cour- 
bure qui  peuvent  exister ,  n*  284 

Problème  de  la  brackystochrone  :  on  appelle  ainsi  la  courba 
qu'un  corps  pesant  doit  suivre  pour  aller  d'un  point  à  un 
autre ,  dans  le  tems  le  plus  court ,  n*  285 

On  rappelle  les  formules  du  calcul  des  variations,  néces- 
saires à  la  solution  de  ce  problème ,  n09  286  et  287 

La  courbe  de  la  plus  vite  descente  est  une  cycloïde  à  base 
horizontale ,  dont  l'origine  est  au  point  de  départ  du  mo- 
bile ,  et  dont  le  plan  est  vertical ,  n°  288 

Digression  sur  la  variation  des  points  extrêmes  des  courbes 
qui  jouissent  d'une  propriété  de  maximum  ou  de  mini- 
mum ;  formule  d'après  laquelle  on  déterminera  le  maxi- 
mum ou  le  minimum,  en  ayant  égard  à  la  variation  de 
ces  points,  n™  289.  et  290 

Application  de  cette  formule  à  la  courbe  de  la  plus  vîte 
descendante ,    •  n°  291 

Au  moyen  de  cette  formule ,  on  étend  la  solution  du  problème 
de  la  brachystochrone ,  au  cas  où  les  points  de  départ  et 
d'arrivée  du  mobile,  doivent  être  pris  sur  des  surfaces  ou 
sur  des  courbes  donnés ,  n09  29a  et  293 

CHAP.  IV.  Du  mouvement  d'un  point  matériel  sur  .une 
surface  donnée ,  page  44^ 

Equations  différentielles  de  ce  mouvement,  n°  294 

Mouvement  d'un  point  matériel  pesant. sur  une  sphère;  la 
solution  complète  du  problème  se  ramène  dans  ce  cas  i 
intégrer  deux  fonctions  d'une  seule  variable,  qui  ne 
sont  point  intégrables  sous  forme  finie  ;  ce  problème 
comprend  la  théorie  du  pendule  simple  à  oscillations 
coniques ,  n09  295 ,  29$ ,  297  et  298 

Calcul  de  la  pression  que  la  sphère  éprouve  en  chaque  point; 
on  détermine  aussi  le  sens  dans  lequel  elle  s'exerce  ;  dans 
le  cas  du  pendule ,  cette  pression  devient  la  tension  ou 
la  contraction  du  fil  de  suspension  >  n°  299 

Equation  qui  a  lieu  dans  le  mouvement  d'an  point  matériel , 
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sollicité  par  des  forces  d'attractions  dirigées  vers  des 
centres  fixes ,  soit  qu'on  le  suppose  libre ,  ou  assujéti  à 
rester  sur  une  courbe  ou  sur  une  surface  donnée  ;  cette 
équation  donne  la  vitesse  du  mobile  indépendamment  de  • 
la  courbe  décrite  par  le  mobile;  conséquence  qui  en 
résulte  par  rapport  à  cette  vitesse ,  u°  3oo 

Quand  la  vitesse  est  ainsi  connue  en  fonction  des  coor- 
données du  mobile ,  il  est  aisé  de  trouver  les  équations 
différentielles  secondes  de  la  trajectoire  ,  n°3oi 

Détermination  directe  de  la  pression  normale  que  la  sur- 
face donnée  éprouve  en  chaque  point,  et  du  sens  dans 
lequel  elle  s'exerce ,  n°  3oa 

Un  point  matériel  qui  n'est  sollicité  par  aucune  force  accé- 
lératrice ,  et  qui  est  forcé  de  se  mouvoir  sur  une  surface 
donnée,  suit  toujours  la  ligne  la  plus  courte  sur  cette 
surface  pour  aller  d'un  point  à  un  autre,  n°  3o3 

Autre  propriété  générale  du  mouvement  d'un  point  maté- 
riel ,  à  laquelle  on  a  donné  le  nom  de  principe  de  la 
moindre  action ,  n°  3o4 

Usage  de  ce  principe  pour  trouver  les  équations  de  la  tra- 
jectoire du  mobile  ;  pour  exemple ,  le  mouyement  d'un 
point  matériel  attiré  vers  un  centre  fixe,  n°  3o5 

Application  du  même  principe  au  mouvement'  de  la  lu- 
mière dans  difFérens  milieux ,  n°  5o6 

On  en  déduit  les  lois  connues  de  la  réfraction  ordinaire 
et  de  la  réflexion  de  la"  lumière ,  n°*  307  et  3o8 

ADDITIONS,  page    #3 

+  Démonstration  du  parallélogramme  des  forces,  ibid. 

*  Des  cordes,  477 

*  Du  Levier,  479 

*  De  la  poulie  et  des  moufles ,  4&a 

*  Du  treuil  et  des  roues  dentées ,  4&& 

*  Du  plan  incliné  et  de  la  vis ,  49$ 

*  Du  coin,  6oi 
Loi  générale  de  t équilibre  dans  Us  machines ,              5o3 

FIX  0E  LA  TABLE  DU  PREMIER  VOLUME. 
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61 ,  18,     au  lieu  de  gk,  lisez  ffF". 

6a,  aa,     au  lien  de  la  droite  KE,  lisez  la  droite  £E  prolongée. 

63,  3      en  remonuat,  au  lien  de  X.hl,  lisez  X.  OL 
8a,      6,     an  lieu  de  n°  4a ,  lisez  n°  43. 

98,  a3,     au  lien  de  a,by c,  lisez  a',  £',  c'. 

io3,  ai,    au  lien   de   L.cos.q ;   L.cos.q',  L.cot.q",  lisez    A.cos.9, 

h.cos.q*,  h.coë.q". 
ia6,      1  et  3  en  remontant,  remplacez  la  ligne  yrfC  par  -<«*lk 

127,  10,     idem. 
i43>      a      en  remontant,  an  lien  de  AB ,  lisez  «*a*C. 

s4^i  ]9>     aa  ^cu  **e  XJC  *  mette*  «**• 

i5o,  a,     au  lieu  de  dx,  mettez  xdx. 

i5a,  la,    au  lieu  de  f  ,  lisez  -fr. 

i53,  11,     au  lieu  de /%  mettez  a. 

178,  ao,    au  lieu  de  m  A',  mA",  lisez  m'A',  m" A*, 

195,  a  et  3  en  remontant ,  au  lieu  de  Ox  et  de  Of>  lisez  Kx  et  AT/*. 

306,  16,     au  lien  de  (6) ,  lisez  (b). 

907,  4  et  5  en  remontant,  an  lieu-  de  K  et  de  KC,  Usez  JK'  et  JÏC'C 

ai 7,  1,     au  lieu  de  le  point  R,  lisez  le  point  K  (fig.  39). 

aa6,  10,    au  lieu  de  /=  i,  lisez  *=  1. 

7t  If 

— —    11.     an   lien  de   0  =  —  «  lisez  f=-, 
a  a 

**7»       7»     ttU    l*wtt  de  J—  ,    lisez  -?— . 
aa  an* 

394,      4      en  remontant,  an  lien  de  D,  lisez  B. 

ag6,  4  el  5,  au  lieu  de  £  étant  la  plus  grande  des  deux  quantité*  et  a 
étant  b,  lisez  les  deux  quantités  a  et  b  e'tant  sup- 
posées positives. 

3oo ,     ai,     an  lieu  de  sa  densité  est  celle ,  lisez  sa  densité  et  celle. 

35o,       1      en  remontant,  au  lieu  de  dp,  lisez  ds. 

399,     la,     au  lien  de  Cp,  lisez  ntp. 

485,      4  et  5  en  rem.,  au  lien  de  B'K'  et  de  2T K*9  Usez  ffK  et  B"K'. 

5o5,     a3,     au  lieu  de  sur  nu ,  lisez  sur  un  plan 
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DE  MÉCANIQUE. 


NOTIONS  PRELIMINAIRES, 

i.  Uw  torpà  est  en  mouvement  lorsqu'il  occupe 
successivement  ditfétens  lieux  de  l'espace.  Si  nous 
le  considérons  à  l'instant  de  son  passage  de  Fêlât 
de  repos  à  l'état  de  mouvement,  nous  observons 
que  ce  changement  d'état  est  toujours  reflet  d  une 
cause  particulière  qui  agit  à  cet  instant  sur  le  mo- 
bile :  c'est,  par  exemple,  le  choc  d'un  autre  corps 
déjà  en  mouvement,  qui  vient  déplacer  celui  que 
nous  considérons*,  en  vertu  de  leur  impénétrabilité 
réciproque.  11  peut  nous  sembler  quelquefois  que 
la  matière  6a  met  d'elle-même  en  mouvement;  mais 
en  y  réfléchissant  davantage,  nous  reconnaissons 
que,  dans  ce  cas,  la  cause  qui  produit  ce  mouve- 
ment, agit  d'une  manière  permanente  sur  le  mobile  * 
que  son  effet  est -empêché  par  quelque  circonstance 
et  qu'il  se  manifeste  aussitôt  que  cette  circonstance 
i.  i 
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a  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE; 

cesse  d'avoir  lieu.  C'est  ainsi  qu'un  corps  pesant; 
placé  sur  un  plan  horizontal  >  tombe  vers  la  surface 
de  la  terre,  dès  l'instant  que  Ton  retire  le  plan  qui 
suspendait  l'effet  de  la  pesanteur. 

La  cause  quelconque  qui  met  un  corps  en  mou- 
vement, est  ce  qu'on  appelle  une  force;  la  direction 
d'une  force  est  la  droite  qu'elle  tend  à  faire  décrire 
au  point  du  corps  auquel  elle  est  appliquée. 

2.  Lorsque  plusieurs  forces  sont  appliquées  à  la 
fois  a  un  même  corps ,  elles  se  modifient  récipro-* 
quement,  eu  vertu  de  la  liaison  qui  existe  entre  les 
différentes  partie*  du  corps,  et  qui  empêche  chacune 
d'elles  de  prendre  le  mouvement  que  k  force  k 
laquelle  elle  est  soumise,  tend  s  lui  imprimer.  S'il 
arrive  que  ces  forcée  se  détruisent  totalement,  de 
sorte  que  le  corps  reste  en  repos,  ont  dit  que  les 
forces  se  fout  équilibre,  ou  autrement,  que  le  corps 
est  en  équihhre  sous  l'action  de  ces  forces. 

La  Mécanique  est  la  science  qui  traite  de  l'équi- 
libre et  du  mouvement  àef  corps.  La  partie  dont  le 
but  est  en  général  de  découvrir  les  conditions  de 
l'équilibre,  so  nomme  Statique.  On  appelle  Dyna- 
mique l'antre  partie,  qui  a  pour  objet  de  déterminer 
le  mouvement  que  prend  un  mobile,  quand  les 
forées  qui  lui  sont  appliquées,  ne  se  font  pas  équi- 
libre. Les  lois  générales  de  la  statique  et  de  la 
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dynamique  comprennent  les  fluides  dans  leurs  ap- 
plications; mais  à  cause  des  difficultés  particulières 
que  présente  ce  genre  de  corps,  on  a  coutume  de 
considérer  d'une  manière  spéciale,  la  Mécanique 
des  fluides  où  Ton  distingue  aussi  deux  parties,  Tune 
qui  traite  de  leur  équilibre  et  qu'on  nomme  Hy+ 
drostatiquSy  l'autre  qu'on  appelle  Hjdrodptamiquo 
et  qui  est  relative  k  leur  mouvement 

Les  géomètres  sont  parvenus  à  ramener  toutes 
les  questions  de  dynamique  à  de  simples  questions 
d'équilibre:  c'est  donc  la  résolution  de  celles-ci 
qu'il  nous  fendra  d'abord  exposer;  mais  auparavant 
il  est  nécessaire  de  convenir  des  moyens  que  nous 
emploierons  dans  cet  Ouvrage,  pour  déterminer  le 
point  d'application  d'une  force ,  son  intensité  et 
sa  direction,  qui  sont  les  trois  seules-  choses  que  Font 
ait  à  considérer  dans  chaque  force. 

3.  Tous  les  corps  sont  des  assemblages  de  points 
matériels,  liés  entre  eux  de  différentes  manières 
dans  les  corps  d'espèces  différentes.  En  premier  lieu, 
nous  considérerons  ces  points  matériels,  isolément 
et  sons  le  seul  rapport  qu'ils  servent  de  points 
d'application  aux  forces;  ensuite  nous  les  réuni- 
rons pour  former  des  corps  solides,  fluides  ou  sin** 
plement  flexibles,  et  nous  chercherons  les  condi- 
tions d'équilibre,  ou  les  lois  du  mouvement  dans 
chaque  espèce  de  corps. 
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La  position  dans  l'espace  ,  du  point  dTappli-* 
cation  d'une  force ,  se  déterminera  au  moyen  de 
trois  coordonnées  parallèles  aux  intersections  de 
trois  plaàs  rectangulaires  ,  choisis  arbitrairement* 
C'est  le  moyen  généralement  connu  qu'on  emploie 
en  Géométrie  pour  fixer  la  position  des  points  d'une 
courbe  ou  d'une  surface ,  et  l'on  sait  qu'il  ne  laisse 
aucune  indécision  ,  quand  on  a  égard  à  la  fois 
iu  signe  et  à  la  grandeur  de  chaque  coordonnée. 

4-  Les  forces  ne  peuvent  se  mesurer  qu'en  pre- 
nant pour  unité  une  force  convenue ,  et  en  cher- 
chant le  rapport  des  autres  forces  à  celle  -Jà  ;  mais 
d'après  leur  définition  ,  les  forces  étant  toutes  les 
causes  quelconques  de  mouvenjent  qui  existeçt  dans 
la  nature ,  on  ne  voit  pas  d'abord  comment  on  peut 
comparer  ces  causes  entre  elles,  et  eneore  moins 
leur  assigner  un  rapport  numérique..  Pour  s'en 
ibrmér  une  idée  nette ,  il  convient  d'établie  avec 
précision,  ce  qu'on  doit,  entendre  par  force  égale,  et 

par  force  double ,  triple  9  quadruple , d'une 

autre. 

•  Deux  forces  sont  égales ,  lorsqu^étant  appliquées 
en  sens  contraire  l'une  de  l'autre >  à  un  même  point 
pu  aux  extrémités  d'une  même  droite  inextensible  » 
elles  se  font,  équilibre.  ,       t 

'  Si  après  avoir  reconnu  que  deux,  forces  font 
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égales,  on  les  applique,  dans  la  même  direction, 
à  un  même  point ,  on  aura  une  force  double;  si  on 
réunit  trois  forces  égales,  ou  aura  une  force  triple; 
si  on  en  réunit  quatre  ,  on  aura  une  force  quadruple; 
et  ainsi  de  suite. 

.  Ainsi ,  toutes  les  fois  que  nous  dirons  qu'une  force 
est  un  certain  multiple  d'une  autre,il  faudra  entendre 
que  la  première  peut  être  regardée  comme  formée 
par  la  réunion  d'uu  certain  nombre  de  forces  égales 
à  la  seconde  et  agissant  suivant  une  même  di- 
rection. 

De  cette  manière ,  les  forces  deviennent  des  quan.« 
tités  mesurables  que  Ton  peut  représenter  par  des 
nombres  ou  par  des  lignes,  en  les  rapportant  à  une 
unité  de  leur  espèce  ;  car  si  dans  une  question  on 
considère  plusieurs  forces  qui  soient,  des  multi- 
ples donnés  d'une  antre  force ,  en  prenant  celle-ci 
pour  unité  ,  les  forces  que  l'on,  considère  devront 
être  représentées  dans  le  calcul,  par  des  nombres 
égaux  à  ces  multiples.,  et  dans  les  constructions 
géométriques,  par  des  lignes  proportionnelles  à 
ces  nombres.  Ordinairement  on  prend  la  ligne  qui 
représente  l'intensité  d'une  force,  sur  la  direction 
même  de  cette  force,,  à  partit  de  son  point  d'ap-». 
plication*  Nous  ferons  souvent:  usage  de  cette 
construction ,  dont  davantage  e&t  de  simplifier 
l'égoacé  tas  théorème*, 
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5.  Voyons  maintenant  par  quel  moyen  nous  fixe- 
rons la  direction  d'une  force  dans  l'espace, 

Pour  cela,  soitm(fîg.  Ire)  son  point  d  application , 
mD  sa  direction,  de  sorte  que  la  force  tende  à 
faire  avancer  le  point  my  de  m  vers  D;  par  le  point  m, 
menons  trois  axes  rectangulaires  mA ,  mB ,  mC , 
qui  seront,  si  l'on  veut,  parallèles  à  ceux  des  coor- 
données, et  dirigés  dans  le  sens  des  coordonnées 
positives  ;  désignons  par«,£ ,  yy  les  angles  aigus 
ou  obtus  que  la  direction  mD  fait  avec  ces  axes  , 
c'est-à-dire  ,  supposons 

AmD  =  a,    BmD=:C,    CmD  =  y: 

je  dis  que  cette  direction  sera  complètement  dé- 
terminée ,  quand  ces  trois  angles  seront  donnés. 

En  effet,  en  ayant  seulement  égard  aux  angles 
(t  et  ê,  il  faudra  que  la  ligue  mD  se  trouve  en 
même  temps  sur  deux  cènes  à  base  circulaire ,  dont 
le  sommet  commun  est  au  point  /»,  et  qui  ont  pour 
axes,  les  lignes  mA  et  mB  ;  il  faudra  donc  que  ces 
angles  soient  tels  que  les  deux  cônes  puissent  se 
couper,  ce  qui  aura  lieu  suivant  deux  arêtes  situées 
dans  un  même  plan  perpendiculaire  au  plan  ArnB  y 
et  qui  feront  avec  l'axe  mC,  l'une  un  angle  aigu 
et  l'autre  un  angle  obtus.  La  direction  de  la  force 
pourra  donc  encore  avoir  deux  positions  différentes 
dans  l'espace;  mais  l'angle  y  étant  aussi  donné,  on 
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saura  s'il  est  aigu  ou  obtus,  et  l'on  pourra  choisit 
entre  ces  deux  positions,  celle  qui  convient  à  la 
ligne  mD. 

6<  Dans  cette  construction,  les  angles  et,  £,  y 
doivent  s'étendre  depuis  zéro  jusqu'à  2000  (*)  inclu- 
sivement; pour  qu'on  puisse,  par  leur  moyen,  repré- 
senter la  direction  d'une  force  quelconque  dans  toutes 
les  positions  possibles  autour  de  son  point  d'appli- 
cation* Par  exemple ,  dans  notre  figure  où  l'axe  mC 
est  au  dessus  du  plan  des  deux  autres,  l'angle  y 
devra  être  plus  petit  ou  plus  grand  que  100%  selop 
que  cette  direc  tion  tombera  au  dessus  ou  au  dessous 
de  ce  plan  :  quand  la  ligne  mD  coïncidera  avec  la 
ligne  mC  ,  cet  angle  sera  nul >  et  il  sera  égal  à  200% 
quand  cette  ligne  coïncidera  avec  le  prolongement 
jwC  de  mC.  Les  cosinus  des  angles  a ,  € ,  y  pourront 
donc  être  positifs  ou  négatifs;  mais  leurs  sinus  seront 
toujours  positifs,  parce  que  ces  angles  ne  dépasseront 
Jamais  200*. 

7.  Si  nous  considérons  le  prolongement  mU  de 
la  ligne  mD ,  il  est  évident  que  les  angles  qu'il 
£sdt  avec  les  axes  mA ,  mB9  mC9  sont  supplémens 

>,        ...  .  -  — — *  1  .  m 1  — 

(*)  Nous  adopterons,  dans  ce  Traité,  la  division  de  l'âdgl 
droit  en  100  degrés,  du  degré  en  100  minutes,  et  de  la  feinti 
en  100  secondes. 
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des  angles  a,  €  *  y\  4e  sorte  qu'en  supposant 

on  aura 

a'  3=  aoo°  —  * ,    C  ='aoo°«T- C,    y?  =  sioo9  -s- y%  > 

et  par  conséquent 

Cos.«t'=— 1-cos.*,     cos.C'=— »cô3.C,     cos.^:=-^co8..7  } 

d'où  il  suit  que  deux  forces  dont  les  directions  sont 
contraires,  ou  qui  agissent  suivant  une  droite  et 
son  prolongement,  se  distingueront  Tune  de  l'autre, 
en  ce  que  les  angles  relatifs  k  la  direction  de  l'une 
seront  supplémens  de  ceux  qui  se  rapportent  à  la  di- 
rection de  l'autre, ce  qui  fait  que  les  cosinus  des  pre- 
miers seront  égaux  et  de  signes  contraires  aux  CQsi- 
bus  des  seconds. 

3.  On  voit  aussi,  par  la  construction  précédent*? 
(n°  5),  que  les  angles  a,  £,  y  doivent  être  lié$ 
entre  eux,  et  ne  peuvent  pas  être  pris  tous  troi$ 
au  hasard.  Il  existe  effectivement  entre  leurs  cosinus 
une  équation 

ços'.  *  +  cos\f +cob\  y  =  i , 

quia  lieu  toutes  les  fois  que  a,  Ç  >y  sont  les  angles 
qu'une  même  droite  feit  avec  trois  axes  rectangu-» 
Uires. 
Pour  la  démontrer ,  il  suffira  de  preudre  sur  U  di* 


Digitized  by 


Google 


NOTIONS  PRÉLIMINAIRES.  9 

rection  mD ,  à  partir  du  point  m ,  une  ligne  égale  à 
l'unité,  et  de  former  ensuite  le  parallélépipède  rec- 
tangle, dont  cette  ligne  est  la  diagonale  et  dont  les 
trois  côtés  adjacens  sont  pris  sur  les  trois  axes  Arny 
Bmy  Cm;  il  est  aisé  de  voir  que  ces  trois  côtés 
exprimeront  les  cosinus  des  angles  AmD ,  BmD  > 
CmD;  or,  d'après  un  théorème  connu ,  le  carré  de 
la  diagonale  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des 
trois  côtés,  ce  qui  donae  l'équation  qu'on  veut  dé- 
paoïitrçr, 

9.  Quand  toutes  les  forces  que  Ton  considère 
dans  une  question  ,  sont  dirigées  dans  un  même  plan, 
on  peut  preùdre,  dans  ce  plan  ,  deux  des  trois  axes 
auxquels  on  rapporte  leurs  directions,  et  alors  l'angle 
relatif  au  troisième  axe,  est  droit  pour  toutes  les 
forces.  En  supposant  que  y  soit  cet  angle,  on  aura 
cos.^  =  o,  et  l'équation  de  condition  se  réduira  k 

cos*.*  +  cos*.  C  =  1, 

On  pourrait,  dans  ce  cas,  n'employer  qu'un  seul 
axe  et  un  seul  angle  pour  déterminer  la  direction 
de  chaque  force,  pourvu  que  l'on  fit  croître  cet 
angle  depuis  zéro  jusqu'à  4000.  C'est  pour  conserver 
l'analogie  avec  le  cas  général,  que  nous  continuerons 
de  faire  usage  des  deux  angles  *  et  C,  assujétis  à  ne 
pas  dépasser  aoo*  et  liés  eutre  eux  par  cette  dernière 
équation^ 
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io.  Si  toutes  les  forces  sont  parallèles  entre  elles  , 
on  peut  supposer  que  l'un  des  axes  leur  soit  aussi 
parallèle.  Alors  deux  des  angles  *,  €>  y  deviennent 
droits  ;  supposant  donc  €=xioo%  >=  ioo°>  l'équa- 
tion de  condition  se  réduit  à 

cob*.«=i; 
d'où  l'on  tire 

*  =  o,      on   *=aoo#. 

De  cette  manière ,  la  direction  d'une  force  serait 
donnée  en  disant  qu'elle  fait ,  avec  l'axe  un  angle 
nul  ou  un  angle  de  aoo°;  mais  dans  ce  cas  parti- 
culier, il  sera  plus  simple  de  déterminer  cette  direc- 
tion par  le  signe  de  la  force ,  en  regardant  comme 
positives  les  forces  qui  agissent  dans  un  sens ,  et 
comme  négatives,  Celles  qui  agissent  dans  le  sens 
opposé. 

Au  reste,  le  cas  des  forces  parallèles  sera  le  seul 
où  nous  considérerons  des  forces  positives  et  des 
forces  négatives  :  dans  tous  les  autres  cas  ,  les  quan- 
tités qui  représenteront  les  forces  dans  le  calcul, 
seront  positives ,  et  la  variation  de  signe  tombera 
sur  les  cosinus  des  angles  que  leurs  directions  font 
avec  les  axes  des  coordonnées. 
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LIVRE  PREMIER 

STATIQUE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DE  L'ÉQUILIBRE  D'UN  POINT  MATERIEL. 

1 1 .  JLorsqu'uist  point  matériel  est  soumis  h  l'action 
simultanée  de  plusieurs  forces  qui  agissent  sur  lui 
dans  des  directions  différentes  et  qui  ne  se  font  point 
équilibre,  il  est  évident  qu'il  doit  se  mouvoir  dans 
une  certaine  direction  ,  et  que  rien  n'empêche  d'at- 
tribuer le  mouvement  qu'il  prend  à  une  force  unique, 
agissant  sur  lui  dans  cette  direction.  Cette  force 
est  ce  qa  on  appelle  la  résultante  de  celles  qui  ont 
mis  le  corps  en  mouvement,  et  celles-ci  sont  nom- 
mées les  composantes  de  la  première..  La  propriété 
caractéristique  de  la  résultante  est  de  pouvoir  rem- 
placer identiquement  les  composantes,  et  par  con- 
séquent, de  leur  faire  équilibre,  quand  on  l'applique 
au  point  matériel,  en  sens  contraire  de  sa  direction; 
car  alors  ce  point  est  dans  le  même  état  que 
s'il  était  sollicité  par  deux  forces  égales  et  directe- 
ment opposées.  Déterminer  en  grandeur  et  en  direc- 
tion, la  résultante  de  plusieurs  forces  données,  est 
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un  point  fondamental  de  la  statique  dont  nous  alloua 

d'abord  nous  occuper* 

1 2.  Si  toutes  les  composantes  sont  dirigées  suivant 
une  même  droite  et  suivant  son  prolongement,  la  ré- 
sultante sera  égale  à  la  somme  de  celles  qui  agissent 
dans  un  sens,  moins  la  somme  de  celles  qui  agissent 
en  sens  contraire;  elle  agira  dans  le  sens  de  ta  plus 
grande  somme  :  quand  ces  deux  sommes  seront 
égales ,  elle  sera  nulle  et  les  forces  données  se  feront 
équilibre. 

Cette  proposition  est  une  conséquence  immédiate- 
de  la  notion  que  nous  avons  donnée  plus  haut  (  n°  4)>. 
du  rapport  numérique  des  forces. 

i3.  Lorsque  deux  forces  égales  agissent  sur  un 
même  point,  suivant  des  directions  différentes,  il 
n'y  a  aucune  raison  pour  que  leur  résultante  se  rap- 
proche plus  de  Tune  que  de  l'autre  ;  elle  doit  donc 
couper  langle  compris  entre  leurs  directions,  en 
deux  parties  égales;  de  sorte  que  sa  direction  est 
connue ,  et  qu'il  ne  s'agit  plus  que  de  déterminer  s* 
grandeur. 

Soit,  pour  y  parvenir,  nui  et  mB  (  fîg.  2  ),  les 
directions  des  composantes  dont  la  valeur  com- 
mune sera  représentée  p$r  P;  2Xy  l'angle  AmB^ 
mCj  la  direction  de  la  résultante;  de  manière  que 
AmC=:BmC=x.  Son  intensité  ne  peut  dépendre 
que  des  quantités  P  et  xy  dont  elle  est  une  fonction 
inconnue;  désignant  donc  par  R  la  valeur  delà  ré-* 
sultante,  nous  aurons 
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Dans  tette  équation,  R  et  P  sont  les- seules  quan- 
tités dont  l'expression  numérique  varie  avec  l'uni  te 

de  force  que  l'on  choisit;  leur  rapport  -^  est  indé- 
pendant de  cette  unité;  d'où  Ton  peut  conclure  qu'il 
doit  être  Une  simple  fonction  de  x,  et,  par  consé- 
quent, que  la  fonction  f  (  P±x  )  est  de  la  forme 
i\<pjc.  Ainsi  l'on  a 

et  la  question  est  réduite  à  déterminer  la  forme  de 
la  fonction  Qx. 

Pour  cela,  je  mène  arbitrairement  par  le  point  m, 
les  quatre  lignes  mÀ'y  mA'y  mIT9  ml?  ;  je  suppose 
les  quatre  angles  A'mAy  A'mA,  l?mB,  B?mB>  égaux 
entre  eux,  et  je  les  représente  par  z;  cela  feit ,  je 
décompose  la  force  P  dirigée  suivant  mAy  en  deux 
forces  égales  dirigées  suivant  mA'  et  mA*>  c'est-à- 
dire,  que  je  regarde  cette  force  P  comme  la  résul- 
tante de  deux  forces  égales  dont  la  valeur  est  m-»' 
connue,  et  qui  agissent  suivant  les  Kgnes  données 
mA'  et  mA*.  En  -désignant  par  Qy  cette  valeur» 
j'aurai 

car  il  doit  exister  entre  les  quantités  P,Q  et  z,  la 
même  relation  qu'entre  les  quantités  RyP  et  x.  Je 
décompose  de  même  la  fot ce  P  dirigée  suivant  mBy 
en  deux  forces  Q  dirigées  suivant  mR  et  riiB*  j  de 
cette  rtanière,  les  deux  forces  P  se  trouvent  rem- 
placées par  les  quatre  forces  Q  :  la  résultante  de 
celles-ci  doit  donc  coïncider,  en  grandeur  et  en  di- 
rection, avec  la  force  Rf  résultante  des  forces  P.. 
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14  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

Or,  en  appelant  (?  la  résultante  des  deux  forces  Q 
dirigées  suivant  mÀ'  et  mB ',  et  observant  que 
A'mCz=zB'mC=za: — z,  cette  force  Q'  sera  dirigée 
suivant  mC9  et  Ton  aura 

De  même  la  résultante  des  deux  autres  forces  Q  qui 
agissent  suivant  mA*  et  mB* y  sera  dirigée  suivant 
mCy  puisque  cette  ligne  coupe  l'angle  A"mJff  en  deux 
parties  égales,  et  à  cause  de  A'mC^sjymGssx+z, 
on  aura 

Q?  désignant  cette  résultante.  Les  deux  forces  Q  et 
Ç*  étant  dirigées  suivant  la  même  ligne  mC ,  leur 
résultante,  qui  est  aussi  celle  des  quatre  forces  Q> 
sera  égale  à  leur  somme;  on  doit  donc  avoir 

R  =  Q'  +  Q"; 

mais  on  a  déjà  BzzzJ* .Qxz^Q ,fz.<pœ  ;  substituant 
cette  valeur  de  R  et  celles  de  Q  et  Q",  et  suppri- 
mant ensuite  le  faeteur  Q,  commun  à  tous  les  termes 
de  l'équation  ,  il  vient 

çx.  $z  =  ç(x  —  z)  -f-  $  {pc  +  z).  * 

C'est  cette  équation  qu'il  nous  reste  k  résoudre 
pour  en  déduire  la  valeur  de  (Çx,  ou  %  ce  qui  revient 
au  même,  celle  de  <ps.  On  y  parvient  d'une  manière 
fort  simple,  par  les  considérations  suivantes. 

ï4-  Développons  q(x — z)  et  <p(x+z)9  suivant  les 
puissances  de  s,  au  moyen  "du  théorème  de  Taylor;1 
substituons  ces  deux  séries  dans  notre  équation,  et- 
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divisons  tous  ses  termes  par  Qx,  nous  aurons 

Or,  <pz  ne  devant  pas  contenir  ar,  il  faut  que  or 
n'entre  pas  dans  les  coefficiens. 

il  tant  donc  que  tontes  ces  quantités  soient  cons- 
tantes y  c'est  -  k  -  dire,  indépendantes  des  variables 
x  et  z.  Soitik  valeur  de  la  première;  on  aura 

4'où  Ton  tire,  par  des  différentbtioiis  répétées, 

etc.; 
et  par  conséquent 

on  bien,  en  remplaçant  b  par  une  antre  constante 
—  n%  ce  qui  est  permis, 

On  reconnaît  sans  peine  dans  la  série  comprise 
entre  les  parenthèses,  le  développement  de  eos.  as; 
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donc  <pzB=z2.cos.az,  et  ea  mettant  x  à  la  placé  de  z% 

^x  =  q.  cosox; 

d'où  il  résulte 

fl  =  aP.  cosox. 

Pour  déterminer  la  quantité  a ,  qu'on  sait  être  in- 
dépendante de  xy  j'observe  que  quand  .r=ioo%  les 
deux  forces  P  sont  directement  opposées  >  leur  ré- 
sultante R  est  donc  nulle  y  ainsi  l'on  doit  avoir 

CPs.(a.ioo?)  =  o$ 

ce  qui  exige  que  a  soit  un  nombre  entier  impair* 
Je  dis  de  plus  qu'on  a  0=1  ;  car  si  l'on  avait  <*>i, 
par  exemple  a  =  3,  la  résultante  R  deviendrait  nulle 
pour  x^^1^2-  ;  les  deux  forces  P  se  feraient  donc 
équilibre  sans  être  directement  opposées;  te  qui  est 
impossible.  On  aura  donc 

/?  =  aP.  cos.  x. 

Si  l'on  prend  sur  les  lignes  ihÀ  et  m2?  dés  parties 
égales  mk  et  mh  pour  représenter  les  forces  P; 
que  l'on  achève  ensuite  le  lozange  mkrh,  et  qu'on 
mène  la  seconde  diagonale  kh  qui  coupe  à  angle 
droit  la  première  au  point  n ,  on  aura 

TOFi  =  7ir=  m&.  cos. four; 
par  conséquent 

mr  =  s .  mfc .  cos .  hmr  ; 

Comparant  cette  équation  à  la  valeur  de  R,  et  ob- 
servant que  kmr=z  x,  on  en  conclut  ~ 

R  :  P  ::  mr:  mk; 

donc  la  résultante  R  des  deux  forces  P  est  repré- 
sente* 
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«entée  par  la  diagonale  mr  du  lozange  construit  sur 
les  lignes  mk  et  mh  qui  représentent  ces  forces. 

11  nous  sera  aisé  maintenant  d'étendre  ce  théorème 
à  deux  composantes  inégales,  en  commençant  par 
le  cas  où  leurs  directions  font  un  angle  droit 

i5.  Soit  dans  ce  cas  mA  et  mB  (fig.  3),  les  di- 
rections des  deux  forces  appliquées  au  point  m; 
supposons  que  ces  forces  sont  représentées  par  les 
lignes  mpet  nu/y  prises  sur  leurs  directions  (u° 4); 
construisons  sur  ces  deux  lignes  ,  le  parallélo- 
gramme rectangle  mprqy  et  menons  ses  deux  diago- 
nales mr  et  pq  qui  se  coupent  au  point  n;  parle 
point  m  y  menons  aussi  la  ligne  p'q'y  parallèle  à  pq  y 
et  par  les  points/?  et  q  y  les  droites  pp'  et  qqfy  paral- 
lèles à  mr  et  qui  rencontrent  la  ligne  p'tf  aux  points 
p  et  <f.  Les  deux  parallélogrammes  mnpp'y  mnqq' 
sont  d>es  loz anges;  car  l'angle  pmq  étant  droit  et 
le  parallélogramme  rnprq  étant  un  rectangle  par  hy- 
pothèse, il  s'ensuit  mr=pq  et  mn  z=zpn=.qiiy  et  par 
conséquent  mp'=rnn,  mq'^zmn.  On  peut  donc, 
d'après  le  théorème  précédent,  regarder  la  force 
mp  (*),  comme  la  résultante  de  deux  forces  égales 
mp  et  mn  ,  et  la  force  mq ,  comme  la  résultante  de 
la  force  mtf  et  d'une  seconde  force  mn;  donc  au  lieu 
des  deux  forces  données  mp  et  mq>  nous  avons  les 
deux  forces  mp'  etmq'y  et  les  deux  forces  mn:  les  deux 

(*)  Par  force  mp,  on  entend  une  force  représentée  en 
grandeur  et  en  direction  par  la  ligne  mp.  C'est  une  expression 
abrégée  que  l'usage  a  consacrée. 

i.  a 
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premières  se  détruisent ,  comme  étant  égales  et  di* 
rectement  opposées ,  tandis  que  les  deUx  autres  s'a- 
joutent et  donnent  la  force  it.mn,  ou  *»r;  il  s'ensuit 
donc  que  la  résultante  de  deux  forces  quelconques 
mp  et  my>  dont  les  directions  font  un  angle  droit, 
est  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  la 
diagonale  mr  du  rectangle  mprq  construit  sur  cei 
forces. 

16.  Maintenant  supposons  que  les  directions  des 
Meux  composantes  fassent  un  angle  quelconque  AmB 
(fig.  4)»  et  soient  toujours  mp  et  mq  les  lignes  qui  re* 
présentent  ces  forces.  Construisons  sut  cesdeux  ligne* 
le  parallélogramme  mprq  ;  par  le  point  /w>  menons  la 
perpendiculaire  p  c'a  la.  diagonale  mr;  abaissons  des 
points  p  et  9,  les  perpendiculaires  pp  et  qq'  sur  p'q\ 
\lpp*  et  qq9  sur  mr;  nous  aurons  les  deux  reôtangtas 
tnp'pp*  et  rnqqqy  dont  les  côtés  mff  et  mq',  sont 
cgàux  comme  étant  les  hauteurs  de  deux  triangles 
-égaux,  rhpr  et  m?r;et  en  vertu  du  dernier  théorème, 
Ja  force  mp  sera  la  résultante  des  forces  mp'  et  mp*y 
et  la  force  mq  sera  celle  <ïes  forces  mtf  et  my*;  de 
aorte  que  nous  pOuVons  substituer  les  quatre  forces 
iâp',mp*>  mq\  mj*9  aux  deux  forces  données  /ty^t  mq$ 
or>  wip'  etmlp'  se  détruisent,  puisqu'elles  sont  égalés  et 
contraires;  mp"  et  myVajoutentjpafce  qu'elles  agissent 
suivant  la  mârae  droite  ;  et  leur  somme  est  égale  à  la 
diagonale  mr9  car  il  est  aisé  de  voir  que  mq*  =p*r; 
^>ar  conséquent  mr  est  la  résultante  dcrs  deux  forces 
knp  et  mq. 
incluons  donc  que  la  résultante  de  deux  forces 
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quelconques ,  appliquées  en  un  même  point  elrepré^ 
senlées  par  des  lignes  prise*  sur  lettrs  directions  à 
partir  de  ce  point  >  est  représentée  en  grandeur  et  ert 
direction,  par  l#  diagonale  du  parallélogramme  cons* 
truit  sur  ces  forces. 

17»  Au  moyen  de  ce  théorème ,  toutes  les  ques-* 
lions  qu'on  peut  proposer  sur  la  composition  de  deux 
forces  en  une  seule,  et  sur  la  décomposition  d'une 
force  en  dea*  autres,  sont  ramenées  à  la  résolution 
d'un  triangle.   En  effet ,  la  résultante  et  les  deux 
composantes  sont  représentées  par  les  trois  côtés 
mr,  mp  et  pr  du  triangle  mpr;  les  angles  de  ce 
triangle  sont  les  angles  compris  entre  la  résultante 
et  les  Composantes ,  et  le  supplément  de  l'angle 
compris  entre  les  deux  composantes;  il  s'ensuit  donc 
que  trois  de  ces  six  choses ,  les  trois  forces  et  les 
trois  angles  compris  entre  leurs  directions ,  étant 
«donnée*,  on  trouvera  le*  trois  autres  en  résolvant  le 
triangle  mpr;  £f**pû  suppose  une  force  au  moins  au 
nombre  dçp  données, Par  exemple,  soient  Pet  Qles 
valeurs  des  deux  composantes,  m  l'angle  compris 
ejdtre  leurs  directions;  on  demande  leur  résultante 
et  l'angle  quelle  fait  ftyec  la  force  P.  On  trouvera 
d'abord  cette  équation 

qui  fera  connaître  la  résultante  2?;  et  appelant  oc 
l'angle  demandé,  on  aura  pour  le  déterminer,  cette 
proportion 

R  *  Q  *l  An. m  î  sin.x. 

18.  Si  l'équilibre  a  liçu  entre  trois  forces  P>  Q,  S 

2. .. 
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appliquées  au  point  m  (fig.  5) ,  suivant  les  directions 
mp9  nuj3  msy  il  faut  que  l'une  quelconque  des  trois 
soit  égale  et  directement  opposée  à  la  résultante 
des  deux  autres  ;  et  comme  cette  résultante  est  com- 
prise dans  le  plan  de  ces  deux  forces,  il  s'ensuit 
d  abord  que  les  trois  forces  doivent  être  daqs  un 
même  plan.  Soit  mr  le  prolongement  demi;  la  résul- 
tante M  de  P  et  Q  sera  dirigée  suivant  mr,  et  l'on  aura 
M=:S.  Mais  d'après  le  n°  précédent,  on  a,  en  compa- 
rant cette  résultante  à  chacune  de  ses  composantes  , 

R  l  Q  :t  sln.pmq  l  sin.pmr, 

R  :  P  ::  ùn*pmq  I  sin.qmr; 
de  plus, 

iia.pmr=$w.pms>     sin.  qmr  =  tin. qms}  > 

on  aura  donc 

S  :  Q  :  P  ::  ûxx.pmq  :  sm.pms  :  arn.qms; 

résultat  qui  nous  montre  que  quand  trois  forces  se 
font  équilibre  autour  d'un  même  point}  chacune  d* elles 
peut  être  représentée  par  le  sinus  de  V angle  compris 
entre  les  directions  des  deux  autres*  » 

19.  La  résultante  de  deux  forces  étant  connue, 
il  est  aisé  d'en  déduire  Celle  d  un  nombre  quelconque 
de  forces  appliquées  à  un  même  point,  et  situées 
ou  non  situées  dans  un  même  plan  :  on  prendra 
d'abord  la  résultante  de  deux'de  ces  forces,  ensuite  on 
composera  cette  résultante  avec  une  troisième  force, 
puis  cette  seconde  résultante  avec -une  quatrième 
force;  on  continuera  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuise 
toutes  les  forces  données  :  la  dernière  résultante  que 
Ton  obtiendra,  sera  celle  de  toutes  ces  forces.  Cette 
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règle  donne  lieu  à  une  construction  géométrique 
qui  mérite  detre  remarquée. 

Représentons  les»  forces  données  par  des  lignes 
m  A  y  mJty  mA*y  mA^y  etc. ,  prises  sur.  leurs  direc- 
tions à  partir  du  point  d'application,  qui  est  ici 
le  point™  (fi  g.  6).  Par  le  pointa,  menons  une  ligne 
AB  égale  et  parallèle  à  mA*;  par  le  point  By  menons 
une  ligne  &Cy  égale  et  parallèle  k  mA*;  par  le  point 
Cy  menons  de  même  une  ligne  CDy  égale  et  pa- 
rallèle à  mAm;  et  ainsi  de  suite.  Nous  formerons 
de  cette  manière  une  portion  de  polygone  dont  le 
nombre  de  côtés  sera  égal  à  celui  des  forces  données  : 
en  joignant  l'extrémité  de  son  dernier  côté  et  le 
point  m  par  une  droite,  cette  ligne  représentera  en 
grandeur  et  en  direction  la  résultante  cherchée. 
.  En  effet  la  ligne  mB  exprime  là  résultante  des 
forces  mA  et  mA'  ;  la  ligne  rnC  représente  celle  des 
forces  mB  et  nùf9  ou  des  trois  forces  mAy  m  A'  et 
mA";  la  ligne  mD  représente  là  résultante  des  forces 
mC  et  mA'y  ou  celle  des  quatre  forces  mAy  mA*y 
mA9,  mAm;  et  ainsi  de  suite.  L'ordre  dans  lequel  on 
prend  les  forces  est  absolument  indifférent;  on 
pourra  former,  en  changeant  cet  ordre,  différons 
pqtygones;.  mais  la  ligne  qui  joint  l'extrémité  du 
dernier  côté  au  point  /rç,  sera  la  même  en  grandeur 
et  en  direction  dans  tous  ces  polygones. 

Dans  le  cas  particulier  ou  les  forces  données 
sont  au  nombre  de  trois,  non  situées  dans  un  même 
pian ,  la  résultante  est  en  grandeur  et  en  direction , 
la  diagonale  du  parallélépipède  construit  sur  ces  trois 
forces,  comme  côtés  adjacens.  Ainsi,  par  exemple* 
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il  est  aisé  de  voir  que  la  ligne  mC  9  qui  représente 
la  résultante  des  trois  forces  mA9  nxÀ r,  mA99  est  la 
diagonale  du  parallélépipède  qpé  Ton  construirait  en 
prenant  ces  trois  lignés  pour  côtés  adjacens. 

ao.  Cette  construction  est  peu  propre  à  donner 
Ja  valeur  de  la  résultante  d'un  .nombre  quelconque 
de  forces,  et  les  valeurs  des  angles  qui  déterminent 
6a  direction,  en  fonction  de  ces  même*  forces;  mais 
on  y  parvient  très-simplement,  en  -considérant  en 
particulier  le  cas  de  trois  forces  rectangulaires, 
auquel  on  peut  ramener  tous  les  autres  %  comme 
pou6  le  ferons  voir  ensuite. 

.  Soient  XyY9Z9  les  trois  composantes;  R9  leur 
résultante;  a9b9c9  les  trois  angles  que  fait  la  direc- 
tion de  la  force  R9  avec  celles  des  forces  X9Y9Z; 
D'après  ce  qu'on  vient  de  voir ,  R  est  la  diagonale 
du  parallélépipède  dont  X9Y9Z  sont  les  trois  côtés; 
or,  ce  parallélépipède  étantrectangle,  il  s'ensuit  qu'on 
aura 

ffaX'+T+Z1.  (i) 

Il  s'ensuit  aussi  que  si  l'on  joint  l'extrémité  de  H 
diagonale  A,  à  celles  des  trois  côtés  X9Y9Z9  on  for* 
niera  trois  triangles  rectangles  dont  R  sera  l'hypifr* 
thénuse  commune;  d'où  Voit  conclura 

X=fl.cos,a,     F=/l.cos.i,    Z  =  Zt.cos.c;       (a) 

équations  qui  s  accordent  avec  h  précédente  y  h 
pause  que  a9  b,  c  sont  liés  entre  eux  (n*  8)  par  cette 
équation  :de  condition 
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Lorsque  les  composantes  X^Y^Z  seront  données^ 
l'équation  (ï)  fera  connaître  la  valeur  de  la  résul- 
tante ,  et  les  équations  (a)  eu  détermineront  la  dw 
rection ,  au  moyen  des  angles  *,b,c.  Si ,  au  con-» 
traire,  la  force  R  est  donnée,  et  qu'il  s'agisse  de  la 
décomposer  en  trois  forces  rectangulaires  X,Y>Z  > 
qui  fassent  avec  elle  des  angles  donnés  a^bjCj  les 
valeurs  des  forces  demandées  seront  immédiatement 
déterminées  par  les  équations  (a). 

Si  Tune  des  composantes,  par  exemple,  la  force  Zx 
est  nulle,  R  n'est  plus  la  résultante  que  des  deux 
forces  X  et  Y;  elle  est  comprise  dans  leur  plan, 
et  sa  direction  dépend  seulement  des  deux  angles 
a  et  6.  Ces  angles  et  la  valeur  de  R  sont  alors  détcps 
minés  par  ces  équations 

/*»  =  *■+ r\    H.cos.a  =  X,    R.cos.b  =  Y, 

qui  se  déduisent  des  précédentes  en  y  iaUant  Z=o^ 
c  s=  joo*,  et  que  Ton  peut  aussi  obtenir  direc-v 
tement  parla  considération  du  parallélogramme  rec- 
tangle dont  X  et  Y  sont  les  côtés  et  R  la  diagonale.; 

ai.  Supposons  actuellement  que  m  (  fig.  ï  )  soit 
le  point  d'application  d'un  nombre  quelconque  de 
forces  données  en  grandeur  et  eu  direction.  RepreV 
sentons  ces  forces  par  P9  P*,  JP*,etc.  ;  et,  pour  fixe*, 
les  idées,  supposons  que  la  ligue  »ii>  soit  la  çlirecn 
tion  de  la  force  P  :  les  directions  des  autres  forces. 
sont  inutiles  à  indiquer  dans  la  figure.  Soient  ot,  £,  y 
les  angles  que  fait  la  direction  mB  avec  les  axes  rec- 
tangulaires mAy  mB,  mC  ;  désignons  de  même  par 
a! y  £',>',  les  angles  que  fait  la  force  Pf  avec  ces  axesj 
jrçr  *>\Ô*jï%  ceux  quj  se  nipçcnlçqt  à  la  force  P*y  elç. 
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Tous  ces  angles  sont  donnés  et  doivent  s'étendre 
depuis  aéro  jusqu'à  aoo°  inclusivement  (n*  6),  afin 
que  les  forces  P,P,P*i>. etc.  puissent  avoir  toutes  le» 
positions  possibles  autour  du  point  m. 

Décomposons  chacune  de  ces  forces  en  trois 
autres  dirigées  suivant  les  axes  mA ,  mB ,  mC  : 
P. cos. a,  P.Cos.G  ,  P.cos.yy  seront  les  com- 
posantes de  P;  JP'.cos.ct',  P'.cosX'  y  P'  .cos.y' 
seront  celles  de  P*;  etc.  Ces  composantes  agi- 
ront suivant  les  axes  ou  suivant  leurs  prolonge- 
mens  ,  selon  qu'elles  seront  positives  ou  négatives. 
Par  exemple,  la  direction  mD  tombant  au-dessus  du 
plan  ArnB,  la  composante  P. cos.  y  de  la  force  P  tend 
à  élever  le  point  m ,  c'est-à-dire,  qu'elle  agit  suivant 
Taxe  mC\  et,  dans  ce  cas,  P  .cos.y  est  une  quantité 
positive,  puisqu'on  a  ^<ioo°.  Au  contraire,  si  cette 
direction  tombait  au-dessous  de  ce  plan,  on  aurait 
,  alors  ^>ioo°;  la  composante  P. cos. y  serait  néga- 
tive, et  en  même  tems  elle  tendrait  à  abaisser  le 
point  m y  c'est-à-dire,  qu'elle  agirait  suivant  le  pro- 
longement mC  de  l'axe  mC.  En  ayant  donc  égard  aux 
signes  des  composantes,  on  voit,  d'après  ce  qui  a 
été  dit  dans  le  n*  ia,  que  toutes  les  forces  dirigées 
suivant  un  même  axe  et  son  prolongement,  se  ré- 
duisent à  une  seule,  égale  à  leur  somme. 

De  cette  manière,  les  forces  données  P,  Pry  P*,  etc. 
sont  remplacées  par  trois  forces  rectangulaires;  et 
en  désignant  celles-ci  par  Xy  Yy  Z,  on  aura 

X=-P.cos.«  -f-P'.cos. *'  +  P". cos. **-f-etc. , 
y=  JP.cos.C  +  P'.coa.C  +P*.cosX"  +  etc., 
Z=P+co*.y  +  P'>çoB.y'+  P". cos.y" +  etc. 
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Ce$  valeurs  de  X9  Y>Z  pourront  être  positives  ou 
négatives,  et  leurs  signes  désigneront  le  sens  dans 
lequel  ces  forces  agissent  :  si  la  force  X  est  posi- 
tive, c'est  qu'elle  agit  suivant  l'axe  mÂ ,  ou  dans  le 
sens  des  composantes  .P.cos.aji^.cos.a^  etc.  qui 
sont  positives;  si  elle  est  négative,  il  en  faut  con-* 
dure  que  la  force  X  agit  suivant  le  prolongement 
de  mAy  ou  dans  le  sens  des  composantes  négatives; 
et  de  même  pour  les  forces  Y  et  Z. 

Cela  posé,  soit  R  la  résultante  de  toutes  les  forces 
PyP'yP'y  etc.,  ou  des  trois  forces  X9Y3Z;  soient 
aussi  aJbyCy  les  angles  que  sa  direction  inconnue  fait 
avec  les  axes  msf,  mBj  mC\  nous  aurons,  d'après 
le  numéro  précédent; 

X  ,        Y  Z 

cos.a  =  ^-,         COS.P=  r-,       .  C03.C=  «=•• 
xl  xl  H 

Au  moyen  de  ces  valeurs,  la  grandeur  et  la  di- 
rection de  la  résultante  sont  complètement  déter- 
minées. En  construisant  cette  direction,  comme  il 
a  été  dit  précédemment  (  n°  5  ),  il  faudra  faire  at- 
tention aux  signes  de  cos.a,  cos.A,  cos.c,  qui 
décideront  si  les  angles  ay  £,  c  sont  aigus  ou 
obtus.  Comme  la  force  R  est  une  quantité  positive  , 
ces  cosinus  seront  respectivement  de  même  signe 
que  XyYyZ. 

aa.  Pour  que  les  forces  P,  P*>  P* >  etc. ,  soient 
en  équilibre,  il  suffit  que  leur  résultante  soit  nulle; 
mais  l'équation 

V/X*+J'a  +  Za  =  ol 
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ne  petit  avoir  lieu,  à  moins  qu'on  n'ait  séparément 

X=so,    y=o,    Z  =  o, 
cVst-à-dire, 

P.coa.C+P'.cos.C'+JP\cos.É4,+etc.  =  o,    1(3) 
-P.cos.y4-  P\cos.j/  -f-  P".  003.3/+  etc.  =  o.    ) 

Telles  sont  les  équations  £  équilibre  d'un  système 
de  forces  quelconques,  appliquées  à  un  même  point 
que  Ton  suppose  entièrement  libre.  Dans  un  pareil 
système,  Tune  des  forces  doit  être  égale  et  directe- 
ment opposée  à  la  résultante  de  toutes  le6  autres  ? 
c'est  en  effet  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier  de  cette 
pianière  : 

Soit  R  la  résultante  des  forces  P,  P*,  etc.  ;  a',  b',c'x 
les  angles  qu'elle  fait  avec  les  axes  auxquels  on  rap* 
porte  les  directions' de  ces  forces;  et  faisons,  pour 
abréger, 

X  =  P'.cos.ct'  «+■  P*. Cos.**  +  etc. , 
r'^F.coê.C'+P'iCOêiC  +etc., 
Z'assi^.coa.y  +  P\coa.>"  +  ett.  ; 

nous  aurons,  d'après  le  numéro  précédent, 
X'  =  R'.cos.a't     Y'=R\co9.b\    Z'=  R'.cos.e'; 

et  par  conséquent ,  en  vertu  des  équations  d'équi-* 

libre, 

.P.  cos.*  =  —  IV.  cos.  a*, 

P.cos.C  = — R*.cos.b', 

P.  cos. 7  =  —  /i'.cos.c'. 

Jïn  ajoutant  les  carrés  de  ces  équations,  H  vient 
P*  =  R!*; 
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«  cause  que  (n#  8) 
cost.«e+cost.C+cost.3/5=i ,      cos^.a'+cosSy+eotVc'ssi, 

On  aura  donc  Pt=n^R  ;  mais  comme  ces  forces 
doivent  être  toutes  deux  des  quantités  positives,  il 
faut  qu'on  ait  /*=#.  Les  équations  précédentes  sq 
réduisent  alors  à 

cos.«= — cos. a',  cos.C':= — co$.i',  cos.^s*  —  cos.c'j 

d'où  Ton  conclut 

or,  les  supplérnens  des  trois  angles  «',  h',  cfj  répon- 
dent (n*  7)  à  une  force  dont  la  direction  coïncide 
avec  le  prolongement  de  celle  de  iF;  il  s'ensuit  donc 
que  la  force  P  est  égale  et  directement  opposée»  à 
la  résultante  R. 

?5.  Si  le  point  m  auquel  sont  appliquées  les  forces 
P,  PJ  P9,  etc.,  est  assujéti  à  rester-  sur  une  surface 
donnée,  il  ne  sera  plus  nécessaire  pour  l'équilibre, 
que  la  résultante  de  ces  forces  soit  nulle  ;  il  suffira 
qu'elle  soit  nortnale  à  la  surface,  afin  que  le  point  m 
ne  puisse  glisser,  dans  aucun  sens,  sur  cette  surface. 
La  force  normale  sera  détruite  par  la  résistance  de 
la  sur&ce;  par  conséquent  cette  résistance  équi-* 
vaudra  à  une  force  égale  et  contraire  11  la  force  dé-» 
truite.  On  conçoit  donc  que  l'on  peut  faire  abstrao» 
tion.de  la  surface  donnée,  et  considérer  le  point 
matériel  comme  libre,  pourvu  que  l'on  ajoute  au* 
forces  P;  F,  JP%  etc.,  qui  agissent  6ur  ce  point,  une 
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nouvelle  force  de  grandeur  inconnue,  et  perpendi- 
culaire à  la  surface  donnée. 

Soit  N,  cette  force  ;  *,'  €",  £*,  les  angles  qu'elle  fait 
avec  les  axes  mJ,  mB,  mC;  chacune  des  équations 
d'équilibre  qu'on  vient  de  trouver  sera  augmentée 
d'un  nouveau  terme;  de  sorte  qu'elles  deviendront 

N.  cos.  f  «+•  P.  cos.  a  +  P* .  cos.  a'  +  etc.  =  o ,    *) 
i>r.cos.f/+P.co6.C  +  /y.cos.C'  +  etc.  =  o,     [  (^) 
N.coê.t"+P.co8.y+  P'.cos.y+etc.  ==0,     J 

Les  valeurs  de  cos  .€,  cos  .é',  cos.  £#  se  déduiront  de 
l'équation  de  la  surface  :  en  la  désignant  par  Zs=o; 
par-r,^  z  les  coordonnées  du  point  m,  rapportées 
à  des  axes  parallèles  à  mA,  mB,  mC,  on  aura,  d'après 
les  formules  connues, 

COS;f=/>\    -p,         C09.*'  =  f\    -r-f         C0S.É#  =  ^.   -y-, 

*n  faisant,  pour  abréger, 


^©■+Q><sn 


L'un  de  ces  deux  signes  se  rapporte  à  la  partie  de 
la  normale  qui  tombe  dans  la  concavité  de  la  sur- 
face, et  l'autre  est  relatif  à  la  partie  de  cette  droite 
qui  tombe  hors  de  la  concavité.  Comme  on  ne  sait 
pas  d'avance  le  sens  dans  lequel  la  force  JV.  exerce 
son  action,  on  ne  peut  pas  décider  lequel  de  ces 
deux  signes  on  doit  employer;  mais  si  Ton  substitue 
ces  valeurs  de  cos.é,  cos.e',  cos. 6*  dans  les  équa- 
tions (4),  et  que  Ton  élimine  entre  eUes,rinconnue  N, 
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il  est  évident  que  la  quantité  F*  s'en  ira  en  même 
teins  :  il  restera  deux  équations  de  condition  qui  se* 
ront  les  équations  d'équilibre  des  forces  P,  P3 i>%ejc. 
Si  la  position  du.  point  m  n'était  pas  donnée  sur 
la  surface-  que  Ton  demandât ,  au  contraire,  où  ce 
point  doit  être  placé  sur  cette  surface  pour  s'y  tenir 
en  équilibre  sous  l'action  des  forces  PJPJP*J  etc.  : 
les  deux  équations  de  condition ,  résultant  "de  l'éli- 
mination de  N>  jointes  à  l'équation  Z=o,  déter- 
mineraient les  trois  coordonnées  du  point  cherché. 

24.  lorsque  le  point  m  sera  seulement-  posé  sur 
la  surface  ,•  il  ne  suffira;  plus  que  les  deux  équa- 
tions d'équilibre  soient  satisfaites  par  les  forces 
Pj  P* ,  P*j  etc. ,  ou  par  les  coordonnées  de  ce  point 
matériel*:  il  faudra  encore  que  la  direction  de  la  ré- 
sultante de  ces  forces  soit  telle  qu'elle  appuie  le 
point  sur  la  surface  donnée,^  laquelle  elle  est  nor- 
male-, or;  cette  résultante  étant  égale  et  contraire  à 
la  force  N  (  n*  a  3  )•,  on  s'assurera  que  çptte  con- 
dition est  remplie,  <en  cherchant  le  sens  dans  lequel 
cetjte .dernière  forcfe  agit,    v  ,  V  .7, 

Pour  cela,  supposons  que  Taxe  mÂ  auquel  se 
rapportent  les  angles.  e9  ot,  «',  a*,  etc. ,  coïncide  avec 
la  partie  de  la  normale  qui  tombé  dans  la  concavité 
de  la  surface.  Les  deux  autres  axes  mB.  et  mC  seront 
dirigés  daus  le  plan  tangent;  nous  aurons  €'=100% 
6#=ioo°  ;  'l'angle  «  sera  nul  ou  égal  à  200%  selon  que 
la  force  inconnue  N  agira  suivant  cette  partie  de  la 
normale ,  ou  en  sens  contraire.   Ainsi  l'on  aura 
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cos,c^7:cti  ;  le  signe  supérieur  ayant  lieu  dans  le 
premier  cas ,  et  l'inférieur ,  dans  le  Second.  Les 
équations  (4)  deviendront  donc 

dtAr+P.cos.*  +  P'.co3.*'  +  etc<  =  o, 

P.cos.É  +  Pf.cos.C  +  etc,  =o, 

%  P .  co3 .  y+  P' .  coa..  y'  +  etc.  =  o. 

'  Les  deux  dernières,  dans  lesquelles  n'entfe  plus 
l'inconnue  N,  sont  les  expiations  d'équilibre.  Elles  ex- 
priment que  les  composantes  des  forces /*,/*,/*,  etc. , 
dirigées  dans  le  plan  tangent  à  la  surfacç  donnée,  se 
détruisent  entre  elles,  indépendamment  des  com- 
posantes normales;  ce  qui  est,  en  effet,  la  condi- 
tion nécessaire  pour  que  le  point  d'application  né 
puisse  pas  glisser  sur  la  surface  donnée. 

La  première  déteririipera  la  valeur  de  N,  et  fera 
en  même  tems  connaître  le  sens  dans  lequel  cette 
force  agit..  Eii  effet ,  le  signe  de  chacune  des  com* 
posantes  JP.cos.a,  jF.cos.a'j  etc.  est  déterminé; 
celui  de  leur  somme  Test  donc  aussi  ;  or  la  valeur 
de  N  devant  être  une  quantité  positive,  il  faut  qu'elle 
soit  précédée,  dans  cette  première  équation,  d'un 
signe  cqntcaire  a  celui  de  cette  somme  ;  d'où  il  suit 
que  la  force  N  agira  suivant  la  partie  de  la  normale 
qui  tombe  dans  la  concavité  de  la  surface  donnée, 
quand  la  somme  des  composantes  normale?  sera  né- 
gative, et  suivant  l'autre  partie,  quand  cette  somme 
sera  positive  ;  car,  dans  le  premier  cas,  N  devra 
être  précédée  du  signe  -h ,  ce  qui  exige  qu'on  ait 
cos.€=â;-f~  i  >  et  dans  le  second  cas,  N  devra  être 
précédée  du  signe  —  ,ce  qui  suppose  cos.e= — i. 
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ttansl'un  et  l'autre  cas,  elle  sera,  égale  à  cette  somme, 
abstraction  faite  du  signe. 

La  résultante  des  forces  P>  PfJ  JP*,  etc.  >  qui  est 
égale  à  la  force  N,  sera  donc  égale  à  la  somme  des 
Composantes  normales  qui  agissent  dans  un  sens', 
moins  la  somme  de  celles  qui  agissent  en  sens  con* 
traire  ;  et  elle  agira  dans  le  sens  de  la  plus  grande 
somme  :  résultat  évident  en  lui-même ,  puisque  les 
composantes  dirigées  dans  le  plan  tangent  se  dé- 
truisent entre  elles. 

Cette  résultante  est  la  mesure  de  la  pression  que 
supporte  la  surface  donnée.  Si  le  point  matériel  sur 
lequel  elle  agit  est  placé  dans  la  concavité  de  la  sur- , 
face,  il  faudra  que  cette  pression  s'exerce  de  dedans 
«n  dehors  ;  s'il  est  posé  sur  la  convexité.,  la  surface 
devra  être  pressée  de  dehors  en  dedans. 

a5.  Supposons  maintenant  le  point  matériel  sur 
lequel  agissent  les  forces  Py  Py  P",  etc. ,  assujéti  à 
tester  sur  deux  surfaces  données,  ou  sur  leur  courbe 
d'intersection.  B  suffira  pour  l'équilibre,  que  la  résul- 
tante de  Ces  forces  puisse  se  décomposer  en  deux 
forces  perpendiculaires  aux  surfaces  données,  et  qui 
seront  détruites  par  leur  résistance.  En  ajoutant  donc 
*ux  forces  P,  Pf9  P*>  etc.,  deuxnouvelles  fore  çs  nor- 
males à  ces  surfaces,  mais  inconnues  en  grandeur, 
on  pourra  faire  abstraction  des  surfaces,  et  consi- 
dérer le  point  matériel  comme  libre. 

N  et  N'  étant  ces  nouvelles  forces;  c,  *',  t%  les 
angles  qui  déterminent  la  direction  de  N,  par  rap- 
port aux  axes  md,  mB9mC;  $>,  p'9  ^*,  ceux  qui  dé- 
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terminent  la  direction  de  N  par  rapport  aux  mêmes 
axes;  les  équations  (3)  du  n°  17  deviendront 

N.cos./+N\cos.<ç'+P.cos£+P'.cos£'+etc.^o,  I  (5) 

D'ailleurs,  en  représentant  par  Z=o,  Z/:=o,  les 
équations  des  deux  surfaces  données;  par  x>  y,  zt, 
les  coordonnées  du  point  my  rapportées  k  des  axes 
parallèles  à  mÀy  mBy  mC,  on  aura 

™   dV  ,     ,,:    dU  ,      „.  dlf 

en  faisant,  pour  abréger, 


Substituant  ces  valeurs  dans  les  trois  équations 
précédentes ,  et  éliminant  ensuite  iV"  et  N'  entre 
elles,  ce  qui  fera  aussi  disparaître  V  et  Vy  on  aura 
l'équation  d'équilibre,  à  laquelle  devront  satisfaire 
les  forces  Py  /*,  Puy  etO.  ;  ou  bien ,  si  la  position 
de  leur  point  d'application'  n'est  pas  donnée  sur  l'in- 
tersection des  deux  surfaces,  cette  équation  de  con- 
dition elles  équations  de  ces  surfaces  détermineront 
les  coordonnées  de  ce  point. 

a6. 
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26.  On  obtient  immédiatement  l'équation  d'équi- 
libre des  forces  P,  P\  P",  etc. ,  en  prenant  les 
axes  mB  et  mC ,  auxquels  se  rapportent  les  angles 
é>  <p'>  €>  €'>  etc.  ;  fc%  Q",  y 9  >',  etc.,  dans  le  plan 
des  normales  aux  deux  surfaces  données.  Le  troi- 
sième axe  mA  tombe  alors  sur  la  tangente  à  la 
courbe  d'intersection  ;  il  est  donc  perpendiculaire 
aux  forces  normales  N  et  N';  de  sorte  qu'on  à 
é:£:ioo%  $=100%  et  par  conséquent 

P. cos.a  +  P'.coa^c'+etc.  =0, 

pour  l'équation  d'équilibre  demandée. 

Cette  équation  exprime  que  la  somme  des  com- 
posantes des  forces  P,  F  y  Pny  etc. ,  tangentes  à  lïn- 
tefsection  dés  surfaces  données ,  est  égale  à  zéro  ; 
ce  qui  est  en  effet  la  condition  nécessaire  pour  que 
le  point  m  ne  puisse  pas  glisser  sur  cette  courbe.' 
Après  s'être  assuré  qu'elle  est  remplie ,  on  déter- 
minera les  valeurs  des  forces  N  et  N'y  et  le  sens 
daûs  lequel  elles  agissent ,  au  moyen  des  deux  der- 
nières des  équations  (5).  Si  l'on  prend  ensuite  des 
forces  égales  et  contraires  à  N  et  N'y  et  qu'on  les 
réduise  en  une  seule,  parla  règle  du  parallélogramme 
des  forces  (n°  16),  celle-ci  sera  la  résultante  des 
forces  Py  P \  F  y  etc. ,  et  la  mesure  de  la  pression 
qui  s'exerce  sur  la  courbe  donnée,  à  laquelle  elle 
est  perpendiculaire. 
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CHAPITRE  H. 

DE  L'ÉQUILIBRE  D'UN  CORPS  SOUDE. 

47.  vje  qui  précède  renferme  toute  la  statique  d'un 
point  matériel.  Nous  allons,  dans  ce  chapitre,  cher-* 
cher  les  conditions  d'équilibre  d'un  système  de  points 
liés  entre  eux  d'une  manière  invariable,  et  soumis  à 
l'action  de  forces  quelconques.  Mais  pour  procéder 
du  plus  simple  au  plus  composé ,  nous  examinerons 
d'abord  deux  cas  particuliers;  celui  où  les  forces 
données  sont  toutes  parallèles  entre  elles ,  et  celui 
où  elles  sont  toutes  dirigées  dans  un  même  plan. 
Nous  ferons  voir  ensuite  que  le  cas  général  peut 
toujours  se  ramener  à  ces. deux  systèmes  de  forces. 

$.  I.  Composition  et  Équilibre  des  forces  parallèles. 

38.  Maintenant  que  nous  allons  considérer  des 
forces  agissant  sur  différent  points,  nous  aurons 
souvent  besoin  de  déplacer  les  points  d'application 
d'une  ou  de  plusieurs  de  ces  forces.  Or,  on  ne  change 
yien  à  l'action  d'une  force  en  transportant  son  point 
d'application  en  un  point  quelconque  de  sa  direct 
tion,  pourvu  que  ce  second  point  soit  censé  attaché 
au  premier  par  une  droite  inflexible ,  et  que  l'in- 
tensité et  la  direction  de  la  force  soient  restées  les 
mêmçs.  Ainsi,  par  exemple,  si  une  force  donnée  P 
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agit  an  point  m ,  suivant  la  direction  m^f  (  Gg.  7  ),* 
on  peut  lui  substituer  une  forcé  égale  et  de  même 
direction ,  appliquée  au  point  m'  que  je  pfrénd$  au 
hasard  sur  la  ligne  tnÂb  et  que  je  suppôt  lié  au 
point  m  par  la  droite  inflexible  tntri.  Eh  effet,  il  est 
permis  d'applique*  an  point  ni,  deux  forces  égale» 
é»tteélle*  et  agissant  éil  sens  contraire,  Savoir, 
Tune  dans  la  direction  m'rh,  et  l'autre  dans  là  di-' 
rection  ni  A  ;  car  ces  deux  forces  se  détruisent  im- 
médiatement,  et  le  système  dont  la  force  P  fait 
partie  reste  le  même  qu'auparavant  ;  mais  si  Ton 
suppose  de  plus  que  chacune  des  forces  ajoutées* 
est  égale  à  la  force  Py  il  arrivera  que  la  force  ajoutée 
qui  agit  au  point  ni  suivant  la  direction  m'/w,  détruira 
la  force  donnée  qui  agit  au  point  m  dans  la  direc- 
tion mm'  9  puisque  ces  deux  forcée  égales  agissent 
en  sens  contraires  aux  extrémités  d'une  droite  in-' 
flexible  ;  il  restera  donc  Fautre  force  ajoute ,  agis- 
sant au  point  ni  suivant  la  direction  niAy  et  qui 
peut  être  considérée  comme  étant  la  force  donnée  P 
dont  on  a  transporté  fe  point  d'application  dé  m 
en  ni  sans  changer  sa  direction.  Nous  avons  sup- 
posé que  le  point  ni  était  pris  sur  la  ligne  mA  ;  iï 
pourrait  se  trouver  sur  son  prolongement ,  comme 
fe  point  K ,  par  exemple,  et  Ton  prouverait,'  par 
un  raisonnement  semblable ,  qu'il  est  permis  d'y 
transporter  le  point  d'application  de  la  force  P  :  la 
direction  de  cette  force  serait  alors  la  ligne  KA. 

Dana  un  grand  nombre  de  cas ,  les  forces  agissent 
sur  les  corps  qu'elles  mettent  en  mouyemetit  ou 
qu'elles  tendent  à  mouvoir.,  soit  en  les  tirant  par  le 
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moyen  d'un  fil  qui  leur  est  attaché,  soit  en  leé 
poussant  par  l'intermédiaire  d'une  droite  inflexible* 
appuyée  sur  leur  surface  ;  ce  fil  bu  cette  droite  re- 
présente alors  la  direction  de  la  forcç,  et  ne  change 
rien  à  son  action  qui  reste  la  çûême,  d'après  ce  que 
nons  venons  de  prouver,  que  si  la  force  était  immé- 
diatement appliquée  au  point  du  mobile  auquel  le  fil 
tm  la  droite  vient  aboutir. 

09.  En  déplaçant  ainsi  les  points  d'application,  nous 
pouvons  étendre  la  règle  du  parallélogramme  des 
forces  au  cas  de  deux  forces  dirigées  dans  un  même 
plan  et  appliquées  aux  extrémités  d'une  droite  in- 
flexible. 

En  effet,  soient  mn  cette  droite  £fig.  7),  mA 
et   nÊ  les   directions  des   deux   forces    données  j 
je  les  prolongée  jusqu'au  point  K  où  elles  se  éoupent, 
et  en  supposant  Ce  point  fixement  attaché  à  la  ligne 
mn,  je  puis  *le  prendre  pour  le  point  d'application 
commun,  aux  deux  forces;  portant  donc  à  partir,  de 
ce  point ,  sur  les  directions  KA  et  KB,  des  lignes 
K  a  et  Kb  qui  soient  entre  elles  comme  les  forces 
données ,  et  achevant  le  parallélogramme  Kacb,  la 
diagonale  Kc  représente ,  en  grandeur  et  en  direc- 
tion ,  la  résultante  demandée.   Le  point  09  où  le 
prolongement  de  cette  ligne  coupe  la  droite  mnf 
est  le  point  d'application  de  cette  résultante  sur  cette* 
'droite,  et  la  ligne  OC  représente  sa  direction. 

5o.  Désignons  par  P  et  Q  les  deux  composantes  ; 
la  proportion  supposée 

<P:  Q::aKibK> 


Digitized  by 


Google 


1IVRE  I.  STATIQUE.  87 

•eut  être  changée  en  celle-ci 

P  :  Ç  ::  sin.J?AC:sin.^Â'C;        . 

jn*is  si  Fqa  abaisse  du  poiqt  0  de  la  résultante,  den 
perpendiculaires  Op  et  Cty  sip  les  çlirectionei  de& 
forces  P  et  Qy  on  auça 

Op=K0.9in.jtKC,     Oç  =  JfCO.$m.BKC\ 

4'ou  l'on  ççncli^t 

P::Q.::qqiOpi  . 

donc  les  deux  composantes  sqnt  entre  elles  en  raison, 
inverse  des  perpendiculaires  abaissées  sur  leurs  di- 
rections,  d'un  point  quelconque  de  la  résultante» 
On  démontrerait  sétnblableiçentque  la  résultante 
et  lune  des  composantes  sont  entre  elles  en  raison 
inverse  des  perpendiculaires  abaissées  sur  leurs  di- 
rections, d'pn  point  quelconque $e  Fai^tre  cqmpo- 

*3i.  Ce  tiiéorèmé  ayant' lieu,  quelque  petit  que 
soït  l'angle  AKB  des'  deux  composantes,  il  s'en-» 
suit  qu'if  subsiste  encore  k  k  limite,  où  l'angle 
devient  nul  et  où  les  forces  deviennent  parallèles* 
Ainsi ,  supposons  que  la  direction  de  la  forcé  Q 
tourne  autour  du  point:  4 ,.  jusqu'à  ce  qu'elle  tomba 
sur  la  ligne  ,/£#  parallèle  à  la  direction,  ntd  de  lf 
force  P  ;  de  sorte  que  c$*  forpes.  soient  maintenant 
parallèle*;  eX.  dirigées  dans^  le  mêi&e  sens  ;  dans  est 
état  la  perpendiculaire  abaissée  du  poiqt  G,  sur  1^ 
direction  nl%  sera  le  prolongement  Qy '  âp  &  pepr 
pewnd\culair«  Cfo,.  %\>%t§sép„  du  i»èji|e  pqmlow:^ 
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direction  mJ;  et  il  sera  toujours  vrai  de  dire  qu* 
les  forces  P  et  Q  sopt  entre  elle?  comme  les  per- 
pendiculaires Oq'  et  0p;  de  manière  que  le  point  O 
partage  'ta  ligne  ptf9  en  deux  parties  réciproque*- 
ttient  proportionnelles  h  'ces  forces. 
On  conclut  de  là,  cette  proportion  * 

6i  donc  on  appelle  a  la  droite  pq'  qui  mesure  la 
distance  mutuelle  des»  deux  parallèles  m  A  et  nB'y 
on  aura  .  - .  >.  /      *     .  \ 

a=pq'  =  Oq'-inOp, 
et  par  conséquent  •"    t  a 

bt,  cette  ligne  O/  exprime  là  distance  d'Un  point 
quelconque  de  là  Insultante  a  la  droite  &£*;  sa  va- 
leur,  qui  ne  dépend  que  des  quantités  données  a,P9 
Q9  est  la  même  quç)  que  soit  ce  point;  il  s'ensuit 
-dope  que  la  direction  d£  fc*  résultante  est  uuue  droite 
WC'y  parallèle  à  n&i  ou  £Ja  direction  ejes  çomr 
posantes.  .    .  »  :..:::;":.  * 

<  La  valeur  de  cette  force  est  une  conséquence 
de  sa  direction.  En  effet ,.  les  lignes  nS  et  OC  étkrk 
parallèles,  la  ligne  Oq'  perpetfdicidaire  à  lai  pre- 
mière,  l'est  aussi  à  la  seconde;  mais  ea  étendant  le 
théorème  du  numéro  précédent  au  cas  des  forces 
parallèles,  la  résultante  et?  la  composante  P  doivent 
être  entre  elles  en  raison  inverse  des  pefpendïcnu 
iaires  abaissées  du  peint  <f  de  la  composante  Qy  sur 
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leur*  directions;  d'où  l'on  conclut ,  R  étant  la  ré* 

s  ul  tante, 

P:R::Oq':pq'; 

donc  k  câ*s£  de  pq'  —  <ty  +  ty>  cette  prepor-* 
taon  conipafée  à  la  précédente,  donne  /  ? 

R=P+Q. 

On  voit  donc,  i\  que  la  résultante  de  deux  foreek 
parallèles  y  agissant  dans  le  même  sensj  partage  la  dis- 
tance mutuelle  des  composantes  en  deux  parties  réci- 
proquement proportionnelles  à  ces  forées;  a\  que  cette 
résultante  en  parallèle  aux  composantes;  5\  qu'elle 
est  égale  À  leur  somme, 

32,  Il  était  bon  de  montrer  comment  la  compo* 
sition  des  forces  parallèles  est  comprise*  comme  cas 
particulier,  iras  celles  des  forces  qui  concourent 
vers  un  point  ;  et  quoique  nous  n'ayons  considéré 
que  le  cas  de  deux  forces  agissant  dans  le  même 
sens,  il  nest  pas  difficile  de  voir  que  le  même  rai- 
sonnement pourrait  s'étendre  au  cas  où  les  compo- 
santes agissent  en  sens  contraires;  mais  nous  croyons 
plus  utile  de  faire  connaître  un  moyen  de  trouver 
la  résultante  de  deux  forces  parallèles,  qui  pourra 
nous  servir  dans  plusieurs  autres  occasions. 

Soient  donc  PetQ  les  deux  composantes,  agis~ 
sant  aux  points  m  et  n  de  la  droite  mn  (  fig.  8  ) , 
suivant  lés  directions  mA  et  nB9  parallèles  et  de 
même  sens.  On  ne  changera  rien  à  ce  système  de 
forces,  en  appliquant  aux  extrémités  de  cette  droite, 
deux  forcée  égales,  dirigées  en  sens  contraires  Tune 
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de  l'autre ,  suivant  ses  prolongemens  mm'  et  nn%y 
et  dont  l'intensité  commune  sera  représentée  par  S? 
la  résultante  des  deux  forces  S  et  des  forces  P  et  Qy 
sera  la  résultante  cherchée;  or,  si  Ton  compose  en-. 
pénible  les  forces  S  et  jP,  appliquées  au  point  my 
on  aura  une  force  que  j'appellerai  P',  dirigée  sui- 
vant une  certaine  droite  mA'  comprise  dans  l'angle 
rnmA  ;  de  même  la  résultante  des  forces  Q  et  S> 
appliquées  au  point  n9  sera  une  force  Q  y  dirigée 
dans  l'angle  îïnB y  suivant  une  droite  telle  que  nB'i 
ces  deux  droites  m  A'  et  nB'  notant  pas  parallèles , 
se  couperont  en  un  point  Ky  et  il  est  permis  de  le 
prendre  pour  le  point  d'application,  commun  aux 
deux  forces  Pf  et  Q  (  n°  28  ).  Par  ce  point,  je  mène 
les  lignes  mV1  et  K Cy  parallèles  à  la  droite  mrt 
et  à  là  direction  des  forces  P>Q;  puis  je  décompose 
les  forces  Pf  et  Q  suivant  ces  parallèles  :  il  est  évi- 
dent quVm  retrouvera  de  cette  manière  les  compo- 
santes P  et  S  9  dirigées  suivant  K C-  et  Km\  et  les 
composantes  Q  et  S,  dirigées  suivant  KC  et  Kh\ 
Nous  avons  donc  les  quatre  mêmes  forces  qu'aupa- 
ravant, mais  appliquées  toutes  quatre  au  point  K  : 
en  supprimant  les  deux  forces  S,  égales  et  contraires, 
il  restera  les  forces  P  et  Q,  dirigées  suivant  une 
même  droite  KO,  et  dont  la  résultante  est  égale  à 
jP-f-Q  ;  d'où  il  suit  que  la  résultante  cherchée  est 
parallèle  aux  composantes  et  égale  à  leur  somme. 

Pour  déterminer  le  point  O  où  sa  direction  KO 
coupe  la  ligne  mn,  je  prolonge  les  lignes  Am  et  Bn 
jusqu'à  ce  qu'elles  rencontrent  la  ligne  mV  aujç 
points  mw  et  n9;  les   deux   quadrilatères  mniKQ  ç\ 
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fin* KO,  sont  des  parallélogrammes;  si  donc  en  prend 
Ja  diagonale  Km  ,  pour  représenter  la  force  jF,  ses 
composantes  S  et  P  seront  entre  elles  comme  les 
côtés  m'K  et  KO;  et  de  même,  si  Yon représente 
la  force  (?  par  la  diagonale  Kny  ses  composantes 
S  et  Q  seront  proportionnelles  aux  côtés  n*K  et 
KO;  donc,  à  cause  de  m"K  35;  mO>  n'K  =  tiO,  ot^ 
aura  ces  deux  proportions  : 

s  :  P  ::  mO  :  /co , 
■S:  Q  ;:nO;  AO; 

d'où  Von  conclut 

Pi  Q::  nOlmO; 

ce  qui  montre  que  le  point  O  coupe  la  ligne,  mn 
en  deux  parties  mO  et  nO,  réciproquement  ^propor* 
tionnelles  aux  forces  P  et  Q ,  ce  qui  servira  à  dé* 
terminer  sa  position  sur  la  ligne  mn. 

On  peut  observer  que  cette  proportion  est  indé- 
pendante de  l'angle  sous  lequel  la  ligue  mn  coupe 
les  parallèles  nui  et  mB  de  manière  qu'elle  a  lieu 
pour  tQqte  droite  menée  au  hasard  par  le  poiçt  Oà 
et  aboutissant,  de  part  et  d'autre.,  à.  ces  deux  ligues. 

Cette  proportion  donne  ces  deux  autres  : 
P:  P+Q::nO:nin, 

ÇlP  +  QUrnOlmn; 

donc.,  k  cause  que  la  résultante  R  est  égale  à  P-\-QM 
çn  aura 

P\Q.:RmiimOlmO:mn\ 
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où  l'on  voit  que  chacune  des  trois  forces  P>QfR  est 
proportionnel!*  à  la  partie  de  la  ligne  m»  *  comprise 
entre  les  directions  des  deux  antres. 

33.  Ce  dernier  résultat ,  énoncé  de  cette  manière, 
convient  également  au  cas  où  les  composantes  PetQ 
font  dirigées  en  sens  contraires.  En  effet ,  soit,,  dans 
ce  cas,  m  A  et  nB  (  fig.  9  )f  les  directions  de  ce$ 
forces,  et  pour  fixer  les  idées,  supposons  Ç>P. 
Décomposons  la» force  Q  en  deux  forces  parallèles, 
agissant  dans  le  même  sens,  dont  Tune  soit  égale 
et  contraire  à  la  force  P,  et  dont  l'autre  soit  une 
force  inconnue.  La  direction  de  la  première  sera  la 
ligne  mA'  ;  représentons  par  OC  la  direction  in- 
connue de  la  secoride,  et  sa  grandeur  par  A  La 
force  Q  étant  la  résultante  dès  forces  P  et  Rj  qui 
agissent  daas  Is  même  sens,  on  aura,  d'après  ce  qui 

précède, 

Q=P  +  R,    ou    R=Q  —  P; 

et,  déplus,         :       .      . 

P  :  R  ;  Q  î:  nQ  :  mn  l.mO. 

Or,  en  substituant  k  la  force  Q  ses  deux  coni-* 
posantes,  lés  cfetix  forces  données  P  éîQsè  trou- 
veront remplacées  par  trois  forces  $  savoir,  lés  deux 
forces  P  appliquées  au  point  m,  et -la  force  R  ap- 
pliquée au  point  0  :  les  deux  premières  se  détrui- 
sent ;  il  ne  resté  que  la  force  R ,  qtii  équivaut  à  elle 
seule*  aux  deux  forces  données,  et  qui  est  par  con- 
séquent leur  résultante.  Donc,  dans  le  cas  que  noup 
examinons,  la  résultante» est  égale  à  la  différence 
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.des  deux,  comptantes,  elle  agit  dans  le  $ens  4e  la 
plus  grande ,  et  Ton  a  entre  ces  trçis  forcer  jet  les 
dvo\le$/nO,  nO,  nui,  interceptées  entre  lqifttt  direfc- 
:tiow>  les  nappes  rapports  que  précédemment. 

34-  On  résoudra  maintenant ,  sans  peine,  tous  les 
.problème*  qu'on  peut  proposer  sur  h.  oosnposition 
et  la. décomposition  des  forces  parallèles j  et  nons 
croyons  superflu  d'entrer  dans  aucun  détail,  à  ee 
«îjet;  mais  le  cas  des  forces  qui  agissent  en  sens 
«opposés,  présente  une  circonstance  particulière  qu'H 
est  important  de  foire  remarquer. 

Pans  ce  cas,  la  proportion 

Pi  Ry.nO  :mn,       ' 
donne,  en  y  mettant  pour  R  sa.  valeur  Q— P9  ' 

nO  =s  ~q~Z. — .  mn  \ 

or,  cette  vëleufr  de  nO  f&t  voir  que^u&tfd  tes  forces 
^>et  jP  sont  dirigées  en  set»  contraires,  lb  peint  O, 
qui  est  le  point  d  application  de  leur  résultante  sur  là 
droite  m»,  s'éloigne  indéfiniment  à  mesure  que  la 
forée  Q  approche  d'être  égale  4  la  forée  Pf  en  même 
tente  la  résultante  diminue,  et  enfin,  lorsqu'on 
*Ç=r/>,  le  calcul  doçne «ne  résultante  nulle,  placée 
à  une  dislance  infinie  des  composantes. 

Mais  dans  la  réalité,  deux  forces  parallèles,  égales 
et  contraires,  mbis-  mou  directement  opposées, 
n  ont  pas  de  résultante  j  et  en  effet,  si  elles  pouvaient 
être  remplacées  par  une  force  unique,  il  n'y  aurait 
PMd&meonfowr  que  celk-ci  agît  plutôt  dans- le  sens 
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de  l'une  des  forces  égales  que  dans  le  sens  de  Pautre  j 

car  tout  est  absolument  semblable  par  rapport  k  ces. 

deux  forces.  Au  reste,  ce  cas  est  le  seul  où  deux 

forces  parallèles  ne  puissent  pas  être  réduites  eu  une 

seule. 

55.  Considérons  actuellement  un  nombre  quel*- 
conque  de  forces  parallèles  dont  une  partie  agit  dans 
un  setis  et  l'autre  dans  le  sens  opposé,  qui  sont 
situées*  du  non  situées  dans  un  même  plan,  et  ap-r 
pliquées  k  des  points  invariablement  liés  entre  eux, 
par  exemple,  à  différens  points  d  un  corps  solide. 

En  composant  deux  de  ces  forces  en'  une  seule  ^ 
puis  celle-ci  et  une  troisième  encore  en  une  seule  , 
et  ainsi  de  suite  x  on  parviendra  à  déterminer  la 
grandeur  et  là  position  dans  l'espace  de  la*  résul- 
tante de  toutes  les  forces  données,  à  moins  que  les 
deux  dernières  forces  qu'oh  aura  k  considérer,  ne 
tombent  dans  le  cas  d'exception  du  numéro  précér 
dent.  Cette  résultante  sera  évidemment  parallèle  à 
la  direction  commune  des  composantes;  dp  plus, 
elle  sera  égale  à  la  somme  de  celles  qui  agissent  dans 
un  sens,  moins  la  somme  de  celles  qui  agissent  et* 
sens  contraire,  et  elle  agira  dans  1ê  s.eps  de  la.pluf 
grande  somme.  Si  donc  on  regarde  les  unes  comme 
positives  et  les  autres  comme  négatives  (  n°  10  )>  el 
qu'on  les  représente  toutes  par  Py  P*>  P%  etc. ,  et 
Jeur  résultante,  par  R,  on  aura  tyujoufs 

R  =  P+  P'-f />*  +  etc. 

56,  Si  les  forces  données  vienpent  ^  tourner  au** 
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lottf  de  leurs  points  d'application,  sans  cesser  d'être 
parallèles^  la  résultante  tournera  pareillement  autour 
d'un  des  points  de  sa  direction  ;  car  son  point  d'ap- 
plication qu'on  trouve  en  '  composant  deux  à  deux 
les  forces  données,  ne  dépend  en  aucune  manière 
de  la  direction  commune  de  ces  forces;  de  sorte 
qu'il  reste  le  même  quand  cette  direction  vient  à 
changer* 

Ainsi ,  par  exemple*  supposons  que  les  forces  pa* 
rallèles  sont  au  nombre  de  trois,  P,  P  et  P%  dirigées 
suivant  les  droites  mAy  m'A'  et  m'A*  (fig.  10);  soit 
d'abord  nB  la  direction  de  la  résultante  de  P  et  Pf 
qui  sera  égale  à  P-^P*  ;  soit  ensuite  riff  la  direc- 
tion de  la  résultante  des  forces  P+P  et  i3*,  et  ob- 
servons que  la  figure  suppose  que  P"  agit  en  sens 
contraire  de  P  et  de  Pfy  et  qu'on  a  P9  >  P  +  jP\ 
Maintenant ,  concevons  que  les  trois  forces  -P,  P*- 
et  /*  tournent  autour  des  points  my  nirnl7  en  con- 
servant leur  parallélisme  et  le  sens  dans  lequel  cha- 
cune d'elles  est  dirigée,  et  soient  may  nid  >  m*a'f  leurs 
nouvelles  directions.  Dans  ce  nouvel  état,  la  résul- 
tante des  forces  P  et  P*  rencontrera  la  droite  mni  au 
même  point  n  qu'auparavant ,  puisque  la  position  de 
ce  point  ne  dépend  que  du  rapport  des  composantes 
et  est  indépendante  de  l'angle  que  la  droite  mni  fait 
avec  leur  direction  (n°  5a).  Par  la  même  raison ,  la 
résultante  de.P-+- JP'  et  P*  rencontrera  toujours  le 
prolongement  de  la  droite  nm"  au  même  point  ri;  par 
conséquent  les  trois  forces  données,  tournant  au- 
tour des  points/?i,  ni  et  ni,  leur  résultante  tournera 
tde  menue  autour  du  point  n% 
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57.  Noua  appellerons  centre  des  forces  paioflèles,  ■ 
Je  point  dans  lequel  viennent  se  couper  tontes  les 
directions  successives  de  la  résultante,  quand  les 
composantes  tournent  autour  de  leurs  points  d'ap»* 
pticatûra  respectifs. 

D'après  cette  définition ,  il  est  évident  que  si  un  ' 
corps  solide  est  sollicité  par  un  nombre  quelconque 
de  forces  parallèles,  que  l'on  détermine  le  centre  de 
ces  forces  et  qu'on  le  suppose  fixe,  l'équilibre  aura 
lieu  dans  toutes  les  positions  que  le  corps  peut 
prendre  autour  de  ce  point ,  pourvu  que  les  forces  ' 
données  restent  toujours  parallèles  et  appliquées  aux' 
mêmes  points  du  corps;  car  alors  leur  résultants 
passera  constamment  par  le  point  fixe ,  ce  qui  suffit' 
pour  qu'elle  soit  détruite. 

Ou  verra ,  par  la  suite,  combien  le  centre  des 
forces  parallèles  est  important  à  considérer  dans  les 
questions  relatives  à  l'équilibre  et  au  mouvement  des 
corps  pesans.  En  attendant,  nous. allons  déterminer 
ses  trois  coordonnées  en  fonction  de  celles  des  points 
d'application  des  composantes* 

3&  Désignons  par  m,  m',  /?/,  etc.  (  fig.  n  ),  les 
points  inapplication  des  forces  P,  /*,  i*,  ete.  ;  me- 
nons arbitrairement  trois  axes  rectangulaires  Oooy 
Oyy  Oz ,  qui  seront  ceux  des  coordonnées  ;  soient 
œ>f>  z9  'k*  coordonnées  du  point  m,  respective- 
ment parallèles  à  ces  axes;  3?,yy  s',  celles  de  m'; 
x*yy>  af,  celle*  èe  nf;  etc.  Toutes  ces  quantités 
sont  données,  et  peuvent  être  positives  on  négatives 
suivant  la  position  des -points  m>  m',  hfy  ete. ,  par* 
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rapport  aux  plans  des  coordonnées.  Désignons  en- 
core par/*,  p'9p9>  etc.,  les  projectio&a  de  m, 
ni y  m*9  etc. ,  sur  le  plan  des  xyj  ;  de  sorte  qu'on  ait 

z  =  m/>,    &'=m'p',    zn=m"p'y    etc. 

Enfin, représentons,  parx,,^,,  z,9  les  coordonnées 
du  centre  des  fprces  parallèles ,  dont  il  s'agit  dei 
trouver  les  valeurs. 

Considérons  d'abord  les  deux  forces  P  et  /*.  Soit 
n,  le  point  où  leur  résultante  coupe  la  droite  mni  ; 
soit  aussi  qy  la  projection  du  point  n>  sur  le  plan  des, 
xy  y;  par  le  point  m,  menons  une  parallèle  à  la  ligne 
pp\  qui  rencontre  la  ligne  nç9  en  un  point  a  9  et 
la  ligne  nip'7  en  un  point  h  ;  nous  aurons 

jn'm.  !  nm  t;  m'6  :  na. 
Or,  d'après  le  n°  5a ,  nous  avons 

m'm:  nm  V.P+P  \P\ 
de  ces  deux  proportions,  on  conclut 

(P+Pf).na=P,,m'bi 

mais,  à  cause  de  atfs*bp'**mpy  on  a  l'équation 
identique 

(P  +  P).aq  =  P.mp+P'.bp'; 

ajoutant  ces  deux  équations,  il  vient 

(P  +  P^.nqzaP.mp+P'.m'p'z==ïP%+Pz'.     (i) 

La  figure  suppose  les  deux  forces  P  et  P*  diri- 
gées dans  le  même  sens,  et  les  trois  pointe  m,m'  et  ny 
au-dessus  du pU» xOj;  um& si  efforces  agissaient 
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en  sens  contraire  Tune  de  l'autre,  ou  bien  que  ce» 
points  tombassent  de  différens  côtés  du  plan,  il  est 
aise  de  s'assurer  que  l'équation  (i)  subsisterait  éga- 
lement, en  ayant  égard  aux  signes  des  quantités 
quelles  renferment. 

Cela  posé,  joignons  lé  point  n  au  point  m#,  et 
soit  /*',  le  point  d'application  de  la  résultante  ded 
forces  P+P*  et  P*,  sur  la  droite  nrri  ;  soit  de  plus 
(fy  la  projection  de  te  point  sur  le  plan  des  Xy  j\ 
l'équation  (i)  deviendra,  relativement  à  ces  forces 
et  à  leur  résultante  P+.P+P', 

(P  +  P  +  P').riq'=(P+P'ï  nq  +  P'z'. 

Joignons  encore  le  point  ri  au  point  m"  ;  soit  /**, 
le  point  où  la  résultante  des  forces  i>+JP'+JP*et  Pmy 
boupe  la  droite  rimmy  et  q"y  sa  projection  sur  le  plau 
des  xy y  :  nous  aurons,  en  vertu  de  l'équation  (i) 
appliquée  à  ces  forces, 

(P+jy+P*+P"') .  *y  =  (p+jy+p») .  ny  4.  />"V". 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  les  forces  pa- 
rallèles que  l'on  considère  sont  au  nombre  de  quatre; 
en  sorte  que  ri  soit  le  centre  des  forces  parallèles 
dont  on  cherche  les  coordonnées  ,  et  qu'on  ait 
n*q'=z,.  En  ajoutant  leà  trois  dernières  équations,  il 
vient 

(P  +  p  +  P'+p*)  .Z/  trzpz+P'z*  +  PV+PV, 

équation  qui  donne  la  valeur  de  z,,  et  qu'on  peut 
étendre  à  un  nombre  quelconque  de  forces  parallèles 
Py  F  y  F  y  P*y  etc. ,  positives  ou  négatives,  aussi  bien 

tquc 
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que  les  coordonnées  zy  z'y  £ y  etc.  En  substituant 
dans  son  premier  membre,  la  résultante  R  à  la  place 
de  la  somme  des  composantes,  nous  aurons  géné- 
ralement 

fis,  =  Pz  +  P*z'  +  P'z'  +  etc. 

39»  On  appelle  moment  £  une  force  par  rapport  à 
un  plan,  le  produit  de  cette  force  par  la  perpendi- 
culaire abaissée  de  son  point  d'application  sur  ce 
plan.  Ainsi,  Rz,,  Pz>  P'z',  etc.  sont  les  momens 
des  forces  R,  P,  P*y  etc. ,  par  rapport  au  plan  xOy7 
et  l'équation  qu'on  vient  de  trouver  renferme  Ce 
théorème  : 

Le  moment  de  la  résultante  d'un  nombre  quelconque 
de  forces  parallèles,  par  rapport  à  un  plan  choisi 
arbitrairement ,  est  égal  a  la  somme  des  momens  de 
ces  forces ,  par  rapport  au  même  plan. 

Ces  momens  peuvent  être  positifs  ou  négatifs  :'  ils 
sont  positifs,  quand  la  force  et  l'ordonnée  de  son 
point  d'application  sont  de  même  signe  ;  négatifs, 
dans  le  cas  contraire. 

4o.  En  prenant  de  même  les  momens  des  forces 
P,  P*,  P99  etc. ,  par  rapport  aux  plans  des  xy  z  et 
dos  j9  z,  on  aura 

«X=^  +  ^y  +  ^/+etc. 
Rx,  =  Px+  PV + P"x"  +  etc. 

Ces  deux  équations,  jointes  à  la  précédente,  dé- 
termineront, d'une  manière  fort  simple,  la  position 
du  centre  des  forces  parallèles,  c'est-à-dire,  les  va- 

1.  4 
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leuts  de  ses  trois  coordonnées  ocnyn%t.  En  menant) 
par  ce  point,  une  parallèle  à  la  direction  commune 
•des  forces,  on  aura  la  position  de  leur  résultante;  le 
signe  de  la  valeur  trouvée  plus  haut  (n°35),  fera  con- 
naître le  sens  dans  lequel  elle  agit  suivant  cette  ligne. 
La  somme  des  momens  des  forces  P,  P,  etc.  est 
nulle  par  rapport  à  tout  plan  passant  par  le  centre 
des  forces  parallèles;  car  en  prenant  ce  plan  pour 
fcélui  des  x,  y,  on  devra  avoir  zt  =2=0;  d'où  l'on 
Conclut 

Pz  +  PV  +  PV+etc.  =  o» 

Au  reste,  le  centre  des  forces  parallèles  suppose 
toutes  les  forces  données ,  réductibles  à  une  seule  j 
il  n'existe  pas  quand  ces  forces  se  réduisent  à  deux, 
égales  et  contraires,  mais  non  directement  opposées* 
et  en  effet,  le  calcul  donne,. dans  ce  cas,  des  va- 
leurs infimes  pour  les  coordonnées  xt ,  jt ,  z/9 
puisqu'alorsla  somme  des  quantités  P,P>  P*9  etc. 
to t  «égale  à  zéro,  ce  qui  rend  mil  le  dénominateur  R 
toramun  à  ces  valeurs.  • 

4i.  Lorsque  tous  les  points  d'application  mytn\ 
m9 y  etc.  sont  situés  dans  un  plan  donné ,  le  centre 
des  forces  parallèles,  s'il  existe,  est  aussi  compris 
dans  ce  plan,  et  Sa  position  ne  dépend  plus  que  de 
deux  coordonnées.  On  peut  prendre  le  plan  donné 
pour  celui  des  x ,  y  ;  ou  a  alors  z  =  o ,  z'  =  o  -9 
z"  =  o ,  etc.  ;  par  conséquent  zt  =  o ,  et  les  valeurs 
île  .r  et  yt  sont  déterminées  f>ar  les  deux  équations 
du  n°  précédent; 

Si  tous  ces  points  my  m',  m,  etc.  sont  ranges  sut 
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iine  même  droite,  celte  ligne  contiendra  le  centre 
des  forces  parallèles ,  jet  pour  le  trouver ,  il  suffira 
de  déterminer  sa  distance  à  un  point  de  cette  même 
droite.  En  la  prenant  donc  pour  l'axe  0#,  pn  aura 
y~o>  /=î:o,  etc.;  ^^=q.,  z'=:o,_etc. ;  donc 
jy=o,  z,^iD9,eX  la  -valeur  4e  #,sera  dppj&çepar 
cette  équation 

Px/  =  Px  +  P'x'+P*x"+etc. 

Supposons,  par  exemple,  que  les  forces  P,  P*,  P*9 
fctc.  sont  au  nombre  de  cinq,  disposées  comme  dans 
la  figure  12;  si  nous  regardons  les  distances  Om> 
Gm'j  Oni,  ou  x,  x'>  ct*>  comme  positives ,  il  faudra 
regarder  les  «Estâmes  OrrC,  Omlt>  oux*,  xir,  comme 
négatives;  et  de  même  le$  forces  P,  P*9  Plt  qui 
agissent  suivant  les  droites  mA,  m'A*,  m"Air,  étant 
positives,  les  forces  Pr  et  P*  qui  agissent  dans  le 
cens  opposé,  suivant  les  droites  m'A',  m*Am9  seront 
négatives.  Soit  en  outre 

ies   valeurs  numériques  de    tes  forces  et  de  ces 
lignes;  nous  aurons 

et.de  .plus 

ar/=  1— i5+3o4-8 — ia=is; 

d'où  Ton  tire  <r,  =  6.  Prenant  donc,  à  partir  du 

4*  •!    ■ 
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point  O,  du  côté  des  distances  positives,  ufce  ligne 
On  égale  à  6,  ou  sextuple  de  Om ,  le  point  »  sera 
le  centre  des  forces  parallèles,  c'est-à-dire ,  le  point 
où  la  résultante  vient  couper  la  ligne  On.  La  valeur 
de  R  étant  positive,  la  résultante  agira  dans  le  sens 
des  forces  P>  P ' ,  P%  ou  suivant  la  droite  nB  ;  et 
comme  elle  est  représentée  par  le  nombre  a ,  il 
s'ensuit  qu'elle  est  double  de  la  force  P9  prise  pour 
unité. 

42 .  I^es  conditions  d'équilibre  du  système  des 
.forces  parallèles  P9  R,  P*,  etc.,  se  déduiront  aisé- 
ment de  la  théorie  qu'on  vient  d'exposer.  En  effet, 
s'il  n'existe  aucun  point  fixe  dans  le  système,  il  faut 
pour  l'équilibre  qu'en  séparant  une  de  ces  forces, 
par  exemple  ,  la  '  force  P,  toutes  les  autres  aient  une 
résultante  égale  et  directement  opposée  à  cette 
force.  Sçit  donc  R  la  résultante  des  forces  Pf^ 
Ry  etc.;  puisque  les  forces  P  et  R  sont  égales  et 
dirigées  en  sens  contraires,  les  quantités  P  et  R 
doivent  être  égales  et  de  signes  différens;  on  doit 
donc  avoir  P  •+-  R  =  o  ;  mais  R  est  égale  à  la 
somme  des  composantes  P*,  P%  etc.  (n°  55)  :  donc 
on  a;  pour  première  équation  d'équilibre, 

P  +  P'+g '+etc.=o.        (1) 

Il  reste  encore  à  exprimer  que  ces  deux  forces  R 
et  P  sont  directement  opposées. 

Pour  cela,  soit  a,  £,  yy  les  coordonnées  du 
centre  des  forces  paraBèles  Py  P"y  etc.,  de  manière 
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«ju'on  ait 


tf* =PV  +  F/  +  etcr; ,. 

JTysi'V+i'V+ttc. 

Ce  centre  est  le  point  d'application  de  la  résul- 
tante R  ;  il  est  donc  nécessaire  qu'il  se  trouve  sur 
la  direction  de  la  force  P9  pour  que  R  soit  direc- 
tement opposée  à  cette  force;  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  ce  centre  et  le  point  m,  auquel  est  appli- 
quée la  force  P,  doivent  être  sur  une  même  droite 
parallèle  a  la  direction  commune  des  forces  données. 
Si  donc  on  prend,  pour  simplifier,  le  plan  des  x9  y 
perpendiculaire  à  cette  direction,  il  faudra  que  ces 
deux  points  soient  situés  sur  une  même  perpendi- 
culaire à  ce  plan;  ils  auront  alors  la  même  projec- 
tion sur  ce  plan  ;  par  conséquent  leurs  coordonnées 
parallèles  aux  axes  des  x  et  des./*,  seront  les  mêmes  r 
c^st-à-dire,  qu'on  aura. 

Substituant  donc  x  et  jy  à  la  place  de  et  et  (T,  dans 
les  deux  premières  équations  précédentes,  et  obser- 
vant que  R  =  —  Py  il  vient 


Pjc  +  Potf  +  P"x*+  etc.  =  o, 
Py  +  Py'  +  J>y  +  etc. 


«; }    « 


équations  qui  signifient  que  la  somme  des  momens 
des  forces  P>  P9  P",  etc.  est  nulle,  par  rapport  aux 
plans  des  xy.  z  et  des  y>  z>  qui  sont  parallèles  à  leur 
direction.    .  . 

.  Ainsi  l'équilibre  de  ces  forces,  exige  que  L'équa— 
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lion  (i)  et  les  équations  (2)  aient  lieu  en  même 
temps.  Réciproquement  quand  ces  trois  équations 
sont  satisfaites,  l'équilibre  existe  ;  car  si  Ton  consi- 
dère la  résultante  R  de  toutes  ces  forces  moins  une, 
on  aura,  en  vertu  des  éqtfàlions  (a), 

Jï'*=  —  Px>       KC=z—Py7 

et  en  vertu  de  l'équation  (1)  , 

/T=  —  P  \ 
par  conséquent' 

d-on  Fera  peut  conclure  que  cette  résultante  est  égale 
et-  directement  opposée  k  là  force  P  qu'on  avait 
omise. 

Concluons  donc  que  pour  l'équilibre  d'un  sys~- 
tèmedë  forces  parallèles  ,  il  est  nécessaire  et  il  suffit 

i°.  Que  la  somme  de  ces  forces  suif  égalé  à  zéro; 

2e.  Que  la  somme  de  leurs  momens  soit  nulle,  par 
rapport  à  deux  plans  parallèles  à  leur  direction. 

43.  Si  la  seconde  condition  était  seule  remplie  l 
les  forces  données  auraient  une  résultante  égale  à 
leur  somme,  dorçt  la  direction  coïnciderait  avec  Tin-- 
tersection  des  deux  plans;  car  si  Ton  cherche  sa 
distance  à  chacun  de  ces  plans,  on  la  trouvera  nulle, 
en  vertu  des  équations  (2).  En  supposant  donc  qm 
cette  intersection  contienne  un  jtaint  fixe  ^résul- 
tante sera  détruite  et  l'équilibre  aura  lieu;  d'où  il 
suit  que  quand  un  corps  solide,  auquel  sont  appli- 
quées dès  forces  parallèles  ,  est  retenu  par  ito  poiu^ 
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fixe ,  il  suffit  pour  l'équilibre,  que  la  somme  des  rao- 
meus  de  ceo  farces  soit  nulle  par  rapport  à  deux 
plans  menés  par  ce  point  parallèlement  à  leur  di- 
rection. 

Lorsque  ce  point  fixe  sera  le  centra  des  forcer 
parallèles,  la  somme  des  roomens  sera  nulle  par 
rapport  à  tous  les  plans  roené&  par  ce  point 
(n°  4°)  ;  P^r  conséquent  les  forces  se  feront  équilibre 
autour  de  ce  point,  quelle  que  soit  leur  direction 
commune  ,  ce  que  nous  savions  déjà  (n°  57). 

§.  II.  Composition  et  Equilibre  des  forces*  dirigées 
dans  un  rne/rw  plan. 

44*  Représentons  toujours  les  forces  données  par. 
P,  Py  -P*,  etc. ,  et  supposonsJes  dirigées  dans  ut\, 
plan  donné  et  appliquées  à  des  points  matériels ,  liés 
entre  eux  d'une  manière  invariable.  Pour  les  réduire, 
au  moindre  nombre  possible,  on  prendra  la.résul-. 
tante  de  P  et  -F,  en  les  prolongeant  jusqu'à  leur 
point  de  concours,  comme  dans  le  n°  39,  ou  bien 
en  les  traitant  comme  des  forces  parallèles,  si  effec- 
tivement elles  sont  parallèles;  on  réduira  ensuite, 
de  la  même  manière  cette  résultante  et  la%force  jP% 
en  une  seule  force  ;  celle-ci  et  la  force  .P*,  de  même 
en  une  seule  force  qui  remplacera  les  quatre  forces 
jP,  P*9P*>  P*i  quand,  par  cette  suite  d'opérations,  on 
aura  épuisé  toutes  les  forces  données,  la  dernière 
résultante  sera  celle  de  ces  forces. 

Un  système  de  forces  dirigées  dans.ua  même  pluv 
peut  donc,  en  général,  être  remplacé  pap  une  force. 
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unique.  Je  dis  en  général ,  «car  ce  résultat  est  sujet 
à  la  même  exception  que  la  composition  des  forces 
parallèles.  En  effet,  si  les  deux  dernières  forces  dont 
on  doit  prendre  la  résultante,  se  trouvent  égales, 
parallèles,  dirigées  en  sens  contraires  sans  être  di- 
rectement opposées,  il  sera  impossible  de  les  ré- 
duire en  une  seule,  et  l'on  devra  conserver  ces  deux 
forces  pour  remplacer  les  forces  données. 

Lorsque  ces  forces  admettent  une  résultante,  elle 
est  nécessairement  déterminée  de  grandeur  et  de 
position  ;  de  sorte  qu'on  parviendra  toujours  à  la 
même  résultante  définitive  ,  quel  que  soit  l'ordre 
dans  lequel  on  prenne  les  forces  Py  P>  P*9  etc.  ;  car 
s'il  existait  deux  forces  différentes  dont  chacune  fut 
équivalente  à  ce  système  de  forces,  il  faudrait  que 
l'une  de  ces  deux  résultantes,  étant  prise  en  sens 
contraire  de  sa  direction ,  fit  équilibre  à  l'autre,  sans 
lui  être  égale  et  directement  opposée ,  ce. qui  est 
impossible.  Mais  il  n'en  est  plus  de  même  quand  les 
forces  données  se  réduisent  à  deux  forces  parallèles, 
non  réductibles  à  une  seule  :  deux  forces  de  cette  - 
espèce  ne  sont  point  déterminées  en  grandeur  et  en 
direction;  au  contraire,  on  s'assure  aisément  qu'elles 
peuvent  être  remplacées,  d'une  infinité  de  manières 
différentes,  par  deux  autres  forces  de  la  même  es- 
pèce, qui  leur  sont  équivalentes,  et  qui  n'ont  ce- 
pendant ni  la  même  direction ,  ni  la  même  grandeur 
que  les  premières. 

45.  Maintenant  cherchons  la  valeur  de  la  résul- 
tante des  forces  P,  Pty  P"y  etc. ,  quand  elles  en  put 
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Mtie,  et  i  équation  de  la  droite  suivant  laquelle  elle 


agit. 


Soient  m,  m'9  m*,  etc.  (fig.  i5),  les  points  d'appli- 
cation des  forces  Py  P'yP'yelc.;  mC9m'C'yrri,Cyelc.y 
leurs  directions;  dans  le  plan  qui  contient  toutes  ces 
lignes,  menons  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oj; 
désignons  par  x  etjry  les  coordonnées  de  m  rappor- 
tées à  ces  axes  ;  par  af  et  y,  celles  de  m';  par  a:*,  et 
y 9  celles  de  m';  etc.  Conformément  au  n°<),  conce- 
vons* par  chacun  des  points  my  tri,  etc.  ,  des  droites 
parallèles  à  ces  axes ,  et  dirigées  dans  le  sens  des 
coordonnées  positives  :  ces  droites  sont  mA  et  mB 
pour  le  point  m  :  les  angles  AmC  et  BmC  serviront 
donc  h  fixer  la  direction  mCy  et  nous  supposerons 
AmC==ay  BmCz=€.  Nous  représenterons  de  même 
par  cl'  et  £',  les  angles  relatifs  à  la  direction  m'C,  qui 
sont  A'mC  et  Bm(?\  par  d  et  £%  les  angles 
A*m*C  et  B*m"C ,  qui  déterminent  la  direction 
m"C*\  etc.  Tous  ces  angles  peuvent  être  aigus  ou 
obtus;  ils  sont  censés  donnés,  ainsi  que  les  coor- 
données des  points  m,  rny  m",  etc.  ,  et  les  quantités 
P,  Fy  P%  etc. 

Cela  posé,  je  décompose  chacune  des  forces 
P9  Iy,  P",  etc.  en  deux  forces,  lune  parallèle  à 
Taxe  Ojc9  l'autre  parallèle  à  Taxe  Oj  :  les  compo- 
santes de  la  force  P  sont  P.cos.a  et  .P.cos.C 
(n°  20)  ;  celles  de  P*  sont  F.cos.af  et  P'.qqs.C;  etc. 
De  cette  manière  ,  les  forces  données  sont  rempla- 
cées par  deux  systèmes  de  forces  parallèles.  Soit  X^  " 
la  résultante  des  composantes  parallèles  k  Ox,  et  Yy 
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celle  des  composantes  parallèles  kOjr  :  nous  aurons 

X=-P.cos.«e-4-P'.co8.«e'+  JPir.cos.*ff  +  etc 
K=.P.cos,e-|-P,.cos.C'-H.P,r.coa.e*  +  etc. 

Désignons  en  outre  par^,,  l'ordonnée  du  point  oU 
la  force  X  coupe  Taxe  Ojr.  Il  est  permis  de  prendre 
pour  points  d'application  des  composantes  de  cette 
force,  les  points  où  leurs  directions  viennent  couper 
ce  même  axe.  Alors  tous  les  points  d'application 
étant  rangés  sur  la  droite  Ojr  ,  à  dès  distances 
jr9y9jf>  etc.  du  point  0,  on  aura,  d'après  le  n°  41  > 

Xy,  =  yP.coa<*+y'P'. cog.*'  +yP*. cos.V-+-  etc. 

Et  de  même,  en  appelant  xê9  l'ordonnée  du  point 
où  la  force.  Y  rencontre  l'axe  Ox,  on  aura 

rx/—xP.co*.C  +  xfP'.co*X  -f-  xmP".con.C*+  etc. 

Les  valeurs  de  xê  et  dey,  étant  données  par  ces 
deux  équations,  nous  connaîtrons  les  parallèles  aux 
axes  Ox  et  Oy,  suivant  lesquelles  agissent  les  forces 
X  et  Y'y  je  suppose  que  nE  et  nF  sont  ces  deux 
droites,  qui  se  coupent  au  point  n,  que  je  prends  pour 
leur  point  commun d  application;  je  cherche  ensuite 
leur  résultante  par  la  règle  connue  :  en  appelant  R> 
cette  résultante,  a  et  £,  les  angles  que  sa  direction 
inconnue  fait  avec  les  droites  nE  et  nFy  et  en  ob- 
servant que  l'angle  EnFe&l  droit,  on  aura  (n*ao), 

fi.  =  V/ÂMTF»  x       coa.  a=  J,      cos.  b  =  £ 

a  il'     ' 
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Cette  résultante  R  est  celle  de  toutes  les  forces 
données  Py  P*y  P\  etc.;  or,,  puisque  le*  valeurs  de 
XetY  sont  déterminées ,  en  fonction  dé  quantités 
données ,  il  s'ensuit  que  la  valeur  de  R  et  des  angles 
a  et  h  relatifs  à  sa  direction,  sont- aussi  contins  ;  de 
plus,  nous  connaissons  les  coordonnées  a?;  e\yt  d'un, 
point  n  de  cette  direction  ;  par  conséquent  cette 
force  est  complètement  déterminée  de  grandeur  e{ 
de  position. 

4&  On  déduit  immédiatement  de  celte  déterrai-» 
nation ,  l'équation  de  la  droite  suivant  laquelle  la 
résultante  est  dirigée:  la  tangente  de  l'angle  que  fait 
cette  droite  avec  Taxe  Ox3  est  évidemment  exprimée 

par  le  rapport*  €°-    ,  qttP  est  égal  à  r=- ,  d'après  nos 

équations;  d'ailleurs  elle  doit  passer  par  le  point  n, 
dont  les  coordonnées  sont  oùt  etjré  ;  donc  en  appe- 
lant set  t,  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  ^ 
son  équation  ser? 

ou  ,  ce  qui  est  la  même  chose  , 

Xt—  Ys=Xyé—  Yxr 

Mais  en  faisant,  pour  abréger, 

L-=P(y .  cos.  a — x,  cos.  C}-hPt(y' .  cos.  *'— pj/.  cos»  0+etcN* 

les  valeurs  précédentes  de  Xyt  et  Yxrr  donneront 
Xjré — Yx=L;  par  conséquent  l'équation  de  \\ 
résultante  deviendra 
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'<  Cette  équation  étant  construite,  fera  connaître  la 
position  de  la  résultante  dans  le  plan  des  compo- 
santes ;  mais  on  ignorera  encore  le  sens  de  son  ac- 
tion suivant  la  droite  construite ,  et  pour  le  déter- 
miner, il  faudra  faire  attention  au  signe  de  cos.tf  ou 
de  cos .  by  ou  bien  à  celui  de  X  ou  de  Y» 

a  47-  Toute  cette  analyse  suppose  les  composantes 
parallèles  à  Oxy  réductibles  à  une  seule  force,  ainsi 
que  les  composantes  parallèles  à  Taxe  Ojr;  il  faut 
donc,  pour  la  compléter,  examiner  les  cas  parti- 
culiers où  ces  réductions  sont  impossibles.    . 

Lorsque  ces  deux  systèmes  de  forces  parallèles  se 
réduisent  chacun  à  deux  forces  égales  et  contraires,  * 
mais  non  directement  opposées,  on  voit  sans  peine 
que  ces  quatre  forces  peuvent  être  réduites  à  deux, 
qui  seront  parallèles,  égales  et  contraires,  et  qui  ne 
se  trouveront  point,  en  général,  directement  op- 
posées ;  par  conséquent  les  forces  données  n'admet- 
tent point,  dans  ce  cas,  une  résultante  unique.  On 
a  alors,  à-la-fois,  X=  o  et  Y=o;  les  équations  du 
n°  45  donnent  donc 

c'est-à-dire,  que  le  calcul  donne  alors ,  comme  il 
arrive  toujours  en  pareil  cas  (n°  54) ,  une  résultante 
nulle,  située  à  une  distance  infinie  des  composantes. 
Si  les  forces  parallèles  à  l'axe  des  x  ont  une  ré- 
sultante qui  sera  égale  à  leur  somme  X>  et  que  les 
forces  parallèles  à  Taxe  des  y  se  réduisent  à  deux , 
égales  et  contraires ,  ces  trois  force?  se  réduiront 
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facilement  à  une  seule  que  l'on  trouvera  égale  et 
parallèle  à  X.  En  effet,  soit  gE  (  fig.  14  ) ,  la  di- 
rection de  la  force  X-y  kF  et  k'Fvy  les  directions 
contraires  des  deux  forces  parallèles  h  Taxe  Ojr;  g9 
le  point  d'intersection  des  deux  lignes  kF  et  gE  y 
que  nous  choisirons  pour  point  d'application  des 
forces  dirigées  suivant  ces  droites.  Prenons  la  ré- 
sultante de  ces  deux  forces,  et  supposons  que  gD 
soit  sa  direction ,  qui  rencontre  la  droite  k'Fv  au 
point  g'  ;  transportons-y  son  point  d'application  ; 
menons  par  ce  même  point,  la  droite  g'E'  parallèle 
à  gE  ;  puis  décomposons  cette  résultante  en  deux 
forces  dirigées  suivant  g'E'  et  g'k'  y  ou  parallèles 
aux  axes  Ox  et  Ojr.  Il  est  évident  que  nous  retrou- 
verons la  force  X  y  et  une  force  égale  à  celle  qui 
agissait  suivant  gF  y  agissant  maintenant  suivant 
g'k'  :  cette  seconde  force  sera  égale  et  directement 
opposée  sl  la  force  dirigée  suivant  g'k'  ;  elles  se  dé- 
truiront donc  mutuellement,  et  il  ne  restera  qu'une 
force  X  dirigée  suivant  g'E'  ;  donc  celle-ci  sera  la 
résultante  des  trois  forces  données,  qui  étaient  di- 
rigées suivant  gEy  kF  et  H  F*. 

On  verra  de  même  que  si  les  forces  parallèles  à 
Taxe  Ojr  ont  une  résultante  unique,  et  que  les  forces 
parallèles  à  Taxe  Ox  se  réduisent  à  deux ,  égales  et 
contraires ,  ces  trois  forces  se  réduiront  à  une  seule 
qui  sera  égale  et  parallèle  à  la  première.  Ainsi, 
toutes  les  fois  que  les  deux  quantités  X  et  Y  ne  sont 
pas  nulles  à-la-fois,  les  forces  données  Py  Py  P*9  etc. 
admettent  une  résultante  unique  :  quand  on  a  seu- 
lement X=o,  cette  résultante  est  parallèle. à  Taxe 
Oyy  et  elle  est  parallèle  a  l *àxeOx,  quand  on  a  V=ô. 
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48.  On  ne  peut  pas  douter  que  l'équation  (1)  n'ap- 
partienne à  la  résultante  toutes  les  fois  qu'il  en  existe 
une,  même  lorsqu'elle  est  parallèle  à  l'un  des  deupc 
axes  ;  car,  d  après  ce  qui  précède ,  elle  appartient 
certainement  à  la  direction  de  cette  force,  lorsqu'elle 
fait  des  angles  quelconques  avec  ces  axes  ;  et  comme 
ce  résultat  a  lieu  ,  quelque  petit  que  soit  l'un  de  ces 
angles,  il  s'ensuit  qu'il  subsiste  encore  à  la  limite  où 
cet  angle  devient  nul,  et  la  force  parallèle  à  l'axe. 

Si  l'on  fait  successivement  F=o  et  -JT=o,  dans 
cette  équation,  on  trouve 

Xt  =  L,        Ys  =  —  L; 

équations  qui  appartiennent  à  des  droites  parallèles 
à  l'axe  des  x  et  à  l'axe  des  j',  et  qui  font  connaître 
leurs  distances  à  ces  axes.  On  tire  de  la  première 

t  =  -y  ;  et  cette  valeur  de  t  exprime,  dans  la  fîg.  14* 

la  distance  de  la  ligne  g'E'  à  l'axe  Ox,  ou ,  ce  qui 
est  la  même  chose,  l'ordonnée  01  du  point  /où  cette 
direction  de  la  résultante  coupe  l'axe  Oy.  Il  ne  sera 
pas  inutile  de  dire,  en  peu  de  mots;  comment  on 
peut  vérifier  cette  valeur  de  OL 

49.  Le  point  h  étant  l'intersection  de  la  droite  kË 
avec  Taxe  Ojry  on  a  d'abord  01=  Oh — hl;  mais  en 
&isant  Oh=jr/9  on  a  déjà  (  n°  45) 

Xyé  —yP. cos. * -j-yP*. cos. et' -f-  yaP*.coB. ce*  +  etc.  ; 

il  ne  reste  donc  plus  que  la  valeur  de  hl  à  trouver. 

Pour  cela,  appelons  \S  la  force  dirigée  suivant  kFy 

s  sa  distance  à  l'axe  Oj,  *S'laforcc  égale  et  contraire, 
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*jut  qgit  suivant  kF*y  et  s'  sa  distance  au  même  axei 
En  considérant  que  5  est  la  résultante  dune  partie 
tdes  forces  P . cos *  6,  -P . cos . C>  etc. ,  parallèles  à  cet 
axe,  et  que  y  est  la  résultante  de  l'autre  partie,  on 
aura,  d'après  le  n#  41  >i 

Ss  +  Sfs^xP.cos^+x'P\co9X'-+&"P".cos.C'+etc.i 

d'ailleurs  on  a 

s-S=gk,      M=gW,      S>=-S, 

€t  par  conséquent 

mais  à  Cause  que  la  diagonale  g'g  du  rectangle 
*#'*#  est  1*  direction  de  la  résultante  des  forces 
S  et  X,  agissant  au  point  g  suivant  les  côtés  g'kf  et 

#fky  on   a  aussi 

gklg'k'llXlS; 
4  ou  1  on  tire 

On  atira  donc 

X.hl=xP.cos.C  +  x'P'.coë.C+x*P''.co8.Ct'+ttc.i 

retranchant  cette  valeur  de  celle  de  Xyt ,  mettant  Ot 
à  la  place  àejr, — hl9  et  faisant  attention  à  ce  que  £ 
représente  (  n*  46  ),  il  vient 

X.hl=L} 

résultat  qui  coïncide  avec  celui  du  n°  précédent. 

5o.  Pour  trouver  maintenant  les  conditions  d'équi* 
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libre  des  forces  P>  Py  Pk,  etc.,  données  en  gran*- 
deur  et  en  direction ,  et  toutes  comprises  dans  un 
même  plan,  je  séparerai,  comme  dans  le  n°4a,  la 
force  P  des  autres.  S'il  n'y  a  aucun  point  fixé  dans 
le  système,  il  faudra,  pour  que  ces  forces  se  dé- 
truisent ,  que  jP',  .P*,  etc.  aient  une  résultante  égale 
et  contraire  à  P  :  soit  R  cette  résultante;  d  et  b'y  les 
angles  qui  déterminent  sa  direction,  par  rapport  aux 
axes  Ox  et  Oy  (  fig.  i3  );  nous  aurons  (  n*  4$  ) 

-  R. cos.a'  =  P/. cos. et'  +  P". cos. a"  +  etc. , 
/r.cos.Z/=jP\cos.C'  +  P\cos.C''  +  etc.; 

et  pour  l'équation  de  la  droite  suivant  laquelle  cette 
résultante  agit  (  n°  46  ) , 

XV— yy==Z/,         (a) 

t'  et  s'  étant  les  coordonnées  variables  :  X'  et  Y* 
désignent  ici  ,  pour  abréger  ,  les  composantes 
Ii  .cos. a'  et  K. cos. h',  et  L'  représente  la  quantité 

Fty. cos. *'*- x' . cos .C)+P*(Y .cos.  a"— x°.cos.C")+etc.  ; 

de  manière  qu'en  comparant  ces  quantités  à  leurs 
analogues  X,Ket  L  des  not  45  et  46,  on  a 

X'  =  X— P.cos.ct,         Y'=Y—  P.cosX, 
JJ '  —  L —  P(y.cos.* — x.cos.C). 

Les  deux  forces  P  et  R  devant  être  égales  et  di- 
rectement opposées ,  il  faut  d'abord  que  la  somme 
de  leurs  composantes,  suivant  chaque  axe  des  coor- 
données, soit  égale  à  zéro;  il  faut  donc  qu'on  att 

X'-t-  P.C0i.ct=09  r+p.cos.e=c; 

ou, 
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bu ,  ce  qui  est  la  même  chose, 

Mais  eh  vertu  de  ces  deux  équations,  ces  forces  se- 
ront seulement  égales,  parallèles  et  dirigées  eu  sens 
contraires;  et  pour  qu'elles  soient  directement  op- 
posées j  il  faut  eocore  que  le  point  m ,  auquel  est 
appliquée  la  force  P,  se  trouve  sur  la  direction  de 
la  force  R  $  donc  ses  coordonnées  x  et  y  doivent 
satisfaire  à  l'équation  (2),  c'est-à-dire ,  que  cette 
équation  doit  subsister,  quand  on  y  fait  s'=x9  t=y\ 
ce  qui  donne  X'y — Yx=Lf;  équation  qui  se  réduit  à 

lorsqu'on  y  met,  pour  X'y  Y'  et  Z',  leurs  valeurs: 
U  résulte  de  là  que  ces  trois  équations 

sont  nécessaires  et  suffisent  pour  l'équilibré  des 
forcés  Py  Pf9  P*y  puisqu'elles  expriment,  étant 
prises  toutes  trois  ensemble ,  que  Ces  forces  se  ré+ 
duisent  à  deux,  égales  et  directement  opposées.  Eu 
y  mettant  pour  X,  Y  et  L ,  ce  que  ces  lettres  re- 
présentent, on  a 

<P-cos.*  +  iy.coB.*'-f-/*,f.co3.*lr4-etc.  =  6,  \ 

P.cosX  -f-i,r.cos.Cr  +  Pir.co8.^+etc.  =  o,  >(3) 

P(y .  cos.*— «.cos-O+^C/*008-*' — ^,.co3.C)+ete.=50.  ' 


Lorsque  les  forces,  les  angles  et  les  coordonnées 
qui  entrent  dans  ces  équations,  et  qui  Sont  donnés 
1.  5 
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dans  chaque  cas  particulier,  les  rendront  identiques, 
on  pourra  assurer  que  l'équilibre  existe  ;  et  si  Tune 
de  ces  trois  équations  n'est  pas  satisfaite  par  ces 
quantités,  on  sera  également  certain  que  l'équilibre 
n'a  pas  lieu. 

5 1 .  Si  Ton  a  seulement  £=o,  les  forces  P,P'9Pf,ye\c; 
auront  une  résultante  égale  à  \/X*-i-F*y  et  dont  la 
direction  passera  par  le  point  O,  origine  des  coor- 
donhées  ;  car  son  équation  se  réduit  alors  à 

Xt  —  Ys=o9 

qui  appartient  à  une  droite  menée  par  cette  origine; 
Or,  quand  il  existe  un  point  fixe  dans  le  système, 
ilsuffit,  pour  l'équilîbrfe,  que  la  résultante  dés  forces 
données  passe  par  ce  point,  et,  de  plus,  l'équilibre 
ne  peut  avoir  lieu  que  de  cette  seule  manière  ;  donc, 
dans  le  cas  d'un  point  fixe ,  si  l'on  prend  ce  point 
pour  origine  des  coordonnées,  les  conditions  d'équi- 
libre se  réduiront  à  ce  que  la  quantité  L  soit  nulle, 
par  rapport  à  cette  origine;  de  sorte  qu'on  n'aura 
alors  qu'une  seule  équation  d'équilibre,  savoir;  la 
troisième  équation  (3). 

52.  Nous  ferons  souvent  usage,  dans  la  suite  de 
cet  Ouvragé ,  dlune  espèce  de  momens  dont  nous 
n'avons  pas  parlé  jusqu'ici ,  et  qu'il  ne  faut  pas  con- 
fondre avec  les  momens  que  nous  avons  définis 
dans  le  n°  3c).  En  attendant  que  nous  en  donnions 
une  théorie  complète,  nous  exposerons  ici  celles  dfe 
leurs  propriétés ,  qui  sont  relatives  a  là  composition 
des  forces  dirigées  dans  un  même  plan. 
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On  appelle  moment  d'une  force  par  rapport  a  un 
point j  le  produit  de  cette  force  par  la  perpendicu- 
laire abaissée  de  ce  point  sûr  sa  direction  ;  le  point 
d'où  Ton  abaisse  la  perpendiculaire  se  nomme  le 
centre  des  momens. 

Les  momens  par  rapport  à  un  point,  différent 
essentiellement  des  momens  par  rapport  à  un  plan 
(  n*  3g  ).  Ceux-ci  dépendent  du  point  d'application  * 
de  la  force,  et  sont  indépendans  de  sa  direction  ;  les 
momens  par  rapport  à  un  point  dépendent ,  au  con- 
traire, de  la  direction  ^  et  sont  indépendans  du  point 
d'application.  Les  premiers  ne  s'emploient  que  dans 
la  théorie  des  forces  parallèles;  ils  peuvent  être  po- 
sitifs ou  négatifs;  leurs  signes  se  déterminent  d'après 
ceux  de  la  force  et  de  l'ordonnée  du  point  auquel 
elle  est  appliquée ,  puisqu'ils  sont  le  produit  de  ces 
deux  quantités.  Au  contraire,  dans  les  momens  par 
rapport  a  un  point,  les  deux  facteurs,  savoir,  la 
force  et  la  perpendiculaire  abaissée  sur  sa  direction, 
sont  des  quantités  qu'on  regarde  toujours  comme 
positives  ;  par  conséquent  ces  momens  sont  aussi 
toujours  positifs. 

53.  D'après  cette  définition ,  il  nous  sera  aisé  de 
démontrer  que  le  moment  de  la  résultante  de  deux 
forces,  pris  par  rapport  à  un  point  de  leur  plan  , 
est  égal  à  la  somme  ou  à  la  différence  des  momens 
des  composantes ,  pris  par  rapport  au  même  point  ; 
à  k  différence,  quand  ce  point  est  compris  dans 
l'angle  des  composantes,  ou  dans  son  opposé  au 

5.. 
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commet  ;  à  la  somme ,  quand  ce  point  tombe  hors 
de  ces  deux  angles* 

En  effet ,  soient  P  et  Pty  ces  deux  forces  ;  mA  et 
m  A'  (  fig.  i5  et  16  ),  leurs  directions;  Q  leur  résul- 
tante; agissant  suivant  mB;  Cy  le  centre  des  rao- 
mens;  p>  p'y  qy  les  perpendiculaires  Cay  Cdy  Cby 
abaissées  de  ce  point  sur  les  directions  de  Py  P  et  Q. 
Décomposons  chacune  de  ces  trois  forces  en  deux 
autres  ,  dirigées  suivant  la  droite  mCy  et  suivant  la 
perpendiculaire  KmK!  élevée  sur  cette  droite;  et 
considérons  les  composantes  perpendiculaires  à  mC. 

On  a  évidemment 

Cm       _  : 

l 

en  désignant  par  c  y  la  longueur  de  la  ligne  Cm  ;  donc 
la  composante  de  la  force  Q,  suivant  mKy  sera  égale 

à  Q.  -.  De  même  les  composantes  perpendiculaires 

à  Cmy  àe  P  et  F  sont  égales  à  P.  £  et  F.  £;  elles 

sont  dirigées  en  sens  contraires,  quand  la  ligne  Cm 
traverse  l'angle  AmA9  (fig.  i5  ),  et  dans  le  même 
sens,  quand  cette  ligne  tombe  hors  de  cet  angle 
(  fig.  16  )•  Or,  la  somme  de  ces  composantes  de 
P  et  P,  dans  le  second  cas,  et  l'excès  de  la  plus 
grande  sur  la  plus  petite,  dans  le  premier,  doit  re- 
produire la  composante  de  Qy  puisque  Q  est  la  ré- 
sultante de  Pet  P7;  on  aura  donc,  en  supposant  la 
composante  de  Py  plus  grande  que  celle  de  P, 

'      Q.ïzzP.Ï+P'Xl 

V     *  €  C  * 
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le  signe  +  se  rapportant  à  la  fig.  16,  et  le  signe—, 
a  la  fig.  i5;  supprimant  le  dénominateur  c,  com- 
mun à  tous  les  termes ,  il  vient 

Qq  =  Pp±.P'p'y 

ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

54*  Si  Ton  imagine  que  le  point  C  soit  fixe ,  et 
que  les  perpendiculaires  Cay  Ca'y  Cby  soient  des 
droites  inflexibles,  les  forces  Py  Pfy  Q,  qui  peuvent 
être  censées  agir  aux  extrémités  de  ces  droites ,  ne 
pourront  produire  qu'un  mouvement  de  rotation 
autour  de  ce  centre  fixe.  Or,  l'inspection  de  la  fig.  16 
suffit  pour  montrer  que  quand  le  point  C  toipbe  hors 
de  l'angle  ÀmA'y  et  de  son  opposé  au  sommet ,  les 
forces  P  et  P*  et  leur  résultante  Q  tendent  à  faire 
tourner  leurs  points  d'application,  dans  le  même  sens 
autour  de  ce  point  C;  au  contraire,  lorsque  ce  point 
tombe  dans  l'un  de  ces  deux  angles,  la  fig.  i5  fait 
voir  que  les  forces  P  et  P*  tendent  à  faire  tourner 
les  points  a  et  a  en  sens  opposés;  et  Ton  voit  aussi 
que,  dans  ce  cas,  la  résultante  Q  tend  à  faire1  tourner 
aon  point  d'application,  dans  le  même  sens  que  celle 
des  deux  composantes  qui  a  le  plus  grand  moment. 
D'après  cette  remarque,  nous  pouvons  énoncer,  de 
la  manière  suivante,  le  théorème  que  nous  venons, 
de  démontrer. 

Le  moment  de  la  résultante  de  deux  forces  est  égal 
à  la  somme  ou  à  la  différence  des  momens  de  ces 
forces,  selon  qu'elles  tendent  à  faire  tourner  leurs 
p oints  d'application  dans-  le  même  sens  ou  dans  des. 
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sens  opposés  y  autour  du  centre  des  momens  oui  est 
pris  dans  leur  plan  et  regardé  comme  fixe. 

Ce  théorème  ayant  lieu  pour  des  forces  qui  font 
entre  elles  un  angle  quelconque ,  doit  encore  sub- 
sister ,  quand  elles  deviennent  parallèles  ;  c'est  en 
effet  une  conséquence  facile  à  déduire  de  la  com- 
position de  ce  genre  de  forces  (n°  3a). 

55.  L'avantage  de  ce  dernier  énoncé  est  de  pou- 
voir facilement  s'étendre  à  un  nombre  quelconque 
de  forces  P,  -F,  P*y  etc.  ,  dirigées  dans  un  même 
plan  :  en  regardant  le  centre  des  momens  comme 
un  point  fixe,  autour  duquel  ces  forces  tendent  à 
faire  tourner  le  système  de  leurs  points  d'applica- 
tion ,  le  moment  de  la  résultante  est  égal  à  la  somme 
des  momens  des  forces  qui  tendent  à  faire  tourner 
dans  le  même  sens  qu'elle  ,  moins  la  somme  des 
momens  des  forces  qui  tendent  a  faire  tourner  en 
sens  contraire. 

Sans  qu'il  soit  besoin  de  construire  une  figure  , 
supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  les  trois  pre- 
mières forces  Ps  Pfy  P9  tendent  à  faire  tourner  dans 
un  même  sens,  et  toutes  les  autres,  dans  le  sens  op- 
posé. Reprenons  la  suite  des  constructions  du  n°  44- 
Soit  Q  la  résultante  de  P  et  P*  ;  (?  celle  de  Q  et  P*y 
ou  de  Py  P*  et  P0;  soient  encore  py  p'y  p*y  q  et  q'9 
les  perpendiculaires  abaissées  du  centre  des  momens 
sur  les  directions  des  forces  P,  -F,  P*,  Q  et  Ç\ 
Nous  aurons ,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir, 

Qq  =  Pp  +  P'p',*     Q'q'=Q<l+PYi 
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tfdu  Ton  tire 

Q'<f  =  pP+iyp'  +  py. 

De  même  ,  si  Ton  désigne  par  Q, ,  la  résultante  de 
toutes  les  autres  forces  Pm,  P,T,  etc.  ;  par  q,>  la 
perpendiculaire  abaissée  du  centre  des  momens  sur 
sa  direction;  par  p"9  p'r,  etc. ,  les  pçrpendiculaires 
abaissées  du  même  point  sur  les  directions  des 
forces  Pm,  Pirj  etc.  :  on  aura 

Or,  la  résultante  i?  de  toutes  les  forces  données,  sera 
celle  des  deux  forces  Q*  et  Q/  ;  si  donc  on  repré- 
sente par  r,  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  des 
momens  sur  la  direction  de  i?,  et  si  l'on  considère 
que  ces  forces  Q  et  Q/  tendent  à  faire  tourner  en 
sens  opposés,  on  aura 

Rt=  ÇV  -  q„i9      ou      flr=  Qéq-  Q'f, 

selon  que  Qq'  sera  plus  grand  ou  plçs  petit  que 
Qflê ,  car  le  produit  Rr  doit  toujours  être  positif. 
Dans  le  premier  cas,  la  force  R.  tendra  à  faire  tourner 
le  système  dans  le  même  sens  que  la  force  Qy  et 
par  conséquent  dans  le  même  sens  que  les  trois 
forces  P>  ï*',  P*  ;  nous  supposerons  que  ce  soit  ce 
premier  cas  qui  ait  lieu  ;  de  sorte  qu'en  substituant 
pour  Qfq'  et  Q/j/9  leurs  valeurs,  nous  aurons 

Rr  =  pP  +  py  +  py  —  py —  Piy*  —  etc.  (4) 

56.  Cette  équation  renferme  le  théorème  que  l'on 
voulait  démontrer  pour  un  nombre  quelconque  de 
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forces.  On  peut  encore  le  rendre  plus  général,  en 
observant  qu'il  a  lieu ,  non-seulement  quand  on  con- 
sidère la  résultante  définitive  des  forces  données  , 
mais  encore  lorsque  Ton  se  contente  de  les  réduire 
à  un  moindre  nombre;  de  manière  que  si  l'on  dé- 
signe par  S>  y,  S*,  etc. ,  des  forces  dont  l'ensemble 
soit  équivalent  aux  forces  P9  Py  P*,  etc. ,  et  par 
s y  s'y  s" ,  etc. ,  les  perpendiculaires  abaissées  du  cen* 
tre  des  momei^s  sur  les  directions  de  S,  5",  5#,  etc., 
on  trouvera,  par  le  même  raisonnement  que  dans  le 
-à0  précédent, 

Ss+ SV-hSV'+etc.  =Pp+P'p'+P*p"—P*pm—P»p"--etc.j 

équation  dans  laquelle  on  doit  prendre  avec  le  signe 
-f-  ,  les  momens  des  forces  S,  S'y  *S*,  etc. ,  qui  ten- 
dent à  faire  tourner  dans  le  même  sens  que  Py  P* 
çt  P'y  et  avec  le  signe  — ,  les  momens  de  celles 
qui  tendent  à  faire  tourner  dans  le  sens  des  autres 
forces  jP*,  P1*,  etc. 

Cette  équation  a  l'avantage  de  comprendre  le  cas 
particulier  pu  les  forces  données  Py  P'y  P*y  etc. 
n'ont  point  une  résultante  unique. 

57.  L'équation  (4)  fournit  un  énoncé  fort  simple 
de  la  loi  de  l'équilibre  dans  le  levier.  En  effet ,  un 
levier  est  en  général  une  ligne  inflexible,  droite  o\\ 
courbe ,  fixée  par  un  de  ses  pçjnts  qu'on  appelle  le 
point  d'appui;  en  supposant  donc  le  levier  que  Fou 
considère,  formé  par  une  courbe  plane,  et  les  forces 
qui  lui  sont  appliquées,  toutes  dirigées  dans  le  plan, 
de  cette  courbe,  il  faudra ,  pour  l'équilibre,  que  çe$ 
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forces  aient  une  résultante  qui  vienne  passer  par  le 
point  d'appui  ;  si  donc  on  prend  ce  point  pour  le 
centre  des  momens,  le  moment  de  la  résultante  sera 
égal  à  zéro  ;  donc  en  vertu  de  l'équation  (4),  et  en 
conservant  les  suppositions  du  ne  55,  on  aura 

Pp+py+py—  py—  pixpx1— etc-  =  °i      (5) 

c'est-à-dire,  que  pour  l'équilibre,  la  somme  des  nun 
mens  des  forces  qui  tendent  a  faire  tourner  le  levier 
dans  un  sens,  doit  être  égale  à  la  somme  des  momens 
4e  celles  qui  tendent  à  le  foire  tourner  dans  le  sens 
opposé ,  les  momens  des  unes  et  des  autres  étant  prisi 
par  rapport  au  point  d 'appui. 

58.  Comme  il  existe  réellement  un  point  fixe 
dans  le  levier,  il  est  naturel  de  faire  entrer  la  con- 
sidération du  mouvement  de  rotation  autour  de  ce 
point,  dans  l'énoncé  de  la  condition  d'équilibre,  et 
île  la  faire  servir  à  distinguer  les  momens  qui  doi- 
vent être  pris  avec  lç  signe  +  ,  et  ceux  qui  doivent 
avoir  le  signe  — .  Mais  quand  il  s'agit  d'un  système 
de  forces  appliquées  à  un  corps  qui  n'est  retenu  par 
aucun  point  fixe,  la  considération  d'un  mouvement 
de  rotation  hypothétique  est  tout-a-fait  indirecte  et 
d'ailleurs  peu  commode.  Il  vaut  mieux  alors,  ainsi 
que  nous  l'avons  pratiqué  précédemment,  intro- 
duire à  la  place  des  forces  données,  leurs  compo- 
santes parallèles  a  des  axes  rectangulaires,  et  à  la 
place  des  perpendiculaires  abaissées  sur  leurs  di- 
rections, les  coordonnées  de  leurs  points  d'applica- 
tion ;  car  ces  composantes  et  ces  coordonnées  ont 
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l'avantage  que  leurs  signes  sont  donnés  en  même 
teins  que  leurs  valeurs,  sans  qu'on  ait  besoin  de  re- 
courir à  aucune  règle  particulière. 

Au  reste,  l'équation  Z=o  du  nf  5i  et  l'équa- 
tion (5)  que  nous  venons  de  trouver,  exprimant, 
l'une  et  l'autre,  la  condition  d'équilibre  des  forces 
Py  Pf9  P"y  etc. ,  autour  d'un  point  fixe^  il  est  évi- 
dent que  ces  deux  équations  doivent  être  équiva- 
lentes; et,  en  effet ,  si  l'origine  des  coordonnées 
oc y  y y  zfytfy  etc. ,  qui  entrent  dans  la  fonction  Z, 
coïncide  avec  le  centre  des  momens ,  d'où  l'on 
abaisse  les  perpendiculaires  p9  p\  p*y  etc.,  on  a 
identiquement 

pP+p'p'+py—P>'p~—P"p« — ctc.=±  L.     (fi) 

On  pourrait  vérifier  cette  équation ,  en  observant 
que  les  différens  termes  jr.P  .cos.  et  y  x.P.cos.Gy 
jr'.P'.cos.a'y  etc.  de  la  fonction  Z,  sont  les  moipens 
des  composantes  de  P,  jP,  P*y  etc. ,  pris  par  rap- 
port à  l'origine  des  coordonnées,  et  en  montrant 
que  ces  termes  sont  assemblés  dans  L  par  les  signes 
+  ou — ,  selon  le  sens  dans  lequel  chaque  compo- 
sante tend  à  faire  tourner  autour  de  ce  point;  mais 
on  obtieqLt  plus  simplement  l'équation  (6),  de  la 
manière  suivante. 

Supposons  que  Py  jP,  P"7  etc.  ont  jjne  résul- 
tante ïl }  son  équation  sera ,  d'après  le  n°  46  > 

t-Y-  ,  +  k. 
l—  x'  s^ X' 

et  d'après  les   formules  connues ,  la  longueur  de  la 
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perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  des  coordon- 
nées sur  cette  droite,  sera  exprimée  par 


V/xa+p' 


en  prenant  le  signe  «+•  ou  le  signe  — ,  selon  que  Jj 
est  positive  on  négative,  car  cette  longueur  doit  tou- 
jours être  positive.  Donc,  r  étant  cette  perpendicu- 
laire y  et  observant  que  \/X*-{-Y*—R ,  on  aura 

Rt=±.L\ 

équation  qui  est  la  même  en  vertu  de  l'équation  (4), 
que  celle  qu'on  veut  vérifier. 

Si  les  forces  Py  Pfy  P"y  etc.  n'ont  pas  de  résul- 
tante, on  ajoutera  à  ce  système  une  force  S  de  gran- 
deur et  de  position  arbitraires ,  et  alors  il  existera 
une  résultante.  L'équation  (6)  aura  donc  lieu ,  en 
comprenant  S  au  nombre  des  forces  données;  or, 
eji  supposant  que  sa  direction  passe  par  l'origine  des 
coordonnées,  les  deux  membres  de  cette  équation 
seront  les  mêmes  que  si  la  force  S  n'existait  pas  ; 
donc  Téquation  (6)  subsiste  entre  les  seules  forces 
Py  P,y  P"y  etc.  ;  par  conséquent  elle  est  vraie,  soit 
que  ces  forces  aient  ou  n'aient  pas  de  résultante. 

§.  III.  Composition  et  Equilibre  des  forces  dirigées 
d'une  manière  quelconque  dans  V espace. 

5q.  Puisque  nous  venons  de  considérer  les  force* 
parallèles  et  les  forces  dirigées  dans  un  même  plan> 
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et  que  nous  avons  résolu,  par  rapport  à  ces  deux 
systèmes  de  forces,  toutes  les  questions  qu'on  peut 
•proposer,  il  est  naturel  de  chercher  à  décomposer 
en  deux  pareils  systèmes,  les  forces  de  direction 
quelconque  dont  nous  allons  maintenant  nous  oc- 
cuper. Or,  cette  transformation  peut  s'effectuer  de 
plusieurs  manières  différentes ,  parmi  lesquelles , 
celle  que  je  vais  exposer  m'a  paru  la  plus  simple. 

Appelons  m,  m',  m",  etc. ,  les  points  matériels  sur 
lesquels  agissent  les  forces  données,  et  qui  sont 
liés  entre  eux'  d'une  manière  invariable.  Menons 
par  un  point  O  choisi  arbitrairement.  (  fi  g.  .17), 
trois  droites  rectangulaires  Ox9  Ojr9  Ozy  qui  se- 
ront les  axes  des  coordonnées.  Soit  P  la  force 
appliquée  au  point  m  ;  x9  jr,  z,  les  trois  coordon- 
nées de  ce  point;  a,  £,  y9  les  angles  que  fait  la  di- 
rection de  P  avec  des  parallèles  aux  axes  des  x>y>  z  : 
ces  angles  étant  comptés  comme  on  en  est  convenu 
au  commencement  de  ce  Traité  (ntt  5).  Désignons 
par  P*9  x'>jr'9  z' ,  a! 9  £",  5/,  ce  que  deviennent 
P>  x^y*  zj  **  G  >  y  y  Par  rapport  au  point  /»';  par 
P*y  x*yy"9  s#,  a#,  £*,  y*$  ce  que  deviennent  les  mêmes 
quantités  ,  par  rapport  au  point  m";  et  ainsi  de  suite. 

Décomposons  chacune  des  forces  Py  Pfy  P*y  etc. , 
sans  changer  son  point  d'application ,  en  trois  forces 
parallèles  aux  aies  des  coordonnées  ;  on  aura 
P .  cos .  a,  P .  cos .  a',  P9 .  cos .  a*,  etc. ,  pour  les  com- 
posantes parallèles  a  Taxe  Ox;  P. cos. 6,  -P'.cos.f , 
jP",cos.£",  etc. ,  seront  les  composantes  parallèles  a 
l'axe  Oj;  et  enfin  les  composantes  parallèles  à  l'axe 
Oz  seront  P. cos. 3^  P'.cos.^*,  P".cos.y*,  etc.  On 
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peut  substituer  ces  trois  groupes  de  forces  parallèles 
aux  forces  données  Py  F  >  P\  etc.  -,  il  ne  s'agit  donc 
plus  que  de  ramener  à  un  même  plan  les  forces  qui 
composent  deux  de  ces  groupes  :  par  exemple,  les 
forces  parallèles  aux  axes  des  x  et  des^. 

Pour  y  parvenir,  j'observe  que  sans  altérer  le  sys- 
tème de  forces  que  Ton  considère,  il  est  permis 
d'appliquer  en  un  même  point ,  deux  forces  égales 
et  contraires.  J'applique  donc  au  point  m  ,  deux 
forces  parallèles  à  Taxe  Oz,  égales  et  opposées,  et 
que  je  représente  par  g  et  —  g*  Je  compose  la 
force  g>  qui  agit  suivant  ma,  avec  la  force  P.cos.a, 
qui  agit  suivant  mh  parallèle  à  Ox;  soit  mb  la  di- 
rection de  leur  résultante,  et  B  le  point  où  son 
prolongement  vient  rencontrer  le  plan  des  xyy.  Je 
transporte  le  point  d'application  de  cette  force  en 
ce  point  ;  puis  je  la  décompose  en  deux  forces  pa- 
rallèles aux  axes  des  x  et  des  z,  ce  qui  reproduit 
les  composantes  g  et  P.cos.ot,  dont  le  point  d'ap- 
plication seulement  a  été  cbangé  :  la  force  /'«cos.ct 
est  mainlenant  dirigée  dans  le  plan  des  x,y,  suivant 
la  droite  BH,  projection  de  sa  première  direction 
mh  ;  la  force  g  est  appliquée  perpendiculairement  à 
ce  plan,  en  un  point  B  de  cette  projection  dont  les 
coordonnées  sont  faciles  à  déterminer. 

En  effet ,  si  l'on  suppose  que  A  soit  la  projection 
de  m  sur  le  plan  des  x,y,  ses  coordonnées  seront 
y  et  Xj  et  l'on  aura  y  et  x — AB,  pour  celles  du 
point/?,  puisque  ces  deux  points  sont  sur  une  même 
parallèle  à  Taxe  des  x.  Or,  en  considérant  le  paral- 
lélogramme rectangle  ABCm,  et  observant  que  sa 
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diagonale  Bm  est  la  direction  de  la  résultante  des 
forces  g  et  P. cos.a,  qui  agissent  suivant  ses  côtes 
BC  et  BJ,  on  a 

ba\  bc  ::  i\cos.*  :g; 

d'où  Ton  lire,  à  cause  de  ÊC=:z7 

n  ,        zP.cos.  « 
BA  =  — • 

g 
Les  coordonnées  du  point  d'application  de  la  force  g 
dans  le  plan  des  x,  jr  sont  donc 

zP .  C08  .  * 

y    et  x  — . 

J  S 

En  opérant  de  la  même  manière  sur  les  forces 
—  g  et  P.cos.£,  celle-ci  sera  transportée  dans  le 
plan  des  x ,  jr,  suivant  la  projection  de  sa  première 
direction,  et  les  coordonnées  du  nouveau  point  d'ap- 
plication de  la  force  — g  dans  le  même  plan,  seront 

,    zP.coaX 
y  -J et  x. 

B 
On  transportera  par  le   même   moyen,  toutes 
les  forces  -F.cos.a',  P'.cos.cl",  etc.;   P\cos.£', 
\P*.cos.C,  etc.,  dans  le  plan  des  x,jr.  Chacune  de 
ces  forces  agira  suivant  la  projection  sur  ce  plan  de 
sa  direction  primitive,  qui  pouvait  être  au-dessus 
ou  au-dessous  du  même  plan;  mais  on  aura  de  plus, 
parallèlement   à  l'axe  des  z,  autant  de  couples  de 
forces  g'  et  —  g'9  g9  et  —  g',  etc. ,  qu'il  y  a  de  points 
*ro',  m",  etc.  Les  coordonnées  des  points  d'applica- 
tion de  ces  forces,  dans  le  plan  des  x,  ^,  se  dé- 
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duîront  de  celles  qui  répondent  aux  forces  g  et  — g, 
en  accentuant  les  lettres  xy  jr,  gy  P,  et  et  G . 

60.  Nous  avons  donc,  au  lien  des  forces  données, 
un  système  de  forces  dirigées  dans  le  plan  des  x,  jr9 
et  un  système  de  forces  perpendiculaires  à  ce  plan. 

Pour  l'équilibre  des  premières ,  il  faut  qu'on  ait 
les  trois  équations  du  n°  5o,  car  les  notations  sont 
les  mêmes  ici  et  dans  ce  n°;  on  a  donc 

P.COS.ct+P/.COS.flt'4-P/'.C03.flti'-|-etC.  =0,  (1) 

P.cos.C  +  P'.  cos.  C  +  P\co8.C*-{-  etc.  =0,  (2) 

P(y.cos.* — x.coa.Cj+P'Çy'.cos.a,' — a?'.cos.C)+etc.=o.  (3) 

Pour  l'équilibre  des  forces  parallèles  à  l'axe  des  z9 
savoir:  P.cos.j/,  P  .cos.y'j  jP'.cos.^*,  etc.  ;#,#', 
g*3  etc.;  — g,  — g' y  — g">  etc.;  il  faut  d'abord 
(n°4^)  que  leur  somme  soit  nulle,  ce  qui  donne 

P*cos.y  +  P'  .cos.y'  +  P*  .cos.y*  +  etc.  =  o.  (4) 

11  faut  ensuite  que  les  sommes  de  leurs  momens  , 
pris  par  rapport  aux  plans  des  x9  z  et  des^,  zy 
qui  leur  sont  parallèles,  soient  aussi  nulles.  Or,  par 
rapport  au  premier  plan,  la  tomme  des  momens 
de  P. cos.  yyP* .cos.y'y  P*. cos. y9,  etc.,  est 

yP.cos.y+y'P'.coê.y' +y"P". cos.y+  etc.  ; 

la  somme  des  momens  des  forces  g,  g\  g",  etc.,  est 
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enfin  la  somme  des  momens  des  forces  —  g',  —  g'i 

—g*,  etc.,  est 

puisque  nous  ayons 

.  zP.cos.C  ,  t  s'P'.cos.C 

*+— F"  •     •y4~ F-  'etc' 

pour  les  coordonnées  de  leurs  points  d  application, 
perpendiculaires  au  plan  des  x9  z. 
'  On  a  donc,  en  ajoutant  ces  trois  sommes  et  en 
réduisant , 

P(y.coj.>— *.cos.C)+P,(y' .cos.y' — *'.co».?)-|-etc.  =o.  (5) 

On  trouvera  de  même,  en  formant  la  somme  des 
momens  par  rapport  au  plan  des j^,  z,  et  l'égalant 
à  zéro 

/'(x.cos.y— *.co8.*)+Jy(j/.co».y' — *'.cos.*')+etc.=o.  (6) 

61.  Ces  six  équations  suffisent  pour  l'équilibre 
des  forces  P>  P*3  P*,  etc.  ;  car  il  est  évident  que  si 
l'équilibre  existe  séparément  dans  les  deux  systèmes 
qui  remplacent  les  forces  données,  il  existera  aussi 
entre  ces  forces.  Mais  pour  que  ces  équations  soient 
nécessaires,  il  fout  qu'il  soit  démontré  que  ces  deux 
systèmes  de  forces  ne  peuvent  se  détruire,  sans 
qu'il  y  ait  équilibre  séparément  dans  chaque  sys- 
tème; c'est  en  effet  ce  qui  a  lieu. 

Supposons,  pour  le  prouver,  que  les  deux  sys- 
tèmes puissent  être  en  équilibre,  sans  que  les  forces 

parallèles 
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parallèles  à  Taxe  des  z  se  détruisent  entre  elles.  U 
est  évident  qu'on  ne  troublera  pas  cet  équilibre  en 
fixant  une  droite  choisie  au  hasard  dans  le  plan  des 
«r,  y\  mais  alors  toutes  les  forces  situées  dans  ce 
plan  seront -détruites,  soit  parce  qu'elles  rencontrent 
cette  droite,  soit  parce  qu'elles  lui  sont  parallèles  : 
au  contraire.,  les  forces  perpendiculaires  à  ce  plan» 
qui  ne  se  détruisent  pas  entre  elles ,  produiront  un 
mouvement  de  rotation  autour  de  l'axe  fixe  ;  d'où  il 
suit  que  l'équilibre  que  l'on  suppose,  ne  peut  pas 
avoir  lieu.  Ainsi  les  forces  perpendiculaires  au  plan 
des  x>jr9  et  par  conséquent  aussi  les  forces  dirigées 
dans  ce  plan,  se  détruisent  séparément  quand  l'équi- 
libre a  lieu  entre  toutes  les  forces  données. 

Concluons  donc  que  les  six  équations  du  n*  pré- 
cédent sont  nécessaires  et  suffisent  pour  l'équi- 
libre d'uii  système  de  forces  quelconques,  appliquées 
&  différens  points  d'un  corps  Solide  libre ,  c'est-à-dire^ 
à  des  points  matériels  liés  entre  eux  d'une  manière 
invariable,  et  dont  aucun  n'est  supposé  fixe,  ni  re- 
tenu sur  une  surface  donnée. 

62.  Occupons  -  nous  maintenant  de  l'équilibre 
d'un  corps  solide  qui  n'est  pas  entièrement  libre. 

Supposons  d'abord  que  le  corps  auquel  sont  ap- 
pliquées les  forces  P>  jP,  P*>  etc. ,  renferme  un 
point  fixe,  autour  duquel  il  soit  obligé  de  tourner. 
En  plaçant  l'origine  des  coordonnées  en  ce  point  j 
et  en  substituant  aux  forces  données  les  deux  sys- 
tèmes du  n°  59 ,  on  démontrera,  comme  dans  le  cas 
l.  6 
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d  un  corps  libre,  que  l'équilibre  ne  peut  avoir  lieu 
entre  les  forces  Pâ  P,  P*>  etc. ,  à  moins  qu'il  n'existe 
séparément  entre  les  forces  dirigées  dans  le  plan  des 
xjJ>  et  entre  k*  ^orces  parallèles  à  Taxe  des  z.  Or, 
pour  l'équilibre  de  ces  dernières  forces,  il  faut, 
d'après*  ce  qu'on  a  démontré  dans  le  n°  4*>  qne  les 
équations  (5)  eft  (6)  aient  lieu,  et  pour  l'équilibre 
des  forces  dirigées  dans  le  plan  dei  ar,  y,  il  résulte 
du  n°5i,  que  l'on  doit  avoir  l'équation  (3).  Les  trois 
équations  (3),  (5)  et  (6),  du  n°  6o,  sont  donc  celles 
de  l'équilibre  d'un  corps  solide,  fixé  par  un  de  ses 
points. 

L'équation  (3)  exprime  (n°  5i)  que  les  forces  di- 
rigées dans  le  plan  des  xyjr,  ont  une  résultante  dont 
la  direction  passe  par  l'origine  des  coordonnées;  en 
vertu  des  équations  (5)  et  (6),  les  forces  parallèles 
à  l'axé  des  z  ont  aussi  une  résultante  (n°  43)  passant 
par  la  mètne  origine  :  si  l'on  suppose  ces  deux  ré- 
sultantes appliquées  en  ce  point  commun  à  leurs 
directions,  et  si  on  les  compose  en  une  seule  force, 
celle-ci  sera  la  résultante  de  toutes  les  forces  P,  P} 
P*y  etc.  ;  d'où  il  suit  que  quand  les  trois  équations 
(5),  (5),  (6)  ont  lieu  ensemble,  leB  forces  données 
ont  une  résultante  unique,  qttt  tient  passer  par  Fort* 
,  gine  des  coordonnées;  cette  origine  étant  supposée 
un  point  fixe,  la  résultante  est  détruite  par  sa  ré- 
sistance, et  elle  exprime  la  pression  que  ce  point 
supporte» 

63.  Considérons  en  second  lieu  l'équilibre  (Tua 
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«br^s  solide  >  retenu  par  un  axe  fixe;  autour  duquel 
il  est  forcé  de  tourner,  sans  pouvoir  glisser  dans  le 
iehs  de  sa  longueur. 

Prenons  cet  axe  pour  celui  des  «,  et  substituons 
toujours  aux  forces  données  P>  F,  P>9  etc,  les  deux 
systèmes  de  forces  du  n«  5g.  Les  forces  parallèles  à 
Taxe  des  fc,  ne  pourront  produire  aucun  mouvement; 
il  sera  donc  inutile  d'avoir  égard  à  Ce  premier  sys^ 
tème.  Quant  aux  forces  dirigées  dans  le  plan  des^c  r 
l'équation  (3)  du  n»  60  suffira  pour  leur  équilibre* 
puisque  l'origine  des  coordonnées,  en  tant  qu'elle 
fait  partie  de  l'axe  des  z,  est  un  point  fixe.  La  ré- 
sultante de  ces  forces  passera  par  ce  point,  et  expri- 
mera la  pression  que  l'axe  fixe  supporte  perpendi- 
culairement à  sa  longueur. 

Ainsi,  dans  le  cas  d'un  axe  fixe,  il  n'y  a  qu'un* 
seule  équation  d'équilibre,  savoir,  l'équation  (3)  du 
n°  60.  Mais  si  le  corps  pouvait  glisser  le  long  de  l'axa 
fixe,  il  faudrait  encore,  pour  empêcher'ce  mouve- 
ment, que  la  somme  des  forces  parallèles  à  cet  axe 
fût  égale  à  zéro;  ce  qui  reproduirait  l'équation  (4) 
du  même  n\ 

64.  En  faisant  attention  à  la  symétrie  des  équations 
(5),  (5)  et  (6),  on  volt  que  l'équadon  (5)  exprime 
la  condition  d'équilibre  des  forces  Pt  P*,  P*  etc. 
autour  de  l'axe  des  *>  supposé  fixe,  et  que  l'équa- 
tion (6)  renferme  la  condition  d'équilibre  des  mêmes 
forces  autour  de  l'axe  des^ . 

II  résulte  de  là  que  les  conditions  d'équilibre  d'un 
corps  solide  auteur  d'un  point  fixe  (w  62),  cou- 

6... 
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sistent  en  ce  que  les  forces  appliquées  à  ce  corps  doi~ _ 
veut  être  telles  qu'elles  se  fusent  équilibre  autour 
de  trois  droites  rectangulaires,  menées  par  ce  point 
et  regardées  successivement  comme  des  axes  fixes. 

65.  Observons  aussi  que  l'équation  d'équilibre 
relative  à  chaque  axe,  ne  contient  pas  les  coordon- 
nées parallèles  à  cet  axe,  non  plus  que  les  compo- 
santes parallèles  au  même  axe.  Ainsi,  l'équation  (3) 
qui  renferme  la  condition  d'équilibre  autour  dé  Taxe 
Ozy  supposé  fixe,  est  indépendante  des  coordon- 
nées zy  z',z*y  etc. ,  et  ne  contient  pas  les  compo- 
santes jP.cos.^,  jPVcos.j/,  P*.cos.y",  etc.  :  elle  ne 
contient  que  les  composantes  parallèles  aux  axes 
Ox  et  Ojry  ou  perpendiculaires  à  l'axe  0z,  et  les 
coordonnées  xy  x'y  x*9  etc.  ;  ?,?'->?*<>  etc. ,  qui  ap- 
partiennent aux  projections  des  points  m,  ni\  niy  etc. , 
sur  le  plan  des  x^jr;  de  sorte  que  si  l'équilibre 
existe ,  il  ne  sera  pas  troublé  en  substituant  aux 
forces-données  P,  P',  J*,  etc. ,  leurs  composantes 
perpendiculaires  à  l'axe  fixe ,  et  aux  points  d'appli- 
cation m ,  ni ',  m",  etc. ,  leurs  projections  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  cet  axe. 

D'après  cette  remarque,  on  pourra  former  de  cçtte 
autre  manière  l'équation  d'équilibre  d'un  système  de 
forces  données .  autour  d'un  axe  fixe  : 

Par  le  point  d'application  de  chaque  force,  on 
imaginera  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  fixe,  puis 
ou  décompera  la  force  en  deux,  l'unq  perpendicu- 
laire a  ce  plan  ,  ou  parallèle  à  l'axe ,  et  l'autre  di- 
rigée dans  ce  plan;  on  ferfi  abstraction  des  forces 
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parallèles  a  l'axe,  et  Ton  «ara  seulementégard  atix 
forces   perpendiculaires  ,    que   je    désignerai   par 

Qi'tyi  0^9  ete* >  ceB  f°rce*  *»wont  dirigées  ncfons 
des  plans  différent  et  parallèles  entre  eux;  mais  en 
choisissant  arbitrairement  un  de  ces  plans  >  on  sup- 
posera quelles  agissent  toutes*  suivant  les  prbjec-* 
tions  de  leurs  directions  sur  .<cé  plan  :  les  forces 
Q*  Q>  $%«*£•>  étant  aiilsî  ramenées  à  un  même  plan, 
il  suit  de  la  remarque  qui  vient  d'étré  faite,  qu'elles 
devront  s'y  faire  équilibre  autour  du  point  dans  le- 
quel ce  plan  rencontre  Faxe  fixe ,  et  qui  est  par 
conséquent  tifc  point  fixe  ;  et  réciproquement,  *  si 
cet  équilibre  a  lieu ,  il  existera  aussi  entre  les  forces 
données,  autour,  de.  Taxe  fîxe.iOr,  pour  l'équilibre 
dés  forces  Q,  ^V  (?<>  «te.  ^  considérées  dans  un 
même  plan  ,  il  faut  que  la  somme  des  momens  do 
«elles  qui' tendent  à  faire  tourner  dans  un  sens  au- 
tour du  point  fixe,  soit  égale, à  la  somme  des  mo- 
mens de  celles  qui. tendent  à  faire  tourner  dans  lé 
sens  opposé  ,•  tous  ces  momens  étant  pris  par  rap- 
port au  "point  fixe  (  n9  5j  )-;  désignant  donc  par 
g,  </,  q%  etci  y  les  perpendiculaires  abaissées  de  ce 
point  j  sur  lerf  directions  des  forces^),  (g,  Q^y  etc.  , 
dans  ce  plan,  et  supposant  .pour  fixer*  tes  idées  $ 
que  Q9  Q,  Q?  tendent  à  faire  tourner  dans  un  sens, 
et  Q">  Q?V  etc.  $  dans  le  sens  opposé ,  on  aura 

VW^.^+  ^<-T;?V'-  Q^-ètc^o, 
pouip  relation' d^éqtiilibre. 

.    66.  Cette' équation.' est  équivalente  à  l'équation  (3) 
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du  ri*  60,  puisque  l'une  exprime  aussi  bien  que 
l'autre,  la  condition  d'équilibre  autour  d'un  axe  fixe, 
Dans  beaucoup  de  cas,  il  sera  plut  commode  de 
faire  usage  de  celle-ci ,  et  c'est  pour  cela  que  nous 
la  donnons  ici.  Nous  croyons  aussi  qu'il  n'est  pas 
inutile  de  démontrer  directement  le  principe  sur 
lequel  elle  est  fondée. 

Soit  doua  CD  (  fig.  18  ) ,  Taxe  fixe  ;  ACB  un 
plan  perpendiculaire  à  cet  axe ,  et  qui  le  eoupe  au 
point  C  ;  mK  Ja  direction  dans  l'espace  d'une  dés 
forces  données,  appliquée  au  point  m.  Par  ce  point* 
concevras  un  plan  perpendiculaire  à  CD,  et  décom- 
posons la  force  P  en  deux  autres,  l'une  dirigée  dans 
ce  plan  suivant  la  droite  mff ,  et  l'autre  parallèle 
à  CD.  Cette  seconde  composante  ne  peut  produire 
aucun  jnpuvement  ;  elle  est  détruite  par  la  résis*- 
tance  de  Taxe  fixe,  et  l'on  peut  en  faire  abstraction. 
Quant  à  la  force  dirigée  suivant  mH  et  parallèle  au 
plan  ACB.  y  il  s'agit  (Je  faire  voir  qu'on  peut  la  rem- 
•  placer  par  un$  autre  ,   dirigée  dans  ce  plan  même* 

Pour  cela ,  désignons  cette  force  par  Q  ;  suppo- 
sons que  n  soit  la  projection  de  771  sur  le  *p\ai\ACBf 
que  nG  soit  celle  de  la  ligne  mH  sur  le  même  platt  È 
et  nE  le  prolongement  de  nG.  Appliquons  au  point 
rt  deux  forces  S  et  S1  agissant  suivant  les  directions 
contraires  nG  et  nEy  et  pour  que  cela  ne  change  rien 
au  système ,  supposons  S*  =  S  ;  supposons  en  outre 
que  ces  forces  égales  entre  elles ,  soient  aussi  égales 
a  Q  ;  de  sorte  que  la  force  Q  se  trouve  remplacée 
par  les  trois  forces  égales  Sy  S*  et  Q.  Menons  par 
Vftxe  ÇP,  un  plan  perpendiculaire  à  celui  des  deux 
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droites  parallèles  mH  et  EG>  et  qui  coupe  ces  droites 
aux  points  M  et  N,  situés  sur  une  parallèle  a  CD. 
Nous  pouvons  prendre  M  pour  le  point  d'applica^ 
tk>n  de  la  force  Q,etN  pour  celui  des  forces  S  et  5"; 
or,  si  l'on  considère  les  deux  forces  Q  et  *?,  qui 
agissent  suivant  les  droites  MH  et  NE,  on  voit 
qu'elles  tendent  h  foire  tourner  le  système  en  sens 
contraires,  autour  de  l'axe  CDy  et  que  tout  est  par- 
faitement semblable  autour  de  cet  axe ,  par  rapport 
à  ces  deux  forces  ;  il  n'y  a  donc  aucune  raison  pour 
que  Tune  l'emporte  sur  l'autre  ;  par  conséquent  ces 
deux  forces  égales,  parallèles  et  contraires,  mais 
non  directement  opposées,  se  font  équilibre  ait 
moyeu  de  Taxe  fixe.  Ainsi  Ton  peut  faire  abstraction 
des  forces  Q  et  »$*,  et  il  ne  reste  que  la  force  S,  égale 
à  Q  et  comprise  daqs  le  plan  ACB. 

Quel  que  soit  le  nombre  des  forces  données ,  on 
prouvera  par  ce  raisonnement  que  chacune  d'elles 
peut  être  remplacée  par  une  force  comprise1  dans  le 
plan  ACB  :  toutes  ces  forces  dirigées  dans  un  même 
plan  ,  doivent  se  faire  équilibre  autour  du  point 
fixe  C  y  ce  qui  donne  l'équation  du  n°  précédent. 

67.  Considérons  enfin  le  cas  où  plusieurs  des 
points  du  corps  solide  qui  doit  rester  en  équilibre  , 
sont  assujétis  à  demeurer  dans  un  plan  fixe ,  donné 
de  position» 

Conservons  toujours  les  notatione  du  n*  5<),  et 
prenons  le  plan  donné,  pour  celui  des  coordon- 
nées x  etj.  Substituons  aux  forces  données,  les 
deux  mêmes  systèmes  de  forces  que  dans  ce  n°.  Il 
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points,  ou  bien  si  tous  les  points  d'appui  sont  rangés 
sur  une  même  droite,  il  faudra  que  le  point  K  ap- 
partienne aussi  à  cette  ligne ,  sans  quoi  la  résul- 
tante Z  ne  serait  pas  détruite,  et  le  corps  tournerait 
autour  de  la  droite  de  contact.  En  la  prenant  donc 
pour  Taxe  Oxy  ou  devra  avoir  X— °>  ce  T"  c^ange 
la  première  de  nos  deux  équations,  dans  l'équa- 
tion (5)  du  n*  60  j  donc  daqs  ce  cas,  on  aura  une 
quatrième  çqpation  d'équilibre, /savoir,  cette  équa- 
tion (5),  à  joindre  aux  trois  équatiqns  (1),  (2)  et  (3). 

Epfin  ,  il  peut  arriver  que  le  corps  n'ait  qu'un 
peul  point  d'appui  sur  le  pl^n  fi^e ,  et  alors  l'équi- 
libre exige  que  la  résultante  Z  vienne  passer  par  ce 
point;  si  donc  nous  prenons  ce  point  4?  contact 
pour  l'origine  des  coordonnées  ^  il  faudra  qu'on 
ait  #==0  j  yé—Q  ;  par  conséquent  les  deux  équa- 
tions précédentes  deviendront  les  équations  (5) 
et  j(6)  du  n°  60.  Donc,  ç|ws  ce  dçrnier  cas,  on  a 
cinq  équations  d'équilibre  A  savoir,  les  équation* 
(1),  (a),  (3),  (5)  et  (6). 

Pans  tous  ce?  cas ,  Ja  résultante  Z  des  forces  per* 
pendiculaires  au  plan  fixe, exprimera  la  pression  que 
ce  plan  supporte. 

68.  Lorsque  les  forcés  P,  P*>  P",  etc. ,  ne  se  font 
pas  équilibre ,  on  peut  demander  de  les  réduire  a\i 
moindre  nombre  possible.  Pour  y  parvenir ,'  nous 
substituerons  encore  aux  forces  données ,  les  deux 
systèmes  de  forces  du  n°  5g.  Si  chacun  de  ces  sys- 
tèmes se  réduit  à  une  force  unique,  et  que  les  deux 
résultantes  se  trouvent  dans  un  même  plan  ,*  on 
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pourra  les  composer  en  une  seule  qui  serai  la  ré- 
sultante de  toutes  les  forces  données;  dans  le  cas 
contraire,  il  faudra  conserver  ces  deux  résultante» 
pour  remplacer  l'ensemble  de  ces  forces. 

On  a  coutume  de  regarder  comme  évident  que 
deux  forces  dirigées  dans  des  plans  différens,  ne 
sauraient  être  remplacées  par  une  force  unique  ; 
mais  pour  ne  rien  supposer  de  ce  qui  peut  être  dé- 
montré, j'observe  que  si  ces  deux  forces  avaient 
une  résultante,  il  s'ensuivrait  qu'en  rendant  fixe  un 
point  pris  au  hasard  sur  sa  direction,  les  deux  forces 
données  seraient  en  équilibre  autour  de  ce  point. 
Or,  cet  équilibre  est  impossible;  car  on  peut  mener 
par  ce  point  une  droite  qui  coupe  la  direction  de 
lune  des  forces,  sans  être  comprise  dans  le  plan 
de  l'autre  ;  de  sorte  qu'en  rendant  fixe  cette  ligne , 
la  force  qu'elle  rencontre  serait  détruite,  et  rien 
n'empêcherait  l'autre  de  produire  un  mouvement  de 
1*0  talion  autour  de  l'axe  fixe  ;  donc  les  deux  forces 
n'étant  point  en  équilibre  avec  l'axe  fixe ,  cet  état  n'a 
pas  Heu,  à  plus  forte  raison,  autour  du  point  fixe, 
et  par  conséquent  il  est  impossible  qu'une  seule 
force  leur  soit  équivalente. 

69.  En  supposant  donc  que  ni  les  forces  dirigées 
dans  le  plan  des  x  >y,  ni  les  forces  parallèles  à  l'axe 
des  z,  ne  tombent  dans  le  cas  d'exception  du  n°  34 y 
on  peut  être  certain  que  les  résultantes  de  ces  deux 
systèmes  doivent  se  couper ,  pour  que  les  forces 
P,  JP',  P",  etc.  aient  une  résultante  unique  ;  d'où 
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Ton  voit  que  cette  circonstance  importante  dépen- 
dra d  une  équation  de  condition  facile  à  trouver. 
En  effet,  soit,  pour  abréger, 

P.cos.*+/*r.cos.*'+i^.co8.«e*+ctc.=îX, 
P .cosX+P' .COÉ.C+  P" .  008.6"+  etc.  =zY9 
P.  (_y.cos.efr— x.cos.C)+P'(y'.  cos.*'—x'.  co8.?)+etc=  £; 

l'équation  de  la  résultante.des  forces  dirigées  dans 
le  plan  des  x,  jr,y  sera  (n°  46) 

Xyr-Yx^L, 

yt  et  xt  étant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
de  cette  droite. 

Soit  encore 

P.cos.yr$-P*.coB.y'+P'.co$.y"+etc.=:Zt 
PÇx.cos.y — z.  co8.«e)+/y  (j/.cos.j/—  z'  .co8.«')4-etc. = M , 
^(s.cos.C— y  .cos.jO+l*  (a'  .co8.C—y'.co8.y>+-etc. = N  ; 

Zsera  la  résultante  desforces/>.cos.^,iy.  cos.y,  etc.; 
g, g' ,&*€•}>— g>~ #'>etc. ,  parallèles  à  l'axe  des  z; 
et  xnyé  étant,  comme  dans  le  n°67,les  coordon- 
nées du  point  où  sa  direction  coupe  le  plan  des  x9f9 
les  deux  équations  de  ce  n°  deviendront 

Tirant  de  lit  les  valeurs  de  xt  et  yn  et  les  substi- 
tuant dans  l'équation  Xjé — Yx=L9  on  obtiendra 
évidemment  l'équation  de  condition  demandée , 
savoir  : 

LZ  +  MY+tfX=:o.  (a). 
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jo\  Quand  on  a  à  la  fois  X=zo,  JT=o,  Z==o, 
cette  équation  est  satisfaite,  et  cependant  les  forces 
P,  P ,  P§,  etc.  n'ont  point  une  seule  résultante  :  au 
contraire,  elles  se  réduisent  à  deux  forces  parallèles^ 
égales  et  contraires,  mais  non  directement  opposées'; 
car,  à  cause  de  X==o,  Krstro,  les  forces  comprises 
dans  le  plan  des  x,y  se  réduisent  à  deux  forces  par 
rallèles  de  cette  espèce  ;  et  à  causé  de  Z=o, 
la  même  chose  a  lien  pour  les  forces,  parallèles 
à  l'axe  des  s;  or,  on  réduira  sans  peine  ces  deux' 
couples  de  forces  à  mn  seul  couple  de  la  .même 
espèce. 

îl  n'en  est  pas  de  même  lorsque  deux*  seulement 
des  quantités  X,  Y,  Z  sont  nulles  :  l'équation  (a) 
convient  k  ce  cas  particulier  ,  et  les  forces 
Pj  P,  P*9  etc.  ont  ou. n'ont  point  une  résultante 
unique,  selon  que  cette*  équation  est  ou  n'est  pas 
satisfaite. 

Supposons  en  effet  qu'on  ait  X =o,  1^=6  ,  et 
que  Z  ne  soit  pas  zéro*  L'équation  (a)  se  réduit 
à  L=zo  ;  si  elle  est  satisfaite ,  les  forces  dirigées 
dans  le  plan  des  x>jr  se  font  équilibre  (  n°  5o  ) , 
en  vertu  des  trois  équations  X=zo,  JT=o,  Z=o  ; 
donc  il  ne  reste  que  les  forces  parallèles  à  Taxe 
des  z  y  dont  la  résultante  Z  est  celle  des  forces  don- 
nées ^  Pj  P*,  etc.  Si  l'équation  (a)  n'est  pas  sa- 
tisfaite, de  fcorte  qu'on  ait  X=o,  7cso,  saris  avoir, 
an  même  teins  Z— o ,  les  forces  dirigées  dans  lé 
plan  des  x,jr  se  réduiront  à  deux  forces  parallèles, 
non  réductibles  à  une  seule  (  n°  47  )  J  or>  en  *es 
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combinant  avec  la  force  Z ,  on  trouvera  àisétftefit 
et  sans  que  nous  ayons  besoin  de  l'indiquer,  le 
moyen  de  réduire  ces  trais  forces  a  deux  ,  situées 
dans  des  plans  difletens,  et  par  conséquent  irré- 
ductibles à  une  Seule. 

La  symétrie  des  valeurs  de  X,  Y,  Z,  nous  dis- 
pense d'examiner  les  cas  où  Ton  aurait  -ST=s=o  et 
Z  =  o ,  du  bien  Y  et  Z  =  o  ;  car  il  est  évident 
qu'ils  doivent  conduire  au  même  résultat  que  JT=o 
et  F=o  -y  en  substituant  le  plan  des  x,  z  et  Taxé 
des  jr,  ou  bien  le  plan  des  j%  z  et  l'axe  des  x,  au 
plan  des  x,jr  et  à  l'axe  des  s. 

Il  peut  encore  arriver  qu'une  des  trois  quantités 
Xy  Y y  Z  soit  seule  égale  à  zéro,  que  Ton  ait,  par 
exemple,  X=o  ou  K=o.  Alors  les  forces  diri- 
gées dans  le  plan  des  x,  y,  ont  une  résultante 
(  n°  47  )>  ainsi  que  lès  forces  parallèles  à  l'axe  des  z9 
de  sorte  que  l'analyse  du  n°  précédent  et  l'équa- 
tion (a)  qui  s'en  déduit  j  s'appliquent  à  ce  cas  parti- 
culier aussi  bien  que  si  aucune  des  trois  quan- 
tités X,  Y,  Z  n'était  nulle.  Si  c'était  Z  qui  fût  nulle, 
cette  analyse  ne  s'appliquerait  plus;  mais  à  cause  de 
la  symétrie  que  nous  venons  de  remarquer,  l'équa- 
tion (a),  qui  convient  au  cas  de  -X==o  et  à  celui  de 
J^sso,  convient  aussi  au  cas  de  Z=o- 

Concluons  donc  de  toute  cette  discussion ,  que 
l'équation  (a)  est  satisfaite  toutes  les  fois  que  lés 
forces  P>  P,  F,  etc.  admettent  une  résultante  uui- 
que ,  et  réciproquement ,  que  quand  cette  équation 
se  vérifie ,  la  résultante  existe,  excepté  dans  le  cat 
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particulier  où  l'on  a  a  la  fois  jT=o,  JT=±=o,  £=0, 
cas  dans  lequel  ces  forces  se  réduisent  à  deux  ,  pa- 
rallèles et  irréductibles. 

71..  On  peut  encore  obtenir J'équation  (a)  dune 
autre  manière  qu'il  est  bon  de  connaître.  Si  les  forces 
.P,  i^,  P*,  etc. ,  ont  une  résultante  unique ,  rien 
n'empêche  de  transporter  l'origine  des  coordonnées 
en  un  point  de  sa  direction;  or,  d'après  ce  qu'on  ^ 
-vu  dans  le  n9  62,  les  valeurs  relatives  à  ce  point,  des 
quantités  désignées  par  L,M,  Nj  sont  égales  à  zéro, 
et  réciproquement,  quand  ces  trois  quantités  sont 
nulles,  les  forces  données  ont  une  résultante  uni- 
que, passant  par  l'origine  des  coordonnées.  Appe- 
lons donc  x4>Jt,  zt>  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  la  résultante;  transportons  en  ce  point 
l'origine  des  coordonnées  de  tous  les  points  d'ap- 
plication des  forces,  et  soient  Lé,  Mt,  Nt>  ce  que 
deviennent  L,  M,  iVV  relativement  à  cette  nouvelle 
origine.  Pour  effectuer  ce  changement  d'origine,  il 
faut  remplacer  les  coordonnées  Xjjr,  z;  af>y,  3;  etc., 
qui  entrent  dans  L^  M,  Ny  par  x— xt ,  J—jr,,  z — z4 ; 
x'—x^yi—jr.,  z' — zé;  etc.;  ce  qui  donne 

M,=*M+X*ê—Zxté 
N=N+Zy,—  Yzr 

En  égalant  à  zéro  ces  valeurs  de  Lt>  Mt>  Nt,  nous 
obtiendrons  trois  équations  qui  appartiendront  exclu- 
sivement aux  points  de  la  résultante  ,  et  qui  seront 
celtes  de  ses  projections  sur  les  trois  plans  des  coor- 
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données,  savoir  2 

Xy—  Yxê—Lt    Zx—Xz=M,     Vz—Zy,=:ti.       (£j 

Mais  pour  que  cette  droite  soit  possible,  il  faut  que 
ces  trois  équations  s'accordent  entre  elles  ;  or,  en 
multipliant  la  première  par  Z  >  la  seconde  par  K, 
la  troisième  par  X,  et  les  ajoutant  ensuite ,  les  va- 
riables xty  jr,,  z/  disparaissent,  et  il  vient  cette 
♦équation  de  condition 

LZ  +  MY+NXzaOi. 

comme  précédemment. 

Nous  voyons  aussi  que  cette  équation  ne  com- 
prend pas  le  cas  particulier  de  X=ù ,  l==o ,  Z^=  o  ; 
car  alors  il  est  insignifiant,  de  multiplier  les  équa- 
tions (b)  par  ces  trois  facteurs  nuls ,  et  l'équation 
identique  qui  s'en  déduit  n'a  plus  aucun  rapport 
avec  elles.  Les  forces  P,  P \  etc.  ont  dans  ce 
cas  deux  résultantes  parallèles,  non  réductibles  à 
une  seule ,  ou  bien  elles  se  font  équilibre ,  si ,  outre 
les  équations  supposées  X=o,  K=o,  Z=o,  on  a 
encore  Lt=o9  M=o,  N=o  (  n*  60  ). 

Mais  quand  les  trois  quantités  X>  Y,  Z  ne  sont 
pas  nulles  ensemble ,  l'équation  (a)  est  réellement 
déduite  des  équations  (b),  et  peut  tenir  lieu  de  l'une 
d'entre  elles  ;  de  sorte  que  cette  équation  de  con- 
dition convient  à  tous  les  cas ,  excepté  celui  de 
X=o,  F=o,  Z=o,  ce  qui  s'accorde  avec  le  ré- 
sultat du  n*  précédent. 

72.  Les  équations  (b)  font  seulement  connaître  la 

position 
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position  de  la  résultante  dans  l'espace;  mais  il  reste 
encore  à  déterminer  sa  grandeur  et  même  le  sens 
dans  lequel  elle  agit;  question  qui  ne  présente  au- 
cune difficulté. 

Pour  la  résoudre,  il  faut  composer  en  une  seule 
force,  la  résultante  des  forces  dirigées  dans  le  plau 
des  x,j,  et  celle  des  forces  perpendiculaires  à  ce 
plan  ;  or,  la  seconde  est  égale  à  Z,  les  composantes 
de  la  première,  parallèles  aux  axes  des  x  et  des^ 
sont  X  et  Y  ;  donc  X,  Y?  Z,  sont  les  composantes 
parallèles  aux  trois  axes,  de  la  résultante  définitive  ; 
en  l'appelant  donc  R,  et  désignant  par  a,  b,  c,  le$ 
angles  qui  déterminent  sa  direction  par  rapport  aux 
trois  axes ,  nous  aurons  (  n°  ao  ) 

#  =  X*  +  I*  +  Z», 
et  de  plus 

R.co$.a  =  X,       R.cos.bznY,      /?.cos..c  =  Z; 

équations  qui  déterminent  complètement  la  gran- 
deur et  la  direction  de  la  résultante.   . 

On  peut  remarquer,  en  faisant  attention  aux  va- 
leurs de  Xj  V,  Z  (  n°  69  ),  que  cette  grandeur  et 
cette  direction  sont  les  mêmes  que  si  toutes  les 
forces  P y  P* ,  P ',  etc.  étaient  appliquées  en  un 
mèn^  point  (  n*  21  )  parallèlement  à  leurs  directions 
respectives;  de  manière  que  la  véritable  résultante 
ne  diffère  de  celle  qui  aurait  lieu  dans  ce  cas ,  que 
par  sa  position  absolue  dans  l'espace. 

73.  Si  les  forces  P,  F,  P'J  etc.  n'ont  point  une 
résultante  unique ,  on  peut  au  moins ,  dans  tous 
les  cas,   les  réduire  à  deux   forces  qui  ne  seront 
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plus  déterminées  de  grandeur  et  de  direction  ; 
comme  le  serait  une  seule  résultante.  Cette  propo-* 
sition  se  vérifie  s*ns  peine ,  en  examinant  tous  les 
cas  que  peuvent  présenter  le  système  des  forces  di- 
rigées dans  le  plan  des  x,y  et  celui  des  forces  pa- 
rallèles à  l'axe  des  z ,  lesquels  systèmes  ont  toujours, 
ou  chacun  une  seule  résultante,  ou  chacun  deux  ré- 
sultantes parallèles  et  non  réductibles  ;  mais  on  peut 
la  démontrer  directement  de  la  manière  suivante. 

Sans  rien  changer  au  système  des  forces  P  f 
P'j  P",  etp. ,  on  peut  y  ajouter  deux  forces  égales 
çt  directement  opposées.  Pour  fixer  les  idées,  sup- 
posons que  ces  forces  sont  appliquées  à  l'origine 
des  coordonnées.  Soit  S  leur  intensité  commune  ; 
a ,  V,  c ,  les  angles  que  l'une  d'elles  fait  avec  les 
trois  axes,  et  par  conséquent,  2000 — d,  200°  — -h', 
200* — c'j  les  angles  qui  se  rapportent  à  l'autre  (n°  7). 
U  est  permis  de  supposer  que  le  système  des  forces 
données, "augmenté  de  la  première  force  S>  a  une 
résultante  unique  ;  car  l'existence  de  cette  résultante 
ne  dépend  que  d'une  seule  équation  de  condition  , 
à  laquelle  on  peut  satisfaire,  d'une  infinité  de  ma- 
nières différentes,  au  moyen  des  quantités  S;  a,  h,  c. 
Désignant  donc  cette  résultante  par  2F,  les  forces 
données  se  trouveront  réduites  à  deux ,  savoir ,  2F 
et  la  seconde  force  S.  D'où  il  suit  qu'un  nombre 
quelconque  de  forces,  dirigées  comme  on  voudra 
dans  l'espace ,  peuvent  toujours  être  remplacées  par 
deux  forces  qui  leur  sont  équivalentes ,  et  qui  se 
réduiront  elles-mêmes  à  une  seule ,  quand  les  forces 
données  admettront  une  résultante  unique. 
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CHAPITRÉ  DŒ. 

THÉORIE  DES  MOMENS. 

74-  -L'es  quantités  que  nous  avons  désignées  dans 
le  chapitre  précédent,  par  L>  M,  N  (  n°(Î9),  dé- 
pendent de  la  position  des  plans  des  coordonnées 
par  rapport  aux  forces  P,  P ,  Pg>  etc.  ;  souvent  on 
a  besoin  de  changer  la  direction  de  ces  plads ,  dans 
la  vue  de  simplifier,  et  même  dé  rendre  possible,  la 
solution  d'un  problème;  or,  il  existe  entre  les  va- 
leurs de  Ly  M,  Nj  relatives  à  un  même  système  de 
forces  et  a  des  plans  différens ,  des  relations  d'après 
lesquelles  on  déduit  ces  valeurs  lô6  unes  de*  autres , 
et  qui  renferment  des  théorèmes  remarquables.  C'est 
la  démonstration  de  ces  théorèmes  que  je  me  pro- 
pose de  donner  dans  ce  chapitre. 

» 

75.  Nous  avons  appelé  moment  d  une  force  par 
rapport  à  un  point  (  n°  5s  ),  le  produit  de  cette  force 
par  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  sa 
direction ,  et  centre  des  momens,  le  point  d'où  l'on 
abaisse  la  perpendiculaire.  Si  donc  l'intensité  de  la 
force  est  représentée  par  une  ligne  AB  (  fig.  19  )  , 
prise  sur  sa  direction ,  et  que  le  centre  des  monjens 
soit  le  point  C,  le  moment  sera  égal  au  double  de 
l'aire  du  triangle  ABC,  qui  a  pour  base  cette  ligne 
et  son  sommet  au  centre  C.  La  projection  de  ce 
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triangle  sur  un  plan  mené  arbitrairement  par  soit 
sommet ,  est  un  autre  triangle  A'ÏÏC,  qui  a  même 
sommet  que  le  premier,  et  pour  base,  la  projec- 
tion A'R  de  la  ligne  AB  sur  ce  plan  ;  donc  la  pro- 
jection du  moment  de  la  force  AB  est  égale  au 
moment  d'une  autre  force  représentée  en  grandeur 
et  en  direction  par  A'Bf  ;  mais  si  Ton  transporte  la 
force  AB  au  point  Bty  parallèlement  à  sa  direction  , 
de  sorte  qu  elle  soit  représentée  maintenant  par  la 
droite  aB',  égale  et  parallèle  à  AB;  et  si  on  la  dé- 
compose ensuite  en  deux,  Tune  dirigée  dans  le  plan 
de  projection  et  l'autre  perpendiculaire  à  ce  plan, 
il  est  évident  que  la  première  composante  sera  la 
force  A'ïï  ;  par  conséquent  nous  pouvons  dire  que 
la,  projection  du  moment  d  une  force  quelconque 
est  égale  au  moment  de  cette  même  force ,  que  l'on 
aurait  décomposée  suivant  le  plan  de  projection,  de 
la  manière  que  nous  indiquons. 

76.  Cette  remarque  fort  simple  établit  une  rela- 
tion importante  entre  les  momens  d'une  force  dé- 
composée suivant  différens  plans  qui  passent  tous 
par  le  centre  des  momens.  Il  en  résulte  que  ces  mo- 
mens sont  les  projections  du  double  d'un  même 
triangle,  faites  sur  ces  différens  plans.  Ainsi,  par 
exemple ,  les  trois  quantités 

P(y.coê.*-xxo$.C),  PÇx.cos.y-z.co*.*))  PCc.cos  .C-jr.coa.7), 

qui  entrent  dans  les  expressions  de  Z,  M,  N>  sont 
les  projections  sur  les  trois  plans  des  coordonnées, 
du  double  du  triangle  qui  a  son  sommet  à  l'origine, 
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«t  pour  base,  la  force  P.  En  effet,  si  Ton  suppose 
que  P  soit  la  force  AB  de  la  construction  précé-. 
dente,  et  que  Ton  prenne  le  plan  CA'R  pour  celui 
des  x,jr,  la  force  A'Bf  sera  la  résultante  des  deux 
forces  P .  cos .  a  et  P .  cos .  £,  appliquées  au  point  BTy 
parallèlement  aux  axes  des  x  et  des  j';  ot,  d'après 
le  n*  53 ,  le  moment  de  cette  résultante  par  rapport 
au  point  C,  est  égal  >  abstraction  faite  du  signe  à 
j. P. cos. a — x. P. cos. €;  donc  cette  quantité  est 
le  double  du  triangle  CA'B* ,  ou  le  double  de  la 
projection  du  triangle  CAB  sur  le  plan  des  x,y.. 
Par  la  même  raison ,  les  deux  autres  quantités  sont 
aussi  le  double  des  projections  de  ce  triangle  sur  les 
plans  des  x,  z  et  àesjr,  z*- 

On  conçoit  d'après  cela  que  les  propriétés  des 
xnomens  doivent  être  liées  à  celles  des  projections 
des  surfaces  planes.  C'est  pourquoi  nous  allons  ex— 
poser  celles-ci  en  leur  donnant  toute  la  généralité 
qu'on  peut  désirer. 

77.  Pour  déterminer  les  inclinaisons  respective* 
des  plans  que  nous  aurons  à  considérer,  rapportons* 
les  à  trois  plans  rectangulaires ,  que  nous  nomme» 
rons  les  plans  primitifs  de  projection,  ou  simple- 
ment les  plans  primitifs;  appelons  de  même  axes 
primitifs,  les  intersections  de  ces  plans  ,  et  soient 
mAy  mBj  mC  (fîg.  i~),  ces  trois  axes  rectangulaires. 

Si  l'on  considère  un  plan  mené  par  le  point  my 
intersection  de  ces  trois  axes,  il  est  évidçnt  que  sa 
position  sera  déterminée  en  même  tems  que  celle 
de  la  perpendiculaire  à  ce  plan,  élevée  parce  point; 
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or ,  la  position  de  cette  ligne  dépend  des  trois  angles 
aigus  ou  obtus,  qu'elle  fait  avec  les  axes;  lors  donc 
que  nous  regarderons  un  plan  comme  donné  de  po- 
sition, ce  sera  toujours  au  moyen  de  ces  trois  angles, 
comptés  comme  il  a  été  dit  dans  le  n°  5. 

Ainsi  mD  étant  la  perpendiculaire  au  plan  que 
Ton  considère ,  sa  position  sera  déterminée  par  rap- 
port aux  plans  primitifs,  au  moyen  des  trois  angles 
CmDj  BmD  et  AmD.  Ces  angles  peuvent  être  obtus 
ou  aigus  ;  mais  il  est  ton  d'observer  que  s'ils  se 
changent  tous  trois  à  la  fois ,  dans  leurs  supplémens 
200° — CmD,  200° — BmD,  aoo*—  AmD,  le  plan 
donné  restera  le  même;  car  alors  la  droite  mD  se 
changera  dans  son  prolongement  mU  ,  ce  qui  ne 
fait  pas  varier  le  plan  perpendiculaire  à  cette  droite, 
mené  par  le  point  m.  Un  même  plan  répond  donc 
aux  angles  CmD,  BmDy  AmDy  et  à  leurs  supplé- 
mens  ;  et  quand  ces  angles  seront  déterminés  par 
les  valeurs  de  leurs  cosinus,  un  même  plan  répondra 
à  ces  valeurs  ,  et  aux  mêmes  valeurs  prises  toutes 
trois  avec  des  signes  contraires* 

Observons  encore  que  ces  angles  qui  servent  à 
déterminer  la  position  du  plan  donné,  ne  sont  autre 
chose  que  ses  inclinaisons  sur  les  plans  primitifs  : 
l'angle  CmD  est  son  inclinaison  sur  le  plan  AmB; 
l'angle  BmD,  sur  le  plan  CmA\  et  l'angle  AmD, 
sur  le  plan  BmC ;  ce  qui  résulte  de  ce  que  l'angle 
compris  entre  deux  plans  quelconques ,  est  égal  à 
l'angle  compris  entre  les  perpendiculaires  à  ces 
plans ,  élevées  p^r  un  même  point  de  leur  ûitçi;-» 
section. 


Digitized  by 


Google 


LIVRE  I.  STATIQUE.  ro3 

78.  Cela  posé ,  voici  différentes  formules  connues 

dont  nous  ferons  usage  dans  cette  théorie. 
Considérons  deux  droites  mD  et  mE  (  fig..  20  )  ^ 

menées  par  l'intersection  m,  des  axes  primitifs  mJx 

mBj  rnC;  soient  7,  <f ,  q*;  r,  r ,  /•*,  les  angles  relatifs 

à  ces  droites,  de  sorte  qu'on  ait 

jfmD=q,      BmD=q'9       €mD=i<fi 
JmE  =  r>      BmE=/9       CmE  =  r"; 

soit  en  outre  $>  l'angle  DrnE  formé  par  ces  dfcUx 
droites  ;  on  aura 

eoa.<s=  cos.r.cos.^  +  cos./.cos.^-f-  cos.i".cos.<7*.       (1) 

En  effet,  prenons  arbitrairement  sur  oes  drekes^ 
des  parties  mD  et  mE,  que  nous  représenterons  par 
h  et  g;  menons  la  droite  DE,  et  faisons  DÈ=k^ 
nous  aurons  dans  le  triangle  mDEy 

fe»  =  À*-f-ff*~  zhg.cos.s. 

Mais  les  coordonnées  du  point  D,  parallèles  anx 
axes  mA>  mB,  mC,  «rat  égales ,  comme  il  est  aisé, 
dé  le  voir t  k  mD.eot.AmDj  mD.cos.BmD,. 
mD.coa.CmD,  au ,  ce  qui  est  la  même  chose,  à 
L.cos.q,  L.co&.q',  L. cos. q*}  celles  du  point  E, 
parallèles  aux  mêmes  axes,  sent  égales  k  g.eos.r, 
g. cos./,  g.cos.r  ;  donc- on  a,  pour  la  valeur  de- 
k%9  ou  du  carré  de  DEy  en  fonction  de  ces  coor-^ 
données , 

fc*=  (A. cos. g — g.cos.ry  +  (h.cos.q' — g.cos.r'y 

+  (h  .cos.  q"  —  g.cos.  r*)*. 

Ces   deux  valeurs  de  k%  doivent  être  identiques^ 
développant  donc  la  seconde,  et  égalant  ensuite  les* 
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coefficient  de  h*,  g*  et  gh,  il  vient 

cosa.  q  +  fcos*.  q'+  cos\  g"  =  1 , 
cos*.r  +cosa.i/-f-cosa.i/,=  1, 
cos.ç.cos.r-f-  coa.^/-co8.r'-4-cos.^.cos.r#=  co?.x; 

équations  dont  les  deux  premières  étaient  déjà  dé- 
montrées (  n°  8  ) ,  et  dont  la  troisième  est  la  for- 
mule (i). 

Lorsque  les  droites  mD  et  mE  sont  perpendicu- 
laires, on  a  s=ioo%  eos.s=ô,  et  cette  formule 
devient 

cos.<7.cos.r+  co8.<j,.cos,7/  +  cos.ç'r.cos.i/r  =  o.         (a) 

Si  les  deux  droites  mE  et  mD  étaient  situées  dans 
Fun  des  trois  plans  primitifs,  par  exemple,  dans  le 
plan  AmB,  on  aurait  (f  =  ioo°  et  r*  =  ioo°:  l'équa- 
tion se  réduirait  alors  à 

cos.^.cos.r-f-  cos.q' .côs./  =  o. 

79.  D'après  cela,  menons  par  le  point  m(Gg.  21), 
trois  nouveaux  plans  de  projection,  rectangulaires 
comme  les  premiers,  et  dont  les  intersections  soient 
mA ',  mB,  mC;  et  rapportons  les  premiers  à  ceux-ci, 
au  tnoyen  des  angles 

AmA  =  oif  jimB'  =  a\  AmC^ztt"; 
BmA'  =  C,  BmB'^C,  BmC=zC-t 
CmA'=y,       CmB'=y\       CmC=ym; 

nous  aurons  d'abord  (  n°  6  ) 


S1.*'  -f-COS'.rt'l^rl  ,    1 

tf.C  +  C0É».C#=i,   > 
f*y'  +  CQ8*.y*=i  ;  i 


COS*.*-f-  COS*.«'  -f-  008*.*"  =  1  , 

cos», C  +  co8*. e  +  C08a. C  =s  1 ,   l  (5) 

C08*.7+  C08a 
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ensuite,  en  considérant  les  droites  perpendiculaires 
Am  et  Bm,  A  m  et  Cm,  Bm  et  Cm,  1  équation  (2) 
donnera 


cos.<.coa.C4"COs.*'.cos.C  +  oo8.*'r.cos.Ci'=o,    1 
cos.*.cos.3^cos.^cos.y+co8.*".cos.yr  =  o,    )    (4) 

CO3.C.COS.7+ COS.Cf.COS,^/+COS.CW.C08.7'''=  o.      J 

80.  Maintenant,  soit  a  une  portion  de  surface 
plane ,  terminée  par  une  courbe  quelconque  ,  et 
située  dans  un  plan  passant  par  le  point  m  ;  mD  la 
perpendiculaire  à  ce  plan  ;  q ,  q' ,  q*,  les  trois  angles 
AmD,  BmDy  CmD;  p,  p',  p",  les  projections  de  a 
sur  les  trois  plans  primitifs,  savoir,  p  sur  le  plan 
mBC,  p'  sur  le  plan  mAC,  p'  sur  le  plan  mÂB.  On. 
sait  que  la  projection  de  Taire  d'une  courbe  plane 
sur  un  autre  plan ,  est  égale  à  cette  aire  multipliée 
par  le /cosinus  de  l'angle  compris  entre  les  deux 
plans,  ou  entre  les  perpendiculaires  aux  deux  plans; 
on  aura  donc 

p-=a.cos.q,      p'  =  a.  cos.  q',       p"  =  a.cos.q". 

Ces  valeurs  de  p,  p'p  p*  seront  positives  ou  né- 
gatives ,  selon  les  signes  des  cosinus  de  q,  q  >  qn  ; 
mais  on  fera  abstraction  du  signe ,  quand  on  aura 
seulement  pour  but  de  connaître  l'étendue  de  Taire 
de  ces  projections. 

81.  Considérons  encore  la  projection  de  a  sur  un 
nouveau  plan,  qui  sera ,  si  Ton  veut,  le  plan  mB'C; 
soit  b  cette  projection ,  et  c  Tangle  A'mD,  compris 
entre  les  perpendiculaires  m  A'  et  mD,  a  ce  nouveau 
plan  et  au  plan  de  a;  on  aura  £=tf.cos«c,  et  d'après 
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la  formule  (i) ,  appliquée  a  ces  deux  droites, 

cos.crz  cos. g. cos. et  +  cos.<jf'. cos. Q +  cos.  4".  cos, y $     (5} 

multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation 
par  a,  puis  substituant  p,  p',  p"  à  la  place  de 
a.cos.q,  a. cos. q',  a.cos.q",  il  vient 

b  =p.co8.*  +  p'.cos.C+p'r.cos.7'.         (6) 

Cette  équation  fera  connaître  la  projection  de  a 
sur  un  plan  quelconque ,  lorsque  les  projections  de 
cette  aire  seront  données  sur  trois  plans  rectangu- 
laires, par  rapport  auxquels  la  position  du  nouveau 
plan  sera  aussi  donnée. 

Comme  la  formule  (5)  n?a  lieu  qu'en  ayant  égard 
aux  signes  des  cosinus  qu'elle  renferme  i  il  s'ensuit 
qu'il  faut  de  même  avoir  égard  aux  signes  dey?,  p'f  p", 
dans  l'équation  (6).  Ainsi ,  dans  cette  équation  ^ 
py  p\  p"  sont  des  quantités  positives  ou  négatives  r 
dont  les  signes  dépendent  de  la  position  de  la  per- 
pendiculaire mD  y  par  rapport  aux  axes  primitifs  ; 
par  exemple,  la  quantité  p  est  positive  quand  l'angle 
DmÂ  est  aigu;  elle  est  négative  dans  le  cas  con- 
traire. 

8a.  Considérons  de  même  un  nombre  quelconque 
d'aires,  représentées  par  ay  a',  et,  elc. ,  et  situées 
dans  des  plans  differens  ;  projetons  chacune  de  ces 
aires  sur  les  trois  plans  primitifs  ;  puis  ajoutons  en- 
semble les  projections  faites  sur  un  même  pl^n  ,  en 
ayant  égard  a  leurs  signes.  Soient  Ay  A\  A* %  les. 
trois  sommes  que  Ton  obtiendra  de  cette  manière  > 
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et  qui  se  rapportent  respectivement  aux  plans  mBC9 
mACy  rnAB  ;  soit  aussi  B  la  somme  des  projections 
de  a,  a',  a%  etc.  ,  sur  le  plan  mïïC  :  en  formant 
une  équation  semblable  à  l'équation  (6) ,  pour  cfca-* 
cune  de  ces  aires,  et  en  ajoutant  ensuite  toutes  ces 
équations ,  on  aura  évidemment 

B  =  A.e08.a  +  ^'.cos.Ç  +  urf'.cos.y. 

Représentons  encofe  p*r  &  la  somme  d#s  pro- 
jections de  a,  ci  y  (f,  etc.,  sur  le  plan  mÂ'CfTà  esfévi-' 
dent  que  la  valeur  de  Bf  se  déduira  de  celle  de  B, 
en  substituant  l'axe  m&9  perpendiculaire  au  plan  - 
mÂ'C,  à  l'axe  mC,  perpendiculaire  au  plan  m&C, 
c'est-  à  -  dire ,  en  substituant  a\  €',  y'y  aux  angles 
*,  €,  y  ;  de  sorte  que  nous  aurons 

B*  =  ^.cos.*/+-^co!.C'+^«cjos.}'; 

et  de  même,  si  Bf  exprime  la  somme  des  projec- 
tions de  a,  a' y  a9 y  etc. ,  sur  le  troisième  plan  mjf&r 
on  aura  sa  valeur  en  mettant  dans  celle  de  By  a*,  £",>*, 
à  la  place  de  a,  €,  y\  ce  qui  donne 

B"  =  ^.cos.a*  -f  A?.co%.C*  +  A".cos.y". 

En  ajoutant  les  carrés  de  ces  valeurs  de  B,  B*y  B9, 
on  trouve,  en  vertu  des  équations  (3)  et  (4), 

B*+B'*+  B'*=A>  +  A«+A?\  (7) 

On  en  déduit  aussi  sans  difficulté 


=  ^cos.*  +  2r.co».A/+^cns.*",  ) 
"  =  B.cos.C  +  B'.cos.e  -{-B^cos.?,  \  (8) 

!*=Z?.cos,y+  ZT.cos.>'+  B\co$../.  J 
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Ces  équations  sont  inverses  de  celles  qui  donnent 

B,  Bf,  B*,  au  moyen  de  A,  A'f  A';  elles  feront 

connaître  A,  A* f  A*,   quand  B,  Bf  B*  seront 

données. 

8$.  L'équation  (7)  nous  fait  voir  que  cette  somme 
'Z^-f-iFH-Z?**  est  indépendante  de  la  direction  des 
trois  plans  de  projection ,  c'est-à-dire ,  qu'elle  ne 
varie  pas  en  passant  d  un  système  de  plans  rectangu- 
laires à  un  autre.  Dans  le  cas  particulier  où  toutes 
les  aires  a,  *',  a,  etc. ,  sont  dans  un  même  plan, 
cette  invariabilité  est  évidente;  car  il  est  aisé  de 
voir  que  cette  somme  n'est  alors  autre  chose  que  le 
carré  de  a-j-a'-\-<f +eic.  En  effet,  si  l'on  prend  le 
plan  de  ces  aires  pour  l'un  des  plans  primitifs,  deux 
des  trois  quantités  A}  A\  A",  savoir,  celles  qui  se 
rapportent  aux  deux  autres  plans,  seront  nulles  :  1» 
troisième  sera  égale  à  la  somme  a+^+/+etcf  ; 
de  sorte  que  Ton  aura 

JJt  +  B'*  +  B"*=z(a  +  a'+  a'  +  etc.)* 

On  peut  considérer  alors  a  -f-  </+  «*-f-  etc.  , 
comme  formant  une  seule  aire  plane  ;  et  Ton  voit 
que  le  carré  de  cette  aire  est  égal  à  la  somme  des 
carrés  de  ses  projections  sur  trois  plans  rectangu- 
laires, comme  il  résulte  d'un  théorème  connu. 

Voyons  actuellement  ce  que  représente  la  somme 
B% +  B,%  + Bf% 9  dans  le  cas  général  où  les  aires 
a,  d)  a' 9  etc.  sont  situées  dans  des  plans  différens. 
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On  déduit  de  l'équation  (7) 

£  =  \/A*  +  A*  +  A'^  —  B"  —  B"* ; 

la  somme  B>  qui  varie  en  passant  d  un  plan  de  pro- 
jection à  un  autre ,  est  donc  la  plus  grande  possible 
quand  on  a  ^=0,  i?*=o;  et  alors  elle  est  égale 
à  \/  A%-\-Af*+AH.  Ainsi  cette  quantité  constante 
représente  la  plus  grande  somme  des  projections  sur 
un  même  plan,  des  aires  que  l'on  considère  dan* 
l'espace. 

84*  Le  plan  niBC  qui  répond  à  cette  plus  grande 
projection  ,  jouit  de  propriétés  importantes  en  mé- 
canique ,  que  nous  ferons  connaître  dans  la  suite 
de  ce  Traité.  Sa  position  est  facile  à  déterminer^ 
d'après  les  équations  2F =0,  2?*=o,  qui  îe  ca- 
ractérisent. 

En  effet,  les  équations  (8)  se  réduisent  alors  à 

>4=:/?#cos.«,      A=B.co*.C,      ^•=,B.co3.7;  j 
d'où  Ton  tire 


coi. 4  = 


cos.C  = 


A' 

y/A*+A'*  +  A"*% 

A* 
ccw.-v  SB   ■..,■    ,       »,       M  . 
'        y/jt+A'  +  A?* 


jLors  donc  que  Ton  connaîtra  les  sommes  des  pro- 
jections A  9  A\  A*,  sur  trois  plans  rectangulaires 
mBC7  mAC,  mAJB,  choisis  arbitrairement,   on 
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pourra  immédiatement  déterminer  la  direction  éû 
plan  mBC  de  la  plus  grande  projection,  au  moyen 
des  trois  angles  a,  C,  y,  qui  se  rapportent  h  une 
ligne  mA'  perpendiculaire  à  ce  plan  (  n°  79  ).  Quant 
.  k  la  position  absolue  de  ce  plan  dans  l'espace ,  il  est 
clair  qu'elle  reste  indéterminée;  car  les  projections 
de  chacune  des  aires  a ,  a9  a\  etc. ,  et  par  consé- 
quent, la  somme  de  ces  projections,  sont  les  mêmes 
sur  tous  les  plans  parallèles  entre  eux. 

85.  La  somme  des  projections  des  aires  a,  a\  a*,elc9 
est  la  même  sur  tous  les  plans,  également  inclinés  à 
celui  de  la  plus  grande  projection. 

Pour  le  démontrer,  prenons  le  plan  perpendicu- 
laire à  la  droite  mD;  désignons  par  C  la  somme  des 
projections  faites  sur  ce  plan  ,  et  soit  toujours , 
comme  dans  les  nc$précédens,  q,  q\  q*  les  angles 
AmDy  BmD,  CmDy  et  c  l'angle  A'mD,  qui  mesure 
l'inclinaison  de  ce  plan  sur  celui  de  la  plus  grande 
projection.  On  aura  ,  d'après  ce  qu'on  vient  de 
trouver  (  n*  82  ) , 

C=  A.cos.q  +  A'.cos.q'  -f  A'.cos.q"; 

substituant  B. cos. a>B. cos. CyB. cos. y,  à  la  place 
de  A,  A',  A9 y  il  vient 

C  =  B(co$. ci. coê.q  +  cos.C. cos. q' +  co6>y.co3.q")  ; 

donc,  d'après  la  formule  (5),  on  aura  C=B .cos.c> 
ou  bien  en  mettant  pour  B  sa  valeur  maximum, 


£=  \/A*+  jfr+J*.0Q&.c. 
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D'où  il  suit  que  la  valeur  de  C  est  la  même  pour 
tous  les  plans  qui  font  le  même  angle  c  avec  le  plan 
mC'R  de  la  plus  grande  projection. 

Cette  valeur  diminue  à  mesure  que  l'angle  c  ap- 
proche de  ioo°;  enfin  elle  est  nulle  pour  tous  les 
plans  perpendiculaires  à  celui  de  la  plus  grande  pro- 
jection. 

86.  Appliquons  maintenant  à  la  théorie  des  mo- 
mens ,  ces  propriétés  des  projections  des  surfaces 
planes. 

Si  nous  supposons  que  les  aires  a,a'y  a  y  etc.  pont 
doubles  des  triangles  qui  ont  pour  bases  les  forces 
P9  R,  P",  etc. ,  représentées  par  des  lignes  prises 
sur  leurs  directions,  et  pour  sommet  commun,  l'ori- 
gine des  coordonnées  de  leurs  points  d'application, 
ces  aires  seront  les  momens  de  ces  mêmes  forces  pris 
par  rapport  à  cette  origine  (n°  75).  La  partie  de  la 
quantité  L,  relative  à  chacune  de  ces  forces,  sera  la 
projection  sur  le  plan  des  a?,  J,  du  double  du  triangle 
qui  correspond  à  cette  force  (  n°  76  )  |  par  consé- 
qaent  L  représentera  la  somme  des  projections,  tant 
positives  que  négatives,  des  aires  ay  a'y  a",  etc.  sur 
le  plan  des  x>jr;  et  de  même  M  et  N  représente- 
ront les  sommes  des  projections  de  ces  aires  sur  les 
plans  des  or,  s  et  des^,  z.  Ces  trois  quantités  L,  M,  JY, 
et  en  général  les  quantités  analogues,  relatives  au 
même  système  de  forces  et  à  d  autres  plans,  jouiront 
donc  des  mêmes  propriétés  que  les  sommes  des  pro- 
jections de  a,  d,  a",  etc.  sur  ces  plans. 

Dans  Ténoncé  de  ces  propriétés ,  nous  suppose- 
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rons  l'origine  des  coordonnées  invariable,  et  nous 
y  placerons  toujours  le  centre  des  momens.  Nous 
appellerons  une  quantité  telle  que  Z,  la  somme  des* 
momens  des  forces  i*,  P't  P*,  etc. ,  décomposées 
suivant  le  plan  des  ocyy\  mais  on  ne  devra  pas  ou- 
blier qu'avant  sa  décomposition ,  chaque  force  doit 
être  transportée ,  parallèlement  à  elle-même,  en  un 
point  de  sa  projection  sur  ce  plan  ,  ainsi  qu'on  la 
vu  dans  le  n°  76,  relativement  à  la  force  P.  Nous 
désignerons  semblablement  les  sommes  M,  iV",  et 
toute  autre  quantité  analogue  à  Z. 
Cela  posé: 

1*  Lorsque  les  sommes  des  momens  des  forces 
1J9  P*y  F",  etc. ,  décomposées  suivant  les  trois  plans 
des  coordonnées,  sont  connues,  la  somme  des  mo- 
mens des  mêmes  forces ,  décomposées  suivant  un 
plan  quelconque ,  mené  par  le  centre  des  momens  , 
est  dounée  par  cette  formule 

D  =  L.  cos.  s  +  M.  cos.  /+ N.  cos.  s"; 

dans  laquelle  D  représente  la  somme  cherchée;  t, 
&',  /,  les  angles  que  fait  la  perpendiculaire  au  plan 
quelconque,  avec  les  axes  des  zy  desjr  et  des  x. 

2*.  Parmi  toutes  les  positions  que  peut  prendre 
le  plan  mené  par  le  centre  des  momens,  il  en  existe 
une  pour  laquelle  la  somme  des  momens  des  forces 
données,  décomposées  suivant  ce  plan,  est  la  plus 
grande  possible,  et  égale  à  \/ L* -f-  M%  +  iV\  Par 
rapporta  tout  plan  perpendiculaire  à  celui-là,  la 
somme  des  momens  est  égale  à  zéro;  et  générale- 
ment 
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ment  elle  est  égale  à  V^+^+^'-cos.J^rel*- 
tivement  à  un  plan  dont  £  est  l'inclinaison  sur  celui 
de  la  plus  grande  somme. 

3*.  Enfin,  en  désignant  par  ay  C,  yy  les  angles 
que  la  perpendiculaire  à  ce  dernier  plan  fait  avec 
les  axes  des  z  ,  des  jr  et  des  xf  on  a  (n°  84),  pour 
déterminer  sa  position  , 


COS.  fit  =  ■ 


cos.C  = 


iY  . 

d'où  Ton  peut  conclure  que  si  Ton  prend  sur  la  per- 
pendiculaire au  plan  relatif  à  chaque  somme  de  mo- 
mens,  une  ligne  proportionnelle  à  cette  somme ,  la 
ligne  qui  représente  la  plus  grande  somme  sera  en 
grandeur  et  en  direction,  la  diagonalç  du  parallélé- 
pipède construit  sur  les  trois  sommes  Z,  My  N. 

La*  composition  des  momens  suit  donc  les  mêmes 
lois  que  celle  des  forces,  la  plus  grande  somme  des 
momens  et  la  perpendiculaire  à  son  plan  remplaçant 
1*  résultante  et  sa  direction. 

87.  Avant  de  quitter  ce  sujet,  nous  rapproche- 
rons, en  peu  de  mots,  la  théorie  des  momens  de  ce 
que  nous  avons  trouvé  dans  le  chapitre  précédent, 
sur  les  conditions  d  équilibre  et  sur  les  résultantes 
des  forces  P7  F,  P*9  etc.  Pour  abréger,  nous  appei- 
1.  8 
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lerons  plan  principal ,  le  plan  qui  répond  à  la  pltis 
grande  sornette  desttidmens  des  forces  décomposées, 
et  moment  principal,  cette  plus  grande  somme. 

86.  Les  conditions  d 'équilibre  d'un  corps  solide 
peuvent   à  présent  s'énoncer   d'une  manière  fort 

simple. 

Si  le  corps  est  libre,  il  est  nécessaire  et  il  suffit 
que  le  moment  principal  et  la  résultante  des  forces 
données  soient  nuls.  Ces  deux  conditions  donnent 
en  effet  les  six  équations  d'équilibre  démontrées  dans 
le  n°  60  ,•  car  la  résultante  R  (nb  72)  ne  peut  être 
nulle  sans  que  ses  trois  composantes  rectangulaires 
X  y  Y y  Z,  ne  soient  aussi  nulles  j  et  de  même  le 
tnoment  principal  \fL*~^M%~^N%™  peut  être  égal 
à  zéro,  ôans  qu  on  n'ait  séparément  L  ==  o,  M=  o, 
JV=o.  Le  centre  des  momens  peut  être  placé  en 
un  point  quelconque  ;  mais  d'après  la  transforma- 
tion qu'on  a  faite  dans  le  n°  71  >  il  est  évident  que 
si  ces  trois  dernières  équations  ont  lieu  pour  un  point 
déterminé,  elles  subsistent  également  pour  tout 
autre  point*  lorsque  l'on  a  en  même  terns  AT=o  9 
Y  —  q  etZ  =  o. 

Quand  le  corps  est  retenu  par  un  point  fixe,  il 
suffit  que  le  moment  principal  Boit  mul,  en  plaçant 
le  centre  des  momens  en  ce  point. 

Enfin  qtiand  le  corps  est  retenu  par  ht!  axe  fixe  , 
il  suffi  t  que  le  plan  principal  renferme  Taxe ,  le  centre 
des  momens  étant  placé  en  un  point  quelconque  du 
même  axe.  Eh  effet,  supposons  que  Taxe  fixe  soit 
trelui  des  r  j  si  le  pkn  principal  le  renferme,  l'angle  « 
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tla  n*  86  sera  droit  ,  et  Ton  aura  par  conséquent  Lz=zo; 
"ce  qui  e6t  r équation  d'équilibre  trouvée  dans  ta 
n°65. 

89.  Lorsque  les  forces  P,  Pfy  P*,  etc. ,  ont  une 
résultante  unique ,  il  est  évident  que  le  plan  princi- 
pal doit  être  Celui  qui  renferme  cette  résultante  et 
le  centre  des  niomens.  La  perpendiculaire  à  ce  plan 
et  la  parallèle  à  la  résultante  ,  menées  par  le  centré 
des  momens,  doivent  donc  être  perpendiculaires 
entre  elles  *,  ainsi  il  faut  qu'on  ait  (n°  78) 

cos.flC.coa.c-|»co8.C.cos.&  -+•  cos,  y\  cos.  a  =  o  ; 

et ,  €,  y  étant  les  angles  que  fait  la  première  droite 
avec  les  axes,  des  z,  àesj  et  des  x;  et  c,  bf  a9  les 
angles  que  fait  la  seconde  droite  avec  les  mêmes 
axes.  Or,  on  a  donné  les  valeurs  de  cos.a,  cos. 6, 
cos.i,  dans  le  n°  72,  et  celles  de  cos. a,  cos.£> 
cos.^,  dans  le  n°  86;  substituant  donc  ces  valeurs } 
l'équation  précédente  se  change  en  celle-ci 

qui  a  effectivement  lieu  quand  le$  forces  donuées 
ont  une  résultante  (n°  69). 

go.  Jusqu'ici  nous  avons  supposé  que  le  centré 
des  momens  restait  toujours  à  l'origine  des  coor- 
données ;  mais  si  on  le  transporte  en  un  autre  point , 
le  moment  principal  variera,  et  Ton  peut  demander 
en  quel,  point  ou  en  quelle  suite  de  points,  ce  mo* 
ment  est  le  plus  petit.  Quand  les  forcés  /*,  /*, 
£*9  etc.,  ont  une  résultante  unique,  ii  est  évident 

8.. 
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que  ces  points  sont  ceux  qui  se  trouvent  sur  là  di-* 
rection  de  la  résultante;  car  pour  tous  les  points  de 
cette  droite,  les  quantités  L9  M,  JV,  sont  nulles 
(n°  71),  et  par  conséquent  le  moment  principal  est 
égal  à  zéro.  Pour  obtenir  l'équation  du  lieu  de  tous 
ces  points  dans  le  cas  général,  désignons  par  x^y^z^ 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  où  Ton  trans- 
porte le  centre  des  momens,  et  par  Zy,  Mn  iV,,  ce 
que  deviennent  £,  M,  N,  relativement  à  ce  point; 
nous  aurons  (n°  71) 

L,  =  L  +  Yxt-Xy.é% 
N=K+Zyt-Yzr, 

r 

ce  qui  montre  d'abord  que  si  les  forces  Py  P^9 
P"f  etc.,  se  réduisent  à  deux ,  parallèles  et  irréduc- 
tibles, auquel  cas  on  a  Jt=o,  1^  =  0,  Z^o,1 
les  valeurs  de  Ly  M,  N,  ne  varieront  pas  avec  le 
centre  des  momens.  Ainsi,  dans  ce  cas,  la  valeur 
du  moment  principal  ne  change  pas,  et  le  plan  prinn 
cipal  reste  parallèle  à  lui-même,  en  quelque  point 
que  soit  placé  le  centre  des  momens.  On  conçoit 
en  effet  que  ce  plan  doit  être  constamment  parallèle 
à  celui  des  deux  forces  auxquelles  les  forces  données 
se  réduisent,  et  que  le  moment  principal  est  tou- 
jours égal  à  la  perpendiculaire  comprise  entre  les 
directions  de  ces  forces ,  multipliée  par  leur  va- 
leur commune. 

Dans  tout  autre  cas,  le  moment  principal  sera 
une  fonction  des  coordonnées  x^J,*  ***  du  centre 
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-des  moments.  Son  carré  sera  égal  à  Lf+Mf+If*} 
ou  à 

{L+  Yxt  -  Xy,y+  [M  +  Xz-Zx^+^N+Zy-  Yz,)\ 

En  égalant  à  zéro  ses  trois  différences  partielles  re- 
latives à  x/yjr/yzjy  afin  de  déterminer  son  mini- 
mum, et  observant  queiîVs  JT*-+-Irâ-4-Z\on>  obtient 
trois  équations  qu'il  est  facile  d'écrire  sous  cette 
forme  : 

H*xi=X{Xxï  +  Yy,  +  Zzt)  +  ZM  —  YL, 
JFy,=  Y(Xx,+  Yyt  +  Zz,)  +  XL  ~  ZN, 
R\=:Z(Xx,  +  Yyjr£  Zz}+TN  —  XM. 

Or,  si  l'on  ajoute  ces  trois  équations ,  après  avoir 
multiplié  la  première  par  X y  la  seconde  par  Yy  la 
troisième  par  Z,  on  trouve  une  équation  identique  ;  il 
s'ensuit  donc  que  Tune  d'elles  est  la  suite  des  deux 
autres  ;  et  comme  les  coordonnées  xt,yi9  z,,  »e 
s'y  montrent  qu'au  premier  degré ,  elles  appartien- 
nent à  une  ligne  droite,  qui  est  le  lieu  demandé  des 
centres  des  momens ,  par  rapport  auxquels  le  mo- 
ment principal  est  un  minimum.  11  n'est  pas  néces- 
saire ici  d'examiner  lequel  a  lieu ,  du  maximum  ou 
du  minimum;  car  il  est  évident  que  la  valeur  da  mo- 
ment principal  croit  indéfiniment  avec  les  coordon- 
nées xtyjrfJ  zt\  de  sorte  que  cette  fonction  n'est 
pas  susceptible  de  limite  dans  le  sens  de  son  accrois- 
sement. 

91.   En  éliminant  la  quantité  Xxé-\-Yfé-\-Zt  A 
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^ntre  les  équations  précédentes,  prises  successive** 

ment  deux  à  deux,  on  trouve 

Zy,-n,  +  N=*l«*+»,r+L* 

Ces  équations  appartiennent  aux  projections  sur  les 
trois  plans  des  coordonnées,  du  lieu  des  centres  des 
momens  principaux  minima.  On  vérifie  qu'elles  coin-, 
cident  avec  celles  de  la  résultante  (  n°  7 1  ) ,  dans  le 
cas  où  les  forces  Py  P*,  P*y  etc. ,  en  ont  une  ;  car 
on  a  alors 

NX+MY+LZ  =  o. 

On  peut  aussi  remarquer  qu'en  vertu  de  ces.  équa- 
tions ,  la  valeur  du  moment  principal  minimum  j 
4onnée  dans  le  n°  précédent,  devient 

(NX+MY  +  LZ)* 
w ; 

ensorte  que  la  condition  d'une  résultante  unique 
consiste  en  ce  que  ce  moment  doit  être  égal  à  zéro., 
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CHAPITRE  IV, 

APPLICATION  DES.  PRINCIPES  PRÉCÉDENS 
AUX  CORPS  PESANS. 

§.  Ior.  Définition  de  la  pesanteur  et  conditions  d'équi-^ 
libre  de  ces  Corps. 

92.  vJn  nomme  inf^étemmQnt  pesa/itour  çu  gra- 
vite, la  force  qui  précipite  les  corps  vers  U  surface 
de  la  terre,  aussitôt  qu'ils  cessent  d'être  soutenu. 
Son  action  s'exerce  sur  toutes  les  parties  de  la  ma- 
tière ,  dans  des  directions  perpendiculaire?  à  cette, 
surface,  au  suivant  des  lignes  verticales.  Les  direc- 
tions prolongées  de  1?  pesanteur  en  diûerens  lieux , 
.  iraient  tfonc  concourir  jm  centre  <fc  la  terre,  à  cause 
de  sa  forme ,  à  très-peu-près  sphéritjue  ;  piais  •  en 
ayant  égard  a  la  grandeur  du  rayon  terrestre  (*) , 
relativement  aux  dimensions  des  corps  que  l'on  a 
ordinairement  k  considérer,  on  peut  supposer,  sans 
erreur  sensible ,  la  pesanteur  parallèle  *  ej^stètpe . 
dans  toute  l'étendue  d'un  même  corps. 

Des  expériences  que  nous  ferons  connaître  quand; 
nows  traiterons  du  mouvement  des  corps  pesant  , 
ont  prouvé  que  l'intensité  de  la  pesanteur  varie  à  Ja 


(*)  Sa  longueur  moyeane  tgt^e  6366 19$  mètre». 
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surface  de  la  terre  :  elle  est  la  plus  petite  à  l'cqua- 
teur;  lorsqu'on  s'approche  du  pôle,  elle  croît  pro- 
portionnellement au  carré  du  sinus  de  la  latitude. 
On  sait  encore  qu'à  la  même  latitude,  elle  diminue 
à  mesure  qu'on  s'élève  sur  la  verticale ,  et  qu'elle 
suit  la  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  du 
corps  pesant  au  centre  de  la  terre.  Ainsi ,  à  parler 
rigoureusement,  la  gravité  n'est  pas  la  même  pour 
toutes  les  parties  dCun  même  corps ,  à  raison  de  la 
différence  de  leurs  distances  à  l'équateur  et  au  centre 
de  la  terre.  Néanmoins  on  conçoit  que  dans  une 
aussi  petite  étendue,  la  variation  de  l'intensité  de 
cette  force  peut  être  négligée,  comme  celle  de  sa 
direction. 

Un  corps  pesant  sera  donc  pour  nous  un  assem- 
blage de  points  matériels  auxquels  sont  appliquées 
des  forces  égales,  parallèles  et  dirigées  dans  le  même 
sens  :  la  direction  de  chacune  de  ces  forces  est  in- 
diquée par  celle  du  fil  à-plomb  qui  serait  suspendu 
à  son  point  d'application, 

q3.  Toutes  ces  forces  ont  une  résultante  égale  à 
leur  somme  et  parallèle  à  leur  direction  commune. 
Cette  résultante  forme  ce  qu'on  appelle  le  poids  du 
corps. 

Il  est  évident,  d'après  cette  définition,  que  le 
poids  d'un  corps  homogène y  ou  entièrement  de  la 
même  matière,  est  indépendant  de  sa  forme  et  pro- 
portionnel à  son  volume.  Deux  corps  homogènes  et 
équivalens  en  volume  sont  donc  égaux  en  poids  ; 
de  sorte  qu'étant  placés  dans  les  deux  plateaux  d'une 
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balance,  ils  doivent  s'y  faire  équilibre.  C'est  ce  que 
l'expérience  confirme  journellement;  mais  elle  nous 
montre  en  même  tems  que  les  corps  hétérogènes 
n'ont  pas  le  même  poids  sous  des  volumes  égaux  ; 
et  pour  cette  raison ,  nous  nous  représentons  ces 
corps  comme  renfermant  sous  le  même  volume,  des 
nombres  différer] s  de  parties  matérielles  douées 
d'une  pesanteur  égale. 

On  a  coutume  d'exprimer  cette  différence  de  com- 
position y  en  disant  que  les  corps  sont  plus  ou  moins 
denses ,  selon  qu'ils  contiennent ,  à  volume  égal , 
tin  nombre  plus  ou  moins  grand  de  parties  maté- 
rielles également  pesantes.  La  densité  relative  de 
deux  corps  n'est  donc  autre  chose  que  le  rapport 
de  leurs  poids  sous  le  même  volume  ;  par  consé- 
quent, si  l'on  veut  former  une  table  des  densités 
des  diverses  espèces  de  corps  ,  solides  ou  fluides  , 
on  prendra  pour  unité  la  densité  d'une  substance 
convenue ,  et  l'on  déterminera  par  l'expérience  le 
rapport  du  poids  d'un  volume  quelconque  de  chaque 
corps,  à  celui  d'un  volume  égal  de  cette  substance. 
L'eau  distillée  est  le  corps  que  l'on  prend  ainsi  pour 
terme  de  comparaison;  mais  comme  sa  densité  varie 
avec  sa  température,  on  prend  pour  unité  la  densité 
de  ce  fluide  au  point  de  sa  plus  grande  condensation, 
qui  répond  à  environ  4°  du  thermomètre  centigrade. 
Ainsi  quand  on  dit,  par  exemple,  que  la  densité  de 
l'or  est  19 ,  cela  signifie  que  le  poids  d'un  volume 
quelconque  de  ce  métal  est  égal  à  19  fois  celui  d'un 
égal  volume  d'eau  distillée  et  prise  au  maximum  de 
densité. 
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C'est  aussi  le  poids  d'un  centimètre  cube  de  eette 
eau  qui  forme  notre  unité  de  poids.,  ouïe  gramme; 
de  manière  que  le  poids  d'un  corps ,  évalué  en 
grammes ,  est  égal  au  produit  de  sa  densité  par  son 
volume  évalué  en  centimètres  cubes. 

94.  Lorsque  Ton  transporte  un  corps  d  uu  lieu 
dans  un  autre ,  son  poids  varie  proportionnellement 
à  la  pesanteur;  mais  il  est  impossible  de  s'en  aper- 
cevoir au  moyen  d'une  balance ,  puisque  les  poids 
de  tous  les  corps  croissent  ou  décroissent  dans  le 
même  rapport.  Il  faudrait ,  pour  manifester  directe- 
ment celte  variation  ,  comparer  le  poids  d'un  corps 
à  une  force  qui  ne  dépendit  point  du  changement 
de  pesanteur  ;  or,  le  moyeu  le  plus  simple ,  serait 
d'employer  à  cet  usage  la  force  élastique  de  l'air  y 
ainsi  que  nous  l'expliquerons  dans  la  suite.  Obser- 
vons seulement  ici  que  si  npus  désignons  par  P  le 
poids  d'un  corps ,  par  V  son  volume ,  sa  densité 
par  D  9  et  par  g  la  gravité  au  lieu  où  Ton  considère. 
le  poids  P  :  nous  aurons 

P  =  rDg. 

Dans  cette  équation  >  où  les  quantités  P,  V>  D,  gy 
ne  sont  pas  de  même  nature ,  il  convient  de  remar- 
quer que  ces  lettres  représentent  des  nombres  abs- 
traits, savoir,  les  rapports  des  quantités  correspon- 
dantes, à  des  unités  arbitraires  del  espèce  de  chacune 
d'elles.  Ainsi  V  exprime  le  nombre  d'unités  cubi- 
ques que  renferme  Je  volume  du  corps  que  l'on, 
considère,  D  le  rapport  numérique  de  sa  densité  k 
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celle  de  l'eau  que  Ton  prend  pour  unité' ,  g  le  rap- 
port de  la  pesanteur  relative  à  l'endroit  de  l'espace 
qu'occupe  ce  corps ,  à  la  pesanteur  que  Ton  choisit 
pour  unité  de  force  et  qui  se  rapporte  à  un  lieu  dé- 
terminé :  l'unité  de  poids  est  alors  celui  d'une  unité 
cubique  d'eau ,  transportée  en  ce  dernier  lieu ,  et  P 
désigne  le  nombre  de  ces  unités  que  contient  le 
poids  du  corps. 

95.  Puisque  tous  les  points  d'un  corps  pesant 
sont  sollicités  par  des  forces  parallèles ,  Il  s'ensuit 
que  si  on  lui  fait  prendre  successivement  diverses 
positions  par  rapport  a  la  direction  de  ces  forces , 
leur  résultante  passera  constamment  par  un  certain 
point  de  ce  corps.  Ce  point  que  nous  avons  appelé, 
?n  général ,  centre  des  forces  parallèles  (  n°  5j  )  , 
prend  ici  le  nom  particulier  de  centre  de  gravité.  Sa 
propriété  caractéristique,  dans  les  corps  solides  pe- 
sans,  consiste  en  ce  que ,  s'il  est  supposé  fixe,  le 
corps  auquel  il  appartient  rçste  en  équilibre  dans 
toutes  les  positions  possibles  autour  de  ce  point,' 
parce  que ,  dans  toutes  ces  positions  ,  la  résultante, 
des  forces  appliquées  aux  points  du  corps  ,  vient . 
passer  par  le  point  fixe. 

On  conçoit  aussi  que  quand  un  corps  solide  pe- 
sant est  retenu  par  un  autre  point  fixe ,  il  est  né- 
cessaire et  il  suffit  pour  l'équilibre ,  que  la  droite 
qui  joint  ce  point  et  le  centre  de  gravite,  soit  verti- 
cale ;  ce  centre  pouvant  d'ailleurs  se  trouver  au- 
dessus  ou  au-dessous  du  point  fixe.  En  effet ,  le 
.poids  du  corps  étant  une  force  verticale,  appliqué^ 
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a  son  centre  de  gravité,  sa  direction  coïncidera, 
dans  notre  supposition ,  avec  la  droite  qui  joint  ce 
centre  et  le  point  fixe  ;  par  conséquent  cette  force 
sera  détruite  par  la  résistance  de  ce  dernier  point , 
comme  si  elle  y  était  immédiatement  appliquée. 

96.  Par  la  même  raison ,  si  Ton  considère  un  corps 
solide  pesapt,  suspendu  par  un  fil  CA,  a  un  point 
fixe  C  (  fig.  22  )',  il  est  évident  que  dans  le  cas  de 
l'équilibre ,  ce  fil  sera  vertical ,  et  que  le  prolonge- 
ment AB  de  sa  direction  ira  passer  par  le  centre  de 
gravité  du  corps  \  ce  qui  fournit  un  moyen  connu 
pour  déterminer,  par  l'expérience,  le  centre  de  gra- 
vité d'un  corps  solide,  hétérogène  et  de  figure  quel- 
conque :  on  le  suspend  successivement  à  un  point 
fixe,  dans  deux  positions  différentes,  c'est-a-dire, 
qu'après  avoir  attaché  le  fil  de  suspension  en  un 
point  quelconque  Ay  on  l'attache  en  un  autre  point 
A'  ;  dans  ces  deux  positions ,  on  attend  que  l'équi- 
libre se  soit  établi  ;  puis  on  trace  dans  l'intérieur 
du  corps,  le  prolongement  du  fil  de  suspension  , 
savoir,  AB  dans  la  première  position  et  A'R  dans 

•  la  seconde  :  ces  deux  droites  se  coupent  en  un  point 
G  qui  est  le  centre  de  gravité  cherché. 

97.  En  général,  les  conditions  d'équilibre  que 
nous  avons  trouvées  précédemment ,  et  les  équa- 
tions qui  les  renferment,  s'appliqueront  sans  peine 
à  un  corps  solide  pesant ,  sollicité  d'ailleurs  par 
d'autres  forces  quelconques  :  il  suffira  de  comprendre 

«éiu  nombre  des  forces  données,  une  force  verticale, 


Digitized  by 


Google 


LIVRE  I.  STATIQUE.  «5 

égale  au  poids  du  corps  et  appliquée  à  son  centre  de- 
gravité.  Ainsi ,  par  exemple ,  les  équations  (i),  (a)r 
(3)  du  n°  60 ,  et  la  condition  relative  à  la  direction, 
delà  résultante  (n°  67),  renfermeront  toutes  les  con- 
ditions d'équilibre  d'un  corps  pesant  posé  sur  un 
plan  fixe  ;  mais  au  lieu  de  les  déduire  de  ces  équa- 
tions générales,  je  crois  qu'il  sera  plus  utile  de  con- 
sidérer directement  ce  cas  particulier. 

J'observe  d  abord  que  si  le  corps  est  soumis  à  la 
seule  action  de  la  pesanteur,  et  que  le  plan  fixe  soit 
horizontal,  l'équilibre  aura  lieu,  pourvu  seulement, 
que  la  verticale  menée  par  le  centre  de  gravité , 
vienne  couper  le  plan  fixe  dans  l'intérieur  de  la  base 
du  corps;  condition  nécessaire  pour  que  son  poids 
ou  la  force  qui  le  sollicite,  soit  détruite  par  la  résis- 
tance du  plan  fixe  ,  et  sans  laquelle  le  corps  serait 
renversé  sur  ce  plan.  Mais  si  le  plan  fixe  est  un  plan 
incliné y  le  corps  glissera  le  long  de  ce  plan  en  vertu 
de  sa  pesanteur,  et  il  faudra  qu'une  ou  plusieurs 
autres  forces  lui  soient  appliquées  pour  le  main- 
tenir en  équilibre*  Afin  de  simplifier  la  question ,  je 
supposerai  qu'il  n'y  ait  qu'une  seule  force,  ou  que, 
s'il  y  en  a  plusieurs,  elles  ont  une  résultante  unique 
que  j'appelerai  Q.  Soit  aussi  Py  le  poids  du  corps.  IJ 
sera  nécessaire,  pour  l'équilibre,  que  ces  deux  forces 
aient  une  résultan  te,  et  qu'elle  soit  perpendiculaire  au 
plan  incliné  ;  il  faudra  donc  que  leurs  directions 
soient  comprises  dans  un  même  plan;  par  consé- 
quent la  direction  de  la  force  Q  devra  se  trouver 
dans  un  plan  vertical  mené  par  le  centre  de  gravité 
du  corps ,  lequel  plan  contient  déjà  la  direction  de 
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la  force  P.  Quand  cette  condition  ne  sera  pas  rem- 
plie ,  l'équilibre  sera  impossible  ,  quel  que  soit  le 
rapport  des  deux  forces  P  et  Q;  supposons-la  donc 
Satisfaite ,  et  cherchons  le  rapport  de  ces  forces,  né- 
cessaire à  l'équilibre. 

98.  Considérons  le  plan  vertical  qui  renferme  à  là 
fois,  le  centre  de  gravité  du  corps  et  la  direction  don- 
née de  la  force  Q.  Soit  Imnpy  (fîg.  a5),  la  section  dii 
corps  par  ce  plan  ;  AB  la  section  du  plan  incliné,  BCet 
AC  une  verticale  et  une  horizontale,  menées  par  des 
points  BetA>  pris  arbitrairement  sur  la  droite  AB  : 
on  appelle  ordinairement  ces  droites  AB,BCelAC9 
la  longueur,  la  hauteur  et  la  base  du  plan  incliné.  Soit 
aussi  G  le  centre  de  gravité  du  corps,  GF  la  ver- 
ticale qui  représente  la  direction  du  poids  Py  KE 
la  direction  de  la  force  Q>  K  le  point  d'intersection 
des  lignes  KE  et  GFy  et  KD  une  perpendiculaire 
abaissée  de  ce  point  sur  le  plan  incliné* 

Puisque  la  résultante  des  forces  Q  etP  doit  être 
dirigée  suivant  KDy  on  aura  (  n#  16  ) 

P  :  Q  ::  ûn.EKD  :  sin. FKD. 

Mais  l'angle  FKD  étant  égal  k  l'angle BAC,  à  causé 
de  leurs  cotés  perpendiculaires ,  on  a 

un. FKD  =  sin.  ZMC  =  -j^; 

te  qui  change  la  proportion  en  celle-ci  : 
P:  QllJ&.sin.EKDlBC. 
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l'el  est  le  rapport  qui  doit  exister  entre  les  deux 
forces  PelQy  pour  que  la  seconde  puisse  empêcher 
le  corps  de  glisser  sur  le  plan  incliné.  Il  dépend , 
comme  on  voit ,  de  l'angle  ÊKD  que  la  force  Q  fait 
avec  la  perpendiculaire  à  ce  plan  ;  et  cette  force  doit 
être  d'autant  plus  grande,  que  cet  angle  s'écarte  plus 
de  l'angle  droit.  Si  la  force  Q  est  parallèle  au  plan 
incliné,  auquel  cas  l'angle  EÎCD  est  droit,  la  pro- 
portion devient 

p\  Q::AB:  bc\ 

donc  dans  le  cas  le  plus  avantageux,  là  force  Q  est 
au  poids  P  qu'il  s'agit  de  soutenir,  comme  la  hau-* 
teur  du  plan  incliné  est  a  sa  longueur.  Dans  ce  cas* 
la  force  Q  est  égale  et  directement  contraire  au 
poids  P  décomposé  parallèlement  au  plan  incliné. 
Dans  tous  les  cas,  la  perpendiculaire  KD  doit 
rencontrer  le  plan  fixe  en  dedans  de  la  base  du 
corps,  et  la  résultante  des  forces  P  et  Q  exprime  la 
pression  supportée  par  ce  plan* 

§.  II.  Détermination  des  Centres  de  gravité* 

9g.  Occupons-nous  maintenant  des  moyens  de 
déterminer,  par  le  calcul,  la  position  du  centre  de 
gravité  ,  et  proposons-nous  ce  problème  général  : 
un  corps'  étant  partagé  en  un  nombre  quelconque  de 
parties  dont  les  centres  de  gravité  sont  connus >  trouver 
wlui  du  corps  entier? 

Pour  le  résoudre,  je  considère  le  poids  de  chaque 
partie  comme  une  force  verticale,  appliquée  à  son 
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centre  de  gravité;  ensuite  je  cherche,  au  moyen  des 
formules  du  n°  40 ,  les  coordonnées  du  centre  de 
ces  forces  parallèles,  qui  sera  le  centre  de  gravité 
demandé. 

\  Soient  dona  p,  p\  p",  etc. ,  les  poids  des  diverses 
parties  du  corps;  x,jry  2,  les  coordonnées  du  centre 
de  gravité  du  poids;?;  x',y\  *',  les  coordonnées  de 
celui  du  poids  p'\  etc.  ;  soient  aussi  xnyn  z/9  les 
coordonnées  du  centre  de  gravité  du  corps  entier, 
et  P  son  poids,  ou  la  somme  des  poids  p,  p\  p',  etc.; 
en  faisant  attention  que  P  est  la  résultante  des  forces 
P>  P'y  P*>  ctc*  y  nous  aurons,  d'après  le  n°  cité, 

Px,  =  px  -f  pV  +  p"x*  -+•  etc. , 

Py*=w+ pY  +pY  + etc-  > 

PZ/  =  pz  +  p'z'  +  p  V  +  etc. , 

pour  déterminer  les  valeurs  de  x4>yé  et  zr 

Ces  coordonnées  seront  indépendantes  de  Fin- 
tensité  de  la  pesanteur;  car  cette  quantité  entrant 
comme  facteur  commun  dans  les  valeurs  des  poids 
JP,  p,  /?',  p'y  etc.  (  n#  94  ),  on  en  peut  faire  abstrac- 
tion. Il  s'ensuit  donc  que  le  centre  de  gravité  ne 
change  pas  de  position  dans  les  corps,  lorsqu'on  les 
transporte  d'un  lieu  dans  untratre,  quoique  la  pe- 
santeur soit  différente  en  ces  deux  lieux. 

Lorsque  les  centres  de  gravité  de  tous  les  poids 
partiels  p,  p'>  p"9  etc. ,  se  trouveront  dans  un  même 
plan ,  celui  du  corps  entier  se  trouvera  aussi  dans 
ce  plan  ;  et  quand  tous  ces  points  seront  rangés  sur 
une  même  droite  ,  on  pourra  être  certain  que  le 

centre 
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Centre  de  gravité  qu'on  cherche  est  un  des  points 
d«  cette  droite  (  n°  40- 

ioo.  Si  le  corps  que  Ton  considère  est  homogène, 
de  manière  que  la  densité  de  toutes  ses  parties  soit 
la  même,  les  poids  P,p9p',p%  etc.  y  seront  sim-* 
plement  proportionnels  aux  volumes,  et  en  dési- 
gnant ceux-ci  par  V>  v>  u',  /,  etc.  ,  ou  aura 

Vxé  t=  vx  +  v'x'  •+-  vvx°  -J-  etc.  , 

fy,  —  *y  +  sy + *y  +  etc., 

r*é  =  va  +  *V  +  vY  +  etc. 

Ges  formules  ont  lieu,  quel  que  soit  lie  ùotabre  de 
parties  dans  lequel  on  a  divisé  le  volume  V\  elles 
subsisteront  donc  encore ,  si  Ton  suppose  que  ce 
nombre  devient  infini,  et  qu'en  même  tems  les  por- 
tions t>,  i/y  v*9  etc.  de  ce  volume,  deviennent  in  fi  ai- 
ment petites  ;  par  conséquent  on  peut  toujours  dire 
que  le  volume  entier  d'un  corps ,  multiplié  par  la 
distance  de  son  centre  de  gravité  à  un  plan  quel- 
conque, est  égal  à  la  somme  de  tous  les  élémens  in* 
finiment  petits  de  ce  même  volume,  multipliés  res- 
pectivement par  leurs  distances  à  ce  plan. 

À  proprement  parler,  cette  somme  d'un  nombre 
infini  de  quantités  infiniment  petites ,  n'est  qu'une 
limite  dont  on  peut  approcher  d'aussi  près  qu'on 
veut,  en  augmentant  le  nombre  de  ces  quantités. 
Ainsi ,  par  exemple ,  que  l'on  partage  le  volume 
donné  en  un  très-grand  nombre  de  portions  très- 
petites,  t>,  ?',  /,  etc.,  qu'on  multiplie  ensuite  chaque 
portion  par  la  distance  d'un  de  ses  points  au  plan 

*•  9 
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des  xy  jrf  et  que  ce  point  soit  pris  au  hasard  dans 
l'étendue  de  cette  portion  de  volume  :  la  somme  de 
tous  les  produits  ne  sera  pas  la  valeur  exacte  de  Vzn 
car  il  faudrait,  pour  cela,  que  le  point  pris  dans 
chaque  volume  partiel,  fût  le  centre  de  gravité  de 
cette  partie  du  corps;  mais  comme  ces  deux  points 
différeront  de  moins  en  moins,  à  mesure  que  la  por- 
tion de  yolume  à  laquelle  ils  appartiennent,  deviendra 
plus  petite,  on  conçoit  que  la  somme  des  produits 
approchera  aussi  de  plus  en  plus  de  la  valeur  de  Vzf\ 
de  telle  sorte  que  cette  valeur  peut  être  regardée 
comme  sa  limite  dans  le  sens  du  décroissement  des 
volumes  *>,  *>',  v%  etc.  Il  ne  s'agira  donc  que  de 
trouver,  dans  chaque  cas  particulier,  l'expression 
de  cette  limite,  qui  s'obtiendra  par  les  règles  du 
calcul  intégral ,  ainsi  qu'on  va  le  voir  dans  les 
n°*  suivans. 

i  o  i .  Quoique  les  lignes  et  les  surfaces,  telles  qu'on 
les  considère  eu  géométrie,  soient  dénuées  de  pe- 
santeur, il  arrive  néanmoins  qu'on  demande  souvent 
leurs  centres  de  gravité;  mais  pour  donner  un  sens 
à  cette  question ,  il  faut  entendre  -que  l'on  regarde 
alors  tous  leurs  points  comme  chargés  de  poids 
égaux ,  ou  tirés  par  des  forces  égales  et  parallèles. 
ï)%près  cela ,  cherchons  le  centre  de  gravité  d'une 
ligne  à  double  courbure,  donnée  par  ses  deux  équa- 
tions. 

Partageons  la  longueur  de  la  courbe  en  une  infi- 
nité d'élémens  infiniment  petits  ;  la  longueur  de 
l'élément  qui  répond  aux  coordonnées  quelconques 
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&>J>  z>  ****,  corn»*  on  3ait,  \Zdx?+dy*+dz**  le 
produit  de  cet  élément  par  sa  distance  an  plan  des 
xy  y,  sera  donc  *;  Vdx*-\-d/m+<fa*  ;  et  d'après 
les  principes  du  calcul  intégral  ,  on  aura  la  somme 
de  tous  les  produits  semblables ,  pour  utië  portion, 
déterminée  de  la  courbe ,  en  prenant  l'intégrale 
fz.  \Jdx%^dy**\-dz% ,  depuis  le  premier  point  jus- 
qu'au dernier.  Or,  en  vertu  du  théorème  du  n*  pré* 
cèdent,  qui  convient  aux  lignes  et  aux  surfaces, 
comme  aux  volumes,  cette  somme  de  produits  doit 
•être  égale  a  lzt ,  l  étant  la  longueur  de  la  courbe , 
-et  zt  la  distance  de  son  centre  de  gravité  au  plan 
des  x9y;  donGon  aura 

hé  «/«.  Vd*%  +  <fy*  +  &* 

On  aura  de  même,  par  rapport  au  plan  des  xy  z 
et  de$ y,  s, 

xt  et  jrg  représentant  les  coordonnées  du  ceatre  de 
gravité,  piarallèles  aux  axes  des  x  et  des  y. 

Ces  trois  équations  donneront  les  valeurs  de 
x,,  y, ,  zt ,  quand  celle  de  l  sera  connue  ;  or*  celle-ci 
dépend  d'une  intégrale  prise  entre  les  xn&nes  limites 
que  les  précédentes,  savoir; 

On  voit  donc  que  pour  déterminer  la  centre  de 

9  • 
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•gravite  d'une  courbe  quelconque,  il  faudra  prendre 
séparément  quatre  intégrales  définies  dont  les  limites 
communes  correspondent  aux  points  extrêmes  de  la 
courbe.  Pour  cela,  il  sera  d'abord  indispensable  de 
^amener  chacune  des  intégrales  précédentes  à  la 
forme  fTdty  T  étant  une  fonction  d'une  seule  va- 
jiable  t  ;  ce  qu'où  fera  en  substituant  dans  ces  inté- 
grales .,  à  la  place  de  deux  des  trois  coordonnées 
jc9 y y  s,  et  de  leurs  différentielles,  leurs  valeurs  en 
fonction  de  la  troisième ,  déduites  des  équations  de 
la  courbe  proposée ,  ou  plus  généralement ,  en  ex- 
primant ces  trois  coordonnées  et  leurs  différentielles, 
en  fonction  d'une  nouvelle  variable  /.  Cela  fait ,  si 
la  formule  Tdt  est  intégrable  sous  forme  finie ,  par 
les  règles  connues ,  on  prendra  son  intégrale  com- 
plète ;  d'où  l'on  déduira  ensuite  l'intégrale  définie 
dont  on  a  besoin ,  en  y  mettant  successivement  à  la 
place  de  t ,  les  valeurs  de  cette  variable  relatives 
aux  deux  limites,  et  en  retranchant  l'un  de  l'autre,  les 
résultats  de  ces  deux  substitutions.  Quand  la  formule 
Tdt  ne  sera  pas  intégrable  sous  forme  finie,  il  faudra 
recourir  aux  diverses  méthodes  que  le  calcul  intégral 
enseigne,  et  qui  donnent  par  approximation  les  va- 
leurs des  intégrales  définies  (*). 

-  102.  Eclaircissons  ce  procédé  par  un  exemple,  le 
plus  simple  de  tous  ceux  qu'on  peut  choisir.  Suppo- 
sons que  la  courbe  proposée  est  une  ligne  droite 


(*)  Voyez  pour  de  plus  grands  détails,  le  Traité  du  Calcul 
intégral  de  M.  Lacroix. 
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dont  les  équations  sont 

y=z  «ex-!-*',         *=Cx  +  £'- 

Nous  aurons 

et  par  conséquent  •     » 

fjc.  \Zdx*+d?+dz*=  1/1+^+^ .^+  C, 

./y.  ^da^4^y,+^=/i+*ft4^.(î^  +  *'*)  +  C*,  , 

C,  C,  C%  Cy  étant  des  constantes  arbitraires.  Dé- 
signons par  a  et  b  les  valeurs  de  x,  relatives  aux 
points  extrêmes  de  la  portion  de  cette  droite  dont, 
on  demande  le  centre  de  gravité  ;  les  valeurs  des 
intégrales  définies >  prises  entre  ces  limites,  seront 

f)/da*+dy*+dz*=  \/ 1  +**+£• .  (a  —  b) , 

a.  tfd*+àf  +d*%=  v/i4^a+ff*{"^^-^+(<^6)  .^T 

On  aura  donc,  en  substituant  ces  valeurs  dans  les 
formules  du  n°  précédent,  et  en  faisant  les  réduc~ 
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tions  qui  se  présentent , 

*,  =  2±*.  *=(«+*).;+«'.   .,=(«+*).? +c. 

Ces  coordonnées  appartiennent  au  milieu  de  la 
droite  donnée  ;  et  en  effet  ce  point  est  évidemment 
son  centre  de  gravité. 

Connaissant  le  centre  de  gravité  d'une  ligne  droite, 
on  en  conclura  sans  peine  celui  du  contour  d'un  po- 
lygone quelconque,  au  moyen  des  formules  du  n°  ioo, 
dans  lesquelles  on  substituera  les  côtés  de  ce  poly- 
gone aux  quantités  v,  /,  /,  etc. ,  et  le  contour  en- 
tier à  la  somme  V  dé  ces  mêmes  quantités. 

10S.  La  recherche  du  centre  de  gravité  devient 
plus  simple,  quand  il  s'agit  d'une  courbe  plane,  et 
qu'on  prend  son  plan  pour  l'un  de  ceux  des  coor- 
données, par  exemple,  pour  le  plan  des  xyy  ;  on 
a  alors  s=o,  rfz=o,  3,=o,  et  par  conséquent 

Ixpzfx.  \Zdx*+df>  lypsfy.  \Zdx*+dy\  IxzfV'dsx'+df  ; 

de  sorte  que  la  question  ne  dépend  plus  que  de  trois 
intégrales  définies.  Si  l'on  suppose  en  outre  que  la 
•courbe  soit  coupée  en  deux  parties  semblables  par 
une  droite.,  de  manière  que  cette  droite  renferme 
le  centre  de  gravité ,  et  qu'on  la  prenne  pour  axe 
des  Xj  on  aura  jr=o  :  il  ne  s'agira  plus  que  de 
déterminer  la  valeur  de  xy>  au  moyen  des  équations 

hq,=fx.  )/dx'À  +  dy»,      l=W  dr>  + <p. 

104.  Prenons  pour  exemple  de  ce  cas  particulier, 
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Tare  de 'cercle  BAD  (  fig.  24  ),  divisé  en  deux 
parties  e'gales  au  point  A  3  par  le  rayon  CA.  Plaçons 
l'origine  des  coordonnées  au  centre  C,  et  Taxe  des  x 
sur  ce  rayon  ;  soit  de  plus 

CA-==.r>      Cp=x,      mps=iy%      Am^s\ 

nous  aurons 

\/dx*  +  dy*=:ds,       Xjzxr.COS.-; 

d'où  Ton  tire 

C  étant  la  constante  arbitraire. 

Aux  limites  de  cette  intégrale,  qui  répondent  aux 
points  B  et  Dy  on  a  s  =£./  et  s  =  — zi.l>  l  étant 
l'arc  entier  BAD}  passant  donc  à  l'intégrale  définie,- 
on  aura 

iry=yi.  {/tbf+dy*  3=  ai^.sin.  —  ; 

mais  c  représentant  la  corde  BD9  on  a 

.     / 
cc=ar.sin.— ; 
ar 

d'où  il  suit 

lx4  =  rc  : 

résultat  qui  montre  que  la  dis  tance  xj  du  centre de gra* 
vite  d'un  arc  de  cercle,  au  centre  de  ce  cercle9est  qua~ 
trième  proportionnelle  au  rayon>  à  la  corde  et  à  Fore* 

io5.  Appliquons  encore  les  formules  du  n°  io5,  à 


Digitized  by  VjOQQu 


i56  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

lare  de  cycloïd©.  Soit  RCA  (fig.  a5)  cette  courbe, 
C  son  sommet,  BA  sa  base,  égale  à  la  circonférence 
<to  cercle  générateur,  CD  le  diamètre  de  ce  cercle* 
Prenons  le  point  C  pour  origine  des  coordonnées, 
la  tangente  en  ce  poiqt  pour  axe  des  x,  et  le  dia- 
mètre CD  pour  axe  desj^;  de  sorte  que  nous  ayons 
pour  un  point  quelconque  m9  Cp=.a>  et  mp=*jr-m' 
Faisons  aussi  CD— a;  l'équation  différentielle  de  la 
courbe  qu'on  trouve  dans  tous  les  traités  de  calcul, 
différentiel ,  aura  cette  forme  : 

(a  —  v).A? 
\fay—y* 

d*où  Ton  tire 

\SdZ^f^\A.dyV 

et  par  conséquent 

l  =/  \/da?  +  dy*=  a  V~ây\ 

l  étant  l'arc  Cm>  compté  du  point  Cou  l'on  a  j=o^ 
,  Donc  aussi 

l'intégrale  commençant  ^u  point  C.  En  divisant  par 
la  valeur  de  7,  il  vieitf 

ce  qui  fait  connaître  la  distance  du  centre  de  gravité 
4e  l'arc  Cm,  k  l'axe  Cr. 
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Pour  déterminer  son  autre  coordonnée  xt ,  on  a1 


fx.  ^dtf+d^fx.  \f^Ay-7 


y 

ou  bien  ,  en  intégrant  par  parties, 

substituant  la  valeur  de  dx>  et  réduisant,  il  vient 

par  conséquent 

/p.  v/iis*  -f  rfya  =ax.  \/ay+ 1.  /a.  (a— j)*  +  c j 

c  étant  la  constante  arbitraire.  Elle  doit  être  telle 
que  cette  intégrale  soit  nulle  au  point  C)  faisant 
donc/=o,  on  trouve 

Âa%   .  Âax 

^.+c  =  0,         ou        c=  — ^.; 

donc 

\ 

h,  =fx.  )/dx*  +  d?=  axYw  +  i-  Va. (o-y)*- Ç, 
et  en  divisant  par  la  valeur  de  Z, 

'  *    v'y      Vf 

Cette  valeur  de  xéf  jointe  k  celle  de  ^,  déter- 
mine complètement  le  centre  de  gravité  de  lare 
quelconque  Cm;  si  cet  arc  est  la  demi-cyclo'ide  CJy 
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çn  aura 

y=za=CD,      x  =  DA\ 

par  conséquent  * 

*t=DA—\.CD9     yt  =  \.Cp} 

valeurs  qui  se  construisent  en  portant  sut  la  base 
ABy  à  partir  du  point  Ay  nne  ligne  AE>  égale  aux 
deux  tiers  de  CD;  en  élevant  au  point  JE  une  perpen- 
diculaire EG,  sur  cette  base,  et  prenant  EG=ÂE: 
le  point  G  est  le  centre  de  gravité  delà  courbe  CmA. 
Si  Ton  demandait  le  centre  de  gravité  d'un  arc 
ni 'Cm 9  coupé  en  deux  parties  égales  an  point  C, 
ce  centre  serait  sur  Taxe  Cj\  il  suffirait  donc  de  con- 
naître sa  distance  à  Taxe  Cx9  qui  est  évidemment 
la  même  que  pour  la  moitié  Cm  de  cet  arc,  c'est-, 
à-dire  ^  égale  à  £,/;•  Donc  le  centre  de  gravité  d'un 
arc  quelconque  de  cycloïde,  partagé  en  deux  parties  t 
égales  au  sommet  de  cette  courbe,  se  trouve  sur  le 
diamètre  du  cercle  générateur  f  au  tiers  de  sa  lon- 
gueur, à  partir  du  sommet. 

106.  Cherchons  maintenant  le  centre  de  gravité 
de  Taire  comprise  entre  deux  courbes  tracées  dans 
un  même  plan,  et  données  par  leurs  équations. 
Soient  CrnD  et  CW/X  (fig.  26)  ces  deux  courbes; 
menons  dans  leur  plai?y  les  axes  rectangulaires  Ox 
et  Oy,  qui  seroi*t  ceux  des  coordonnées;  désignons 
par^-  Gif  >  les  coordonnées  pip  et  m'p,  correspon- 
dantes Il  4a  même  abscisse  Op9  que  nous  représen- 
terons par  x;  de  manière  quej*  et  7'  soient  des  fonc- 
tions fax;  données  par  les  équations  de  ces  courbes. 
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Supposons  que  Taire  CCniUDm  soit  celle  que  Fou 
considère,  c'est-à-dire,  supposons  que  cette  aire  soit 
terminée  par  les  ordonnées  AC  et  BD  qui  répondent 
à  des  abscisces  données  OAetOB}  faisons 

représentons  l'aire  CCm'miyD,  par  X;  enfin,  ap- 
pelons y/  et  xé9  les  coordonnées  de  son  centre  de 
gravité  qu'il  s'agit  de  trouver. 

Pour  cela,  je  divise  cette  aire  en  une  infinité 
d'élémens  par  des  perpendiculaires  élevée»  sur  Taxe 
des  x  et  séparées  par  des  intervalles  infiniment  pe-> 
lits  :  rmrtrin  est  l'élément  compris  entre  les  deux 
perpendiculaires  ou  ordonnées  consécutives  mp  et 
nq;  on  peut  le  regarder  comme  un  parallélogramme 
qui  a  pour  base  mm'  et  pour  hauteur /ty,  différences 
entre  les  deux  abscisses  Consécutives;  cet  élément 
sera  donc  égal  k  (y  ^~y*  ) .  dx ■ ,  k  cause  de  mm'=y-—y 
et  de  pq  =  dx  ;  par  conséquent  on  aura  d'abord 

l'intégrale  étant  prise  depuis  x  =  a,  jusqu  a  x  z=t  &. 
De  plus  le  centre  de  gravité  de  l'élément  mm'n'ti 
tombe  évidemment  à  son  milieu;  de  manière  que  la 
distance  de  ce  point  à  l'axe  Ox  est  moyenne  entre, 
les  deux  coordonnées  mp  et  m'p,ou  égale  à  ~ .  (y-\~y); 
et  sa  distance  à  Taxe  Oy  est  égale  h  x-\-~.dx,  ou 
simplement  à  or,  en  négligeant  i.dxy  par  rapport 
à  x.  Multipliant  donc  La  première  distance  par  la 
valeur  (y~y)*dx  de  cet  élément,  ce  qui  donne 
ï-O"* — y^).dx9  et  intégrant  ensuite  depuis  x=a 
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jusqu'à  x=b,  afin  d'obtenir  la  somme  des  produits 
semblables,  pour  tous  les  élémens  de  A,  cette  somme, 
sera,  d'après  les  formules  du  n°  ioo,  égale  au  produit 
ty/,  donc  on  aura 

Multipliant  de  même  la  distancez,  par  (y-y').dx, 
et  intégrant,  nous  aurons  la  valeur  du  produit  Xjc/  , 
savoir  : 

l'intégrale  étant  prise,  comme  les  deux  précédentes  , 
depuis  x  =  a  jusqu'à  x  =  b. 

Ainsi,  la  solution  du  problème  dépendra  en  général 
de  trois  intégrales  définies,  prises  entre  les  mêmes 
limites.  Lorsque  l'un  des  deux  axes  Ox  et  Ojy  cou- 
pera Taire  proposée  en  deux  parties  égales,  le  centre 
de  gravité  se  trouvera  sur  cet  âxe,  et  il  ne  restera 
qu'une  seule  des  deux  distances,  x/  et  yt ,  à  déter- 
miner, ce  qui  n'exigera  plus,  avec  la  valeur  de  A, 
que  deux  intégrations  seulement. 

Si  Taire  proposée  est  terminée  par  Taxe  Ox,  au 
lieu  de  l'être  par  une  courbe  Cm'D',  de  sorte  que 
cette  aire  soit  CApBDm9\\  faudra  supposer ^  =  0, 
dans  les  formules  précédentes  qui  se  réduiront 
alors  à 

107.  Soit  proposé,  par  exemple,  le  triangle  CAB 
(fig.  27),  dont  on  demande  le  centre  de  gravité. 
Je  prends  le  sommet  C,  pour  origine  des  coordon- 
nées j  Taxe  Cjr,  parallèle  à  la  base  ABfet  par  couse- 
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quent  l'axe  Cx,  perpendiculaire  à  cette  même  base. 
Les  courbes  qui  terminent  l'aire  proposée,  sont, 
dans  ce  cas,  les  deux  droites  CA  et  CB,  passant  par 
l'origine  ,  et  dont  je  représenterai  les  équations 
P»r  '  . 

y  =  «:    et   yr=ct'x. 

Les  formules  générales  deviendront  donc,  en  y 
substituant  ces  valeurs  de  y  et  je', 

*==/(*  —  <t').xdx, 

Ces  intégrales  doivent  être  prises  depuis  ars=  o 
qui  répond  au  point  C,    jusqu'à  x  s  A,  en  dé- 
signant par  A  la  hauteur  CZ>  du  triangle,-  d'où  l'on 
conclut 

A=c.-o.£  *,=(*-«>>.£  ^=(-^0.*:. 

et  par  conséquent 

Prenons  donc  C£=».fc=j.  CD,  et  élevons  la  per- 
pendiculaire EG  égale  à  cette  valeur  àayt>  le  point 
G  sera  le  centre  de  gravité  demandé. 

Si  l'on  joint  le  point  G  et  le  point  Ct  et  qu'on 
prolonge  la  droite  CG  jusqu'à  ce  qu'elle  coupe  la 
base  AB,  en  F,  il  est  aisé  de  voir  que  ce  point  F 
sera  le  milieu  de  AB.  En  effet,  en  faisant  x=CD=sh 
dans  les  valeurs  dey  et  y,  il  vient 

JD=*h     et     BDzsf'h; 
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ce  qui  change  U  Valeur  de  yt  ou  de  GE,  eu  ceUe-ci 

mais  on  a  la  proportion 

ce:  ge  :;  cd  :  fd-, 
donc,  à  cause  de  CE-x\.CD,  ou  aura, 
FD=*l.GE=±.(AD  +  BD)} 

valeur  qui  appartient  évidemment  au  milieu  de  la 
droite  AB.  On  voit  ausçi  que  CG  est  les  deux  tiers 
de  CF,  de  même  que  CE  est  les  deux  tiers  de  CD  ; 
car  les  lignes  CD  et  CF  sont  coupées  en  parties 
proportionnelles  par  les  parallèles  GE  et  FD. 
-  Couchons  donc  -que  le  centre  de  gravité  et  un 
triangle  se  trouve  sur  la  droite  qui  Joint  son  sommet 
et  le  milieu  de  sa  base,  aux  deux  tiers  de  cette  droite 
a  partir  du  sommet. 

108.  Ce  théorème  se  démontre  fort  simplement 
de  cette  autre  manière. 

Après  avoir  mené  la  ligne  CF  (fîg.  38),  qui  joint 
le  sommet  C  et  le  milieu  de  la  base  AB,  coupons 
cette  droite  par  une  suite  de  parallèles  à  ABy 
telles  que  II,  mm',  nri;  par  les  points  m  et  m'y  où 
la  droite  mm'  rencontre  les  côtés  CA  et  CB  du 
triangle,  menons  des  droites  Imn  ell'm'ri,  parallèles 
à  CFy  et  exécutons  la  même  construction  pour  toutes 
les  droites  semblables  à  mm'  :  nous  formerons  par  la 
deux  suites  de  parallélogrammes,  tels  que  Imm't 
et  mnn'ni  qui  seront,  pour  ainsi  dire,inscrits  et  cir- 
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conscrits  au  triangle.  Or,  la  ligne  CF coupe  toutes 
les  parallèles  à  la  base  AB,  comme  la  base  elle- 
même,  c'est-à-dire,  en  deux  parties  égales;  donc 
elle  partage  tous  ces  parallélogrammes  en  deux  par-* 
ties  parfaitement  égales,  et  par  conséquent  leurs 
centres  de  gravité  se  trouvent  tous  sur  cette  droite; 
donc  aussi  le  centre  de  gravité  de  la  somme  des  paral- 
lélogrammes inscrits  et  celui  de  la  somme  des  paral- 
lélogrammes circonscrits ,  sont  deux  points  decette 
même  droite.  Mais  à  mesure  que  Ton  multipliera  le 
nombre  des  parallèles  à  la  base ,  ou  qu'on  diminuera 
leurs  distances,  ces  deux  sommes  différeront  de 
moins  en  moins  entre  elles  et  avec  le  triangle  CAB 
qui  est  leur  limite,  comme  le  cercle  est  la  limite 
des  polygones  inscrits  et  des  polygones  circonscrits; 
leurs  centres  de  gravité  approcheront  donc  conti- 
nuellement, et  d'aussi  près  qu'on  voudra,  de  se  con- 
ibndre  avec  celui  du  triangle  ;  et  comme  ces  centres 
ne  cesseront  pas  d'appartenir  à  la  droite  CF,  il  en 
faut  conclure  que  celui  du  triangle  est  aussi  un  des 
points  de  cette  droite. 

Par  le  même  raisonnement,  on  prouvera  que  ce 
point  doit  aussi  se  trouver  sur  la  droite  AK  (fig.  29), 
qui  joint  le  sommet  A  et  le  milieu  du  côté  opposé 
BC;  donc  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABC 
est  placé  à  l'intersection  G  des  deux  droites  CF 
et  AK,  F  et  K  étant  les  milieux  des  côtés  AB  et 
CB.  Mais  si  Ton  mène  la  droite  FK,  cette  droite 
sera  parallèle  à  A$Ç  puisqu'elle  coupe  les  deux 
côtés  AB  et  CB  en  parties  égales;  les  triangles 
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CGA  et  K  G  F  seront  donc  semblables,  ainsi  que 

les  triangles  FKB  et  ACB\  et  Ton  aura 

FG  :  cg  ::  fk  :  ac  ::  fbiab\ 

donc  -FG  sera  moitié  de  CG,  comme  PB  est  moitié 
de  AB;  par  conséquent  CG  sera  les  deux  tiers  de 
la  ligne  entière  CF:  ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer» 

Le  centre  de  gravité  du  triangle  étant  connu,  on 
trouvera  aisément  celui  d'un  polygone  quelconque, 
en  le  décomposant  en  triangles,  et  en  faisant  usage 
des  formules  du  n°  ioo ,  dans  lesquelles  on  substi- 
tuera lesaires de  ces  triangles,  aux  volumes  p,e',  e",etc., 
et  l'aire  entière  du  polygone,  au  volume-  V. 

109.  Le  centre  de  gravité  du  segment  de  cercle 
BADE  (fig.  24),  se  trouve  sur  le  rayon  CA  qui  le 
coupe  en'  deux  parties  égales.  Pour  déterminer  sa  dis- 
tance au  centre  <?,  prenons  ce  point  pour  origine  des 
coordonnées;  l'axe  des  x>  sur  le  rayon  CA.  et  fai- 
sons CA—r  et  CE=a.  L'équation  du  cercle  sera 

Les  courbes  qui  terminent  l'aire  BADE  sont  les  arcs 
2?^  et  Z)-^;  on  a  pour  l'un,  ^=+  V^-—  x*  >  et  pour 
l'autre,  /== — V^  ** — x*>  il  &ut  donc  substituer  ces 
deux  valeurs  à  la  place  de^  et  de  y'>  dans  les  for- 
mules générales  du  n°  106;  ce  qui  donne 

Intégrant 
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kitégrant  depuis  x=a  jusqu'à  xz=zry  il  vient 


«,=  §.(!•-*)*; 


doue  en  désignant  par  c9  la  corde  BDy  ou  le  double 
de  l'ordonnée  BE>  on  aura 


r  —  a.l/r*  —  aa,        et       ar,  =  — 


12'   A 


Prenant  donc  sur  le  rayon  CAy  à  partir  du  point  C> 
une  ligne  CG  égale  à  cette  valeur  de  xé  ,  le  point  G 
sera  le  centre  de  gravité  du  segment  BADE,  dont 
Taire  est  représentée  par  A. 

no.  Le  centre  de  gravité  du  secteur  CBAD  se 
conclut  de  ceux  du  segment  BADE  et  du  triangle 
CBD;  car  soit  CG'=.\.CEy  c'est-à-dire,  soit  G* 
le  centre  de  gravité  de  ce  triangle;  si  l'on  partage 
la  distance  G  G  de  ce  centre  de  gravité  à  celui  du 
segment,  en  deux  parties  G' G"  et  G9 G  réciproque- 
ment proportionnelles  aux  aires  CAB  et  BADEy  le 
point  G"  sera  le  centre  de  gravité  de  la  somme  de 
ces  deux  aires ,  ou  du  secteur  CBAD. 

Mais  on  peut  trouver  ce  point  G\  d'une  manière 
plus  simple  et  plus  directe,  en  partageant  Tare  BAD%  • 
en  une  infinité  de  parties  égales ,  et  menant  ensuite 
des  rayons  du  centre  C,  à  tous  les  points  de  divi- 
sion; l'aire  CBAD  se  trouvera  alors  décomposée  en 
une  infinité  de  secteurs  infiniment  petits  et  égaux , 
eptre  eux,  que  l'on  pourra  prendre  pour  des  triangles, 
et  dont  les  centres  de  gravité  se  trouveront  à  une 
i.  10 
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distança  du  point  C,  égale  aux  deux  tors  da  rayon  ; 
de  sorte  que  si  l'on  décrit  de  ce  point  comme  centre, 
et  d'un  rayon  égal  h  \*CA5  un  arc  de  cercle  BA'Hy 
cet  arc  sera  Je  lieu  de  tous  les  centres  de  gravité  ;  et 
à  cause  que  tous  les  secteurs  élémentaires  sont  égaux 
entre  eux ,  le  centre  de  gravité  de  Tare  BA'U  sera 
celui  de  leur  somme  ou  de  l'aire  entière  CBAD. 
Donc,  d'après  le  théorème  du  n°  104,  nous  pouvons 
dire  que  la  distance  du  centre  de  gravite  d'un  secteur 
circulaire,  au  centre  du  cercle y  est  quatrième  pro- 
portionnelle aux  deux  tiers  du  rayon,  a  la  corde  et 
à  tare  qui  lui  correspondent. 

111.  Si  l'on  veut  avoir  le  centre  de  gravité  de 
-Faire  Cpm  (  fig.  a5  ) ,  terminée  par  un  arc  de  cy- 
cloïde,  on  éliminera  dx  dans  les  dernières  formules 
du  n°  106,  au  moyen  de  l'équation  différentielle  de 
cette  courbe  rapportée  précédemment  (  n°  io5  \  La 
valeur  de  A  devient  alors 

J    Vay—y* 

l'intégrale  étant  prise  depuis  ^=0,  jusqu'kys=:mp. 
Or,  CnD  étant  le  cercle  générateur  dont  le  dia- 
mètre CD  est  représenté  par  a,  si  l'on  abaisse  du 
point  my  une  perpendiculaire  wy  sur  ce  diamètre  ,  de 
sorte  qu'on  ait  Cy^mp^zy,  cette  dernière  intégrale 
exprimera  l'aire  d»  segment  Cnq  de  ce  cercle  ;  par 
conséquent  Faire  Çmpy  ou  X,  est  égale  à  Cnq,  et 
nous  pouvons  la  regarder  comme  connue. 
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■   La  formule  *x=  »  •&*&*»  devient  en  même  tenu 

on  a  identiquement 

de  plus 

d'où  Ton  conclut ,  en  mettant  A  à  la  place  de  lluté- 
grafe/vV— 7*-^> 

on  n'ajoute  pas  de  constante  arbitraire,  parce  que  la 
second  membre  de  cette  équation  doit  être  nul  quand 

.r=o. 

Quant  a  la  valeur  de  xê9  elle  dépend  d'une  inté- 
grale que  Ton  ne  peut  pas  obtenir  sous  forme  finie, 
par  les  moyen*  connus,  de  manière  qu'il  faut  re- 
courir aux  méthodes  d'approximation  pour  cal- 
culer la  distance  du  centre  de  gravité  de  l'aire  Cpmf 
9  Taxe  CD\  mais  ai  l'on  demande  celui  de  Taira 
*/p'C/wt,  composée  de  deux  portions  égales  de  pari 
et  d'autre  de  cet  axe,  ce  point  se  trouvera  sur  k  ligne 
CD  9  et  la  valeur  àey/  suffira  pour  en  déterminer  la 
position.  S'il  s'agit  de  Taire  BFCEA,  terminée  par 
la  cycjoïde  entière  BCA>  on  aura^=CZ?=a,  ce 
qui  réduit  la  valeur  de  Àp,,  à  ^  .«A;  d'où  Top  conclut 

ïo.  . 
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yz=à\.a ':  le  centre  de  gravité  de  cette  aire  se  trouve 
donc  au  quart  du  diamètre  CD9  à  partir  du  point  C, 
ou  aux  trois  quarts ,  à  partir  du  point  D. 

112.  Supposons  maintenant  que  Taire  CCniUDrn 
(fig.  26)  tourne  autour  de  l'axe  Ox;  elle  engen- 
drera un  solide  de  révolution ,  qui  sera  compris , 
d  une  part ,  entre  deux  plans  perpendiculaires  à  Taxe 
Ox  et  menés  par  les  points  A  et  B,  et  d'une  autre 
part.,  entre  les  deux  surfaces  de  révolution,  en- 
gendrées en  même  tems  par  les  courbes  CmD  et 
Crrijy.  Les  centres  de  gravité  de  ces  deux  surfaces* 
ainsi  que  celui  du  solide  qu'elles  recouvrent,  se 
trouveront  évidemment  quelque  part  sur  Taxe  Ox  ; 
il  suffira  donc  pour  les  déterminer,  de  trouver  leurs 
distances  au  point  O  de  cet  axe.  Or,  le  point  G  étant 
le  centre  de  gravité  du  solide ,  et  F  son  volume,  si 
Fon  fait  OG  =  x/5  et  que  Ton  conserve  toutes  les 
notations  du  n°  106,  on  aura 

1c  désignant  le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre ,  et  les  intégrales  étant  prises  depuis 
•r=0^==fl,  jusqu'à  x=:OBs=:b.  Et  de  même,  si 
G'  est  le  centre  de  gravité  de  la  surface  extérieure, 
engendrée  par  la  courbe  CmD  ;  que  S  représente 
cette  surface ,  et  qu'on  pose  0G'=2&g  ,  on  aura 

S  =  a*-  .  fy .  \/dz*+dy*,      xvS  =  **  .fyx.  Vd^  +  àp* 

en  prenant  les  intégrales  aussi  depuis  x=a  jusqu'à 
ttâfr.  Le  centre  de  gravité  de  la  surface  intérieure,' 
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engendrée  par  la  courbe  Cm'IX  9  se  déterminera  au 
moyen  de  ces  mêmes  formules ,  dans  lesquelles  on 
emploiera  l'ordonnée  f  de  cette  courbe,  à  la  place 
de  l'ordonnée^  de  la  courbe  CmD. 

La  démonstration  de  ces  formules  est  fondée  sur 
les  mêmes  principes  qui  nous  ont  guidés  dans  les 
problèmes  pre'cédens. 

En  effet,  1  •'.  décomposons  le  volume  V  en  une  infi- 
nité de  tranches  annullair es,  comprises  entre  des  plans 
perpendiculaires  à  Taxe  Oxy  dont  les  distances  soient 
infiniment  petites.  La  tranche  qui  répond  à  l'abscisse 
quelconque  Op ,  sera  le  solide  engendré  par  l'élé- 
ment mnirin  de  l'aire  génératrice;   lequel   solide 
sera  égal  à  it  .jr*dx—Tt  .y'*dx  ;  car  en  négligeant  les 
puissances  supérieures  de  dxy  on  peut  le  considérer 
comme  la  différence  entre  deux  cylindres  qui  ont 
pour  hauteur  commune  pp'  ou  ix,  et  pour  bases, 
les  cercles  dont  les  rayons  sont  les-  ordonnées  pm 
et  pm'  9  on  y  et  y*  Le  volume  Vy  ou  la  somme  de 
toutes  les  tranches  semblables,  sera  donc  exprimé 
par  l'intégrale/*^  .y*dx-~TC  .yl%dx)j  qui  est  la  même- 
chose  que  it-f(jr%~y*)*dx>  et  qui  doit  être  prise 
depuis  x=a  jusqu'à  <r=£.  De  plus,  si  l'on  multiplie  le 
volume  rfy*dx — Tt.y%dxy  d'une  tranche  quelconque* 
par  la  variable  x  qui  est  la  distance  de  son  centre 
de  gravité,  à  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  Qx  et 
mené  par  le  point  O,  et  qu'on  fasse  la  somme  des 
produits  semblables  pour  toutes  les  tranches,  on 
aura ,  d'après  les  formules  du  n°  100,  la  valeur  du 
produit  Vxé  ;  par  conséquent  ce  produit  est  égal  k. 
Vîrttégrale  de  ic*y%xdx — rt.y^xàxy  prise  entre  les. 
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limites  jcœa  et  #=£;  c  est-à-dire,  qu'on  a      > 

a\  La  surface  engendrée  par  la  courbe  ÇmD  se 
trouvera  en  même  tems  divisée  en  une  infinité  de 
zones  d'une  largeur  infiniment  petite.  Celle  qui  ré- 
pond à  l'abscisse  mp  est  engendrée  par  l'élément  mn 
de  cette  courbe  ;  or,  cet  arc  infiniment  petit  nui  se 
.  confond  avec  sa  corde ,  et  la  zone  qu'il  engendre 
doit  être  regardée,  par  conséquent,  comme  un  cône 
tronqué  à  bases  parallèles ,  dont  les  bases  ont  pour 
rayons  les  deux  ordonnées  consécutives  mp  et  nqy 
ou  y  &y-\-djy  et  qui  a  pour  côté  la  corde  mny 
égale  à  S/dx*+dj%;  la  surface  de  ce  cône  tronqué 
est  égale,   d'après  les  élémens  de  géométrie,   au 
produit    rt . ( mp  -\-  nq) .nm9    dont  la  valeur  est 
ic*(*y+djr)  .  \/dx%  -f-  3^,  et  qui  se  réduit  à 
nicy.  \/da?+d)r%,  en  négligeant  djr  par  rapport  ky; 
intégrant  donc  cette  différentielle  depuis  œé=sa  jus- 
qu'à jc=é,  oti  aura  la  somme  de  toutes  tes  zones, 
ou  la  surface  entière   S.  On  voit  de   même    qne 
le  produit  te  S  s'obtiendra  en  multipliant  la  zone 
**J»  Vdx'+djr*,  para:,  et  intégrant  ensuite  la  for- 
mule   27tyjç.  \fdx%  -|"  dy% ,    depuis  x=;a9  jusqu'à 
x  =  h  ;  car  cette  intégrale  exprimera  la  somme  de 
toutes  lë$  zônës  élémentaires, multipliées  parles  dis- 
tances de  leurs  centres  de  gravité ,  à  un  plan  per- 
pendiculaire à  Ox  et  mené  par  le  point  O  }  laquelle 
somme  doit  être  égale  à  la  surface  entière  £,  muU 
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tipliée  par  la  distance  xêf  de  son  centre  de  gravité, 
au  même  plan  (  n*  ioo  ).  Donc  on  aura ,  comme  il 
s'agissait  de  le  prouver, 

x0Sas  ûw .  fy#.  %/dx?  «+-  dp . 

ii  3.  Si  la  courbe  génératrice  est  l'arc  de  cercle 
AB  (  fig.  24  ) ,  tournant  autour  du  rayon  CA,  on 
aura  ,  en  conservant  les  notations  du  n°  109, 

y=t/7^o?t       \/di?  +  dy*^        f 


d'où  il  suit 

&=2*.fy.  Vdx*+dy*=za*.frdxt 
#ltS=2WkJyx*V'djf  +  dy*  =  %w.frxdx  ; 

prenant  donc  les  intégrales  depuis  x=CEz=.a> 
jusqu'à  xi=CA=sry  on  trouve 

$  =  2*r.(r  —  à),      XjS=zwr.(f  —  a*)i 

par  conséquent 

xi  _j_  %      CA  +  CE 
*.=MH-<0  = ; 

» 
d'où  Ton  peut  conclure  que  le  centre  de  gravité  de 
la  calotte  sphérique,  engendrée  par  lare  AB y  se 
trouve  au  milieu  de  la  flèche  AE. 

Nous  nous  dispensons  de  chercher  le  centre  de 
gravité  du  segment  sphérique  ,  engendrée  par  Taira 
EABy  parce  que  nous  déterminerons  tout  a  l'heure 
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celai  d'un  segment  d'ellipsoïde  qui  comprend  le 
segment  sphérique  comme  cas  particulier. 

Les  formules  générales  s'appliquent  sans  difficulté 
à  la  surface  engendrée  par  un  arc  de  cycloïde.  Pour 
abréger,  nous  ne  rapporterons  point  ici  le  détail  du 
calcul ,  et  nous  nous  contenterons  d'en  énoncer  le 
résultat  dans  lé  cas  où  l'arc  générateur  est  une  demi- 
cycloïde  entière. 

Le  centre  de  gravité  de  la  surface  engendrée  par 
la  demi-cycloïde  CmA  (  fîg.  a5  ) ,  tournant  autour 
de  Taxe  CEy  se  trouve  sur  cet  axe,  à  une  distance 
du  point  E 9  égale  à  \.CD.  Le  centre  de  gravité 
du  solide  recouvert  par  cette  surface  dépend  d'une 
intégrale  qui  n'est  pas  connue  sous  forme  finie. 

ii 4.  En  comparant  les  formules  qui  donnent  le 
volume  V  du  solide  de  révolution  engendré  par 
Taire  CCrrCIÏDm  (  fig.  26  ) ,  tournant  autour  de 
l'axe  Ox y  et  la  distance  j*,  du  centre  de  gravité  de 
cette  aire  à  Taxe  Ox%  on  aperçoit  entre  elles  un 
rapport  qui  mérite  d'être  remarqué.  En  effet,  A 
étant  l'aire  génératrice ,  nous  venons  de  trouver 
(nos  106  et  11a) 

d'où  l'on  tire ,  en  éliminant  l'intégrale  qui  est  prise 
entre  les  mêmes  limites  dans  les  deux  formules , 

r=**yê.Ki 

par  conséquent  le  volume  V  peut  s'exprimer  au 
pioyen  des  deux  quantités  h  e%j\.  Maûs ,  pour  plu* 
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.  de  généralité ,  considérons  un  segment  de  ce  vo- 
lume, compris  entre  deux  plans  quelconques., 
menés  par  Taxe  Ox.  Soit  a  l'angle  de  ces  plans  ;  il 
est  évident,  par  la  nature  du  solide  de  révolution, 
que  chaque  segment ,  comme  celui-ci ,  est  au  yo-* 
lume  entier,  comme  l'angle  qui  lui  correspond  est 
à  quatre  angles  droits;  donc  V7  étant  le  volume  de 
ce  segment,  nous  aurons 

d'où  Ton  tire  en  mettant  pour  V  sa  valeur, 

r=*yrr. 

Or,  pendant  que  Faire  génératrice,  en  tournant  au- 
tour de  Taxe  Oxy  engendre  le  segment  V,  le  centre 
de  gravité  de  cette  aire  décrit  un  arc  de  cercle  dont 
le  centre  est  dans  Taxe,  qui  a  pour  rayon  y/y  et 
dont  la  longueur  est  égale  à  oùj/  ;  il  résulte  donc 
de  la  valeur  de  V7  que  la  portion  de  solide  engendrée 
par  Vnire  d'une  courbe  plane,  tournant  autour  d'une 
droite  menée  dans  son  plan,  est  égale  au  produit  de 
l'aire  génératrice  multipliée  par  ïarc  de  cercle  par- 
couru par  son  centre  de  gravité. 

Ce  théorème  est  dû  au  géomètre'  Guldin,  dont  il 
a  conservé  le  nom.  Comme  il  a  lieu  quelle  que  soit 
la  distance  des  deux  courbes  CmD  et  CniU^  qui 
terminent  Taire  génératrice  ,  il  en  faut  conclure 
qu'il  subsiste  encore,  lorsque  cette  distance  devient 
nulle  et  que  ces  deux  courbes  coïncident.  Ainsi 
Ton  peut  encore  dire  que  la  portion  de  surface  en- 
gendrée par  une  courbe  plane,   tournant  autour  d'une 
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droite  menée  dans  son  plan,  est  égale  à  la  longueur 
de  la  courbe  génératrice ,    multipliée  par  ïarc  de 
cercle  parcouru  par  son  centre  de  gravité. 
\       Ce  second  théorème  résulte  d'ailleurs  des  for- 
mules (  nM  io3  et  1 12  ) 

ty,=*fyVd*  +  dy,     S=**.fy.\/dx*  +  dy; 

dans  lesquelles  l>jr/  et  «S' représentent  la  longueur  de 
la  courbe  génératrice ,  la  distance  de  son  centre  de 
gravité  à  Taxe  des  x,  et  la  surface  engendrée  pen- 
dant une  révolution  entière  de  cette  courbe.  En 
effet,  en  éliminant  l'intégrale  contenue  dans  ces 
deux  équations  et  qui  s'y  rapporte  aux  mêmes  li- 
mites ,  il  vient 

S=*wyé.li 

désignant  do*c  par  a  l'angle  de  deux  plans  quelcon- 
ques, menés  par  Taxe  des  jc,  et  par  y,  la  portion  de 
la  surface  S,  interceptée  entre  ces  plans,  et  qui  esta 
la  surface  entière  comme  l'angle  ta  est  a  quatre 
angles  droite ,  nous  aurons 

et  par  conséquent 

équation  qui  renferme  le  théorème  qu'on  vient  d'é- 
noncer. 

ii  5.  La  décomposition  d'un  solide  en  tranches 
cylindriques,  d'une  épaisseur  infiniment  petite  et 
parallèles  entre  elles,  sert  à  trouver,  non-seule- 


Digitized  by 


Google 


LIVRE  I.  STATIQUE.  i55 

ment  le  centre  de  gravité  d'un  solide  de  révolution, 
comme  on  Va  vu  précédemment  (a9  112),  mais  en- 
core celui  d'un  solide  quelconque ,  symétrique  par 
rapport  à  un  axe.  C'est  ce  que  bous  allons  expli- 
quer ^  en  prenant  pour  exemple  l'ellipsoïde. 

Soient  a,  b,  c,  ses  trois  demi-diamètres  pridcî* 
paux  ,  on  aura 

<tb  V + a*cy  +  b><?*?  =c  aft6V , 

pour  l'équation  de  sa  surface,  rapportée  à  ces  dia- 
mètres. Décomposons  cet  ellipsoïde  en  une  infinité 
de  parties,  par  des  plans  parallèles  à  celui  des  œyjr; 
l'élément  qui  repond  à  la  coordonnée  quelconque  z 
devra  être  regardé  comme  un  cylindre  à  base  ellip- 
tique, dont  la  hauteur  infiniment  petite  est  la  diffé- 
rentielle dz  ;  en  désignant  donc  par  Z  la  surface  de 
sa  base  ,  on  aura  Zdz  pour  son  volurtie  $  par  con- 
séquent l'intégrale  fZdzy  prise  depuis  zz=<x  jusqu'à 
z=z€  y  exprimera  le  volume  de  la  portion  d'ellip- 
soïde comprise  entre  les  deux  sections  perpendicu- 
laires à  l'axe  des  zy  qui  répondent  à  z=ct  et  z;=€. 
De  même,  si  l'on  prend  entre  ces  mêmes  limites, 
l'intégrale  fzZdz,  on  aura  la  somme  de  toutes  les 
tranches  qui  composent  ce  volume,  multipliées  par 
les  distances  de  leurs  centres  de  gravité,  au  plan  des 
-r ,  jr.  Cette  intégrale  sera  donc  égale  au  volume 
fZdzj  multipliée  par  la  distance  de  son  centre  de 
gravité ,  au  même  plan  ;  de  sorte  qu'en  appelant  zê 
l'ordonnée  de  ce  point,  parallèle  à  Taxe  des  z,  on 

aura 

*,.  [Zdz  •szfzZdz.  (1) 
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i  II  ne  reste  plus,  pour  déterminer  zt>  qu'à  substi- 
tuer dans  cette  équation ,  à  la  place  de  Z ,  sa  valeur 
en  fonction  de  z,  et  à  effectuer  les  intégrations  qui 
sont  indiquées;  et  comme  le  centre  de  gravité  du 
volume  fZdz  doit  se  trouver  sur  Taxe  des  z>  k  cause 
de  la  symétrie  de  l'ellipsoïde  par  rapport  à  cet  axe, 
il  s'ensuit  que  la  position  de  ce  centre  sera  déter- 
minée quand  la  valeur  de  zé  sera  connue. 

Or,  la  section  de  l'ellipsoïde,  parallèle  au  plan 
des  x,jr>  et  correspondante  à  l'ordonnée  z>  est  une 
ellipse  dont  l'équation  est 

ses  deux  demi-axes  sont  donc 

et     ~.\Z~<F^z%\ 

c  ' 

on  sait  de  plus  que  la  surface  d'une  ellipse  est  égale 
au  produit  de  ces  deux  quantités ,  multiplié  par  le 
rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  ;  en  dési- 
gnant donc  ce  rapport  par  tT,  on  aura 

On  conclut  de  là 

C  et  C  étant  des  constantes  arbitraires.  On  aura 
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donc,  pour  les  intégrales  définies,  prises  depuis 
z=a  jusqu'à  2=£, 

Substituant  ces-valeurs  dans  l'équation  (1),  et. ré- 
duisant ,  oa  trouve 

Cette  expression  nous  fait  voir  que  la  position  du 
centre  de  gravité  d'une  portion  d'ellipsoïde,  com- 
prise entre  deux  plans  perpendiculaires  à  l'un  <U$ 
trois  diamètres  principaux ,  est  indépendante  des 
valeurs  des  deux  autres  diamètres  :  de  sorte  que  $\ 
l'on  décrivait  une  sphère  sur  le  diamètre  zcy  le* 
centre  de  gravité  du  segment  sphérique  compris 
entre  ces  deux  plans ,  coïnciderait  avec  celui  du 
segment  de  l'ellipsoïde  donné,  quels  que  soient  les 
deux  autres  diamètres  2a  et  ob. 

Si  l'on  veut  avoir  le  centre  de  gravité  du  demi-; 
ellipsoïde,  il  faudra  faire  £=c,  cu=:o;  ce  qui  donne*. 

a/=  -^ .  c.  Ainsi  le  centre  de  gravité  de  ce  solide  se 

trouve  sur  le  demi -diamètre  perpendiculaire  à  sa» 
base ,  aux  trois  huitièmes ,  à  partir  de  cette  base  >  : 
ou  bien  ,  aux  cinq  huitièmes ,  à  partir  du  sommet. . 

116.  Le  centre  de  gravité  d'une  pyramide  ou 
d'un  cône  à  base  quelconque,  s'obtiendra  aussi  en 
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décomposant  ce  solide  en  une  infinité  .de  tranches 
parallèles  à  sa  base.  Considérons,  en  effet,  la  pyra- 
mide S ABCDE  (fig.  So  );  soit  abcde  une  section 
parallélç  a  la  base  ABCDE,  et  F  le  centre  4e  gra- 
vité de  ce  dernier  polygone  ;  joignons  le  point  F 
et  le  sommet  S,  par  la  droite  SF  qui  rencontre  la 
section  abcde  au  point/*:  les  deux  polygones  abcde 
et  ABCD$  sont  semblables ,  et  le  point/ est  situé 
dans  le  premier,  comme  le  point  jPdans  le  second; 
de  manière  que  F  étant  le  centre  de  gravité  de  la 
base ,  f  est  celui  de  la  section  parallèle.  Ainsi  la 
ligne  SF  passe  par  les  centres  de  gravité  de  toutes 
les  sections  parallèles,  à  la  base  ;  par  conséquent  si 
l'on  décompose  le  Solide  en  tranches  d'une  épaisseur 
infiniment  petite ,  et  qui  soient  parallèles  à  la  base, 
la  droite  S  F  sera  le  Heu-  de  leurs  centres  de  gravité  ; 
et  par  conséquent  aussi  le  centre  de  gravité  de  la 
pyramide  entière  se  trouvera  sur  cette  droite. 

Soit  donc  ay ,  la  distance  inconnue  de  ce  point  au 
plan  de  la  base,  Z  Taire  de  la  section  quelconque 
abcde y  et  z  sa  distance  au  même  plan;  on  trouvera 
pour  déterminer  %t ,  l'équation  (i)  du  n°  précédent, 
diras  laquelle  il  fout  substituer  la  valeur  de  Z  en 
fonction  de  z.  Or,  si  l'on  abaisse  du  sommet  une 
perpendiculaire  SITsur  la  base,  que  H'  soit  le  point 
où  elle  coupe  la  section  abcde ,  et  qtfe  b  représente 
l'aire  de  la  base,  on  aura,  comme  ou  sait  par  les 
élémens  de  géométrie, 


z:b  ::  swisu-, 
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faisant  donc  la  hauteur  SH-±shy  cm  aura  SH'=h~—z , 
et 

Zs"T — ' 
substituant  cette  valeur  dans  l'e'quatiori  (1),  il  vient 

ou  bien  en  simplifiant 

zrf(h  —  zy.dz  =/(//  —  zf.zdz. 

Ces  intégrales  doivent  être  prises  depuis  2=0 ,  jus- 
qu'à  %=.SHz=&hi  entre  ces  limites ,  on  trouve 


d'où  l'on,  conclut 


Z,=z±.h. 


La  distance  du  point  cherché  à  la  base,  est  donc 
égale  an  quart  de  la  hauteur  ;  par  conséquent  si  Ton 
prend  HKz=z\mSH9  et  qu'on  mène  par  le  point  K 
un  plan  parallèle  à  la  base,  ce  plan  coupera  la  droite 
SF  en  un  point  G  qui  sera  le  centre  de  gravité  de 
la  pyramide;  mais  FG  sera  le  quart  de  SFy  comme 
HK  est  le  quart  de  SH:  il  s'ensuit  donc  que  le  centre 
de  gravité  d'une  pyramide  h  base  quelconque  j  se 
trouve  sur  la  droite  qui  joint  le  sommet  et  le  centre 
de  gravité  de  la  base,  au  quart  de  cette  ligne  à  partir 
de  lu  base,  ou  aux  trois  quarts  à  partir  du  sommet. 
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Ce  résultat  convient  également  aux  cônes  à  base 
quelconque ,  parce  qu'un  cône  peut  être  regardé 
comme  une  pyramide  dont  la  base  a  une  infinité  de 

côtés. 

1 17.  On  peut  démontrer  directement  ce  théorème, 
en  considérant  d'abord  une  pyramide  triangulaire 
ABCD  (  fig.  5i  ).  On  prouvera ,  en  la  divisant  en 
tranches  infiniment  petites  et  parallèles  à  la  base 
ABD  ,  ou  bien  ,  en  employant  la  méthode  des  li- 
mites, comme  dans  le  n°  108,  que  son  centre  de 
gravité  se  trouve  sur  la  droite  CFy  menée  du  sommet 
C  au  point  F  que  je  suppose  être  le  centre  de  gra- 
vité du  triangle  ABD.  Par  la  même  raison,,  le 
centre  de  gravité  de  cette  pyramide  doit  aussi  se 
trouver  sur  la  droite  AEy  qui  joint  un  autre  sommet 
A  et  le  centre  de  gravité  E  du  triangle  CBD; 
donc  ces  deux  droites  AE  et  CF  doiveut  se  couper 
en  un  certain  point  G  qui  sera  le  centre  de  gravité 
de  la  pyramide  ABCD.  Or,  K  étant  le  milieu 
du  côté  BD  9  base  commune  aux  deux  triangles 
CBD  et  ABD y  leurs  centres  de  gravité  F  et  E 
se  trouvent  sur  les  droites  AK  et  CK  y  et  Ton  a 

(n"io7)  . 

FK.  =  j .  aK.  ,      £K  =  3 .  CK } 

les  deux  droites  AE  et  CF  sont  donc  situées  dans 
un  même  plan,  savoir,  dans  le  plan  A  CK  mené" 
par  le  côté  AC  et  par  le  point  K ,  ce  qui  est  déjà 
la  condition  nécessaire  pour  qu'elles  se  coupent;  en 
outre  si  Ton  tire  la  droite  FEy  elle  sera  parallèle  à' 

la" 
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U  base  AC  du  triangle  ACK ,  puisqu'on  a  la  pro- 
portion 

FKlEKV.AKlCK', 

les  triangles  ÀCG  et  FBG  seront  donc  semblables, 
ainsi  que  les  triangles  ACK  et  FEK  ;  par  consé- 
quent on  aura 

GF:  CGllEFlACV.FK:  AK\ 

donc  GJPsera  le  tiers  de  CG,  de  même  xjae  FK 
est  le  tiers  de  AK;  .donc  aussi  cette  partie  ÙFserz 
le  quart  de  la  ligne  entière  CF;  ee  qu'il  s'agissait 
de  prouver. 

1 18.  Ce  résultat  étant  démontré  pour  une  pyramide 
triangulaire ,  il  est  aisé  de  l'étendre  à  une  pyramide 
quelconque  SABCDE  (fig.  3a).  En  effet,  quelle  que 
soit  sa  base ,  on  peut  toujours  la  partager  en  un  cer- 
tain notnbre  de  triangles  9  et  décomposer  la  pyra- 
mide donnée  en  autant  de  pyramides  triangulaires  , 
qui  auront  pour  bases  ces  diflerens  triangles  et  leur 
sommet  commua  au  point  S.   Soitf,/',/',  les 
centres  de  gravité  de  ces  triangles  ;  tirons  les  lignes 
Sf3  Sf',  S/',  et  prenons  sur  une  d'elles,  une  partie 
jfe=$*Sfy  par  le  point  g,  menoms  un  plan  paral- 
lèle à  la  base ,  qui  rencontre  les  autres  lignes  aux 
points  g,  g  :  toutes  ces  lignes  seront  coupées  en 
parties  proportionnelles  par  ce  plan  ;  de  sorte  qu'on 
aura  aussi /y ==?.£/',  f9g9=.\.Sf9\    les  points 
g,  g',g*9  seront  donc  les   centres  de  gravité  des 
pyramides  partielles.  Ces  points  étant  tous  compris 
dans  un  même  plan,  le  centre  de  gravité  de  la  pyra- 
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naide  entière  s'y  trouvera  aussi  (0*99);  mais  oa 
démontre  pour  une  pyramide  à  hase  quelconque , 
comme  pour  une  pyramide  triangulaire,  que  son 
centre  de  gravité  est  un  des  points  de  la  droite 
qui  joint  celui  de  la  base  et  le  sommet  ;  donc  .Fêtant 
le  centre  de  gravité  du  polygone  ABCDF>  celui  de 
la  pyramide  que  nous  considérons ,  se  trouvera  au 
point  G  où  la  ligne  SF  rencontre  le  plan  mené  par 
le  point  g  ;  et  comme  ce  plan  parallèle  à  la  base  % 
coupe  en  parties  proportionnelles  toutes  les  droites 
qui  partent  du  sommet  et  aboutissent  à  la  base  ,  il 
s'ensuit  qu'on  aura  FG=  ±.SF,  puisqu'on  sfg=^.Sf: 
d'où  il  résulte  le  théorème  du  n°  1 16,  dans  toute  sa 
généralité. 

11  g.  Comme  tout  polyèdre  est  décomposable  en 
pyramides,  on  pourra  maintenant  déterminer  le 
Centre  de  gravité  d'un  polyèdre  quelconque,  au 
moyen  des  formules  du  n*  100. 

Relativement  aux  prismes  k  bases  parallèles  y  la 
décomposition  en  pyramides  est  inutile  ;  car  il  est 
évident  que  le  centre  de  gravité  d'un  tel  corps  doit 
se  trouver  au  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  centres 
de  gravité  de  ses  deux  bases;  et  de  même  pour  un 
cylindre  quelconque  >  pourvu  que  ses  deux  bases 
soient  parallèles. 

tao.  Pour  compléter  ce  quefcous  avons  a  dire  me 
les  centres  de  gravité,  nous  donnerons  les  formules 
générales  d'après  lesquelles  on  déterminera  celui 
d'un  corps  de  forme  quelconque ,  et  celui  de  telle 
portion  qu'on  voudra  de  sa  surface. 
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flçpréseBtpBs  par 

ffr,  y,z)=;Q> 

l'équation  d'une  surfece  qnefcpnqwe,  et  seppearas 
qu'en  k  àfférentianj,  j)  viemi* 

«nsorte  que/»  et  ?  *m*  de*  fynatipq*  de  xtyt  t 
<qui  désignent  ici  le»  différences  partielle»  de «,  pu- 
rapport  kx  #ky  :  pu  demande  dans  le  cdévii 
différentiel,  q**  i:élé*nen/t  de  #<Me  wfwent  «im- 
primé par    .  .. 

d'où  il  suit  que  tf  étant  l'aire  <f une  portion  quel- 
conque de  celte  même  surftcè ,  sa'  valeur  est  donnée 
par  cette  double  intégrale  '•■■■■.■ 

S=ffV\  +JF+  iKixdyi  " 

prise  entre  des  Jwyte*  tftavoM&lef. 

De-même^,,^;,  ?.dffignaBt  les  co^damiémdn 
centre  de  gravité  de  cette  portion  de  surface ,  les 
valeurs  des  produit*  *£,rJS.y  zj,.  résultant  dtt 
théorème  d»  n°  ioOj,  seront  aussi  données  paç  de 
doublés  i'nt|gralés.  semblables  à  îaprécédente,^Toir  : 

(  ■yjs^ffj.vj^rrj.dxdy,,  •   •  '  -i 

*W  fc*  ?*taff*  4e  ***.** „  ?*,  4ép«n4WB*.  de 
.flua#R  doubles  ieiegra]**  qn>  deysont  ftre-j 


il. 
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dans  chaque  cas  particulier,  entre  des  limites' telles, 
qu'elles  comprennent  toutes  la  portion  de  surface 
que  Ton  veut  considérer. 

<  xai.  Si  l'on  coupe  un  volume  quelconque, par  une 
première  suite  de  plans  infiniment  rapprochés  et  pa- 
rallèles au  plan  des  x9  y,  par  une  suite  semblable 
de  plans  parallèles  à  celui  de  or,  z;  et  enfin,  par  une 
troisième  suite  de  plans  parallèles  à  celui  des  y,  z> 
le  volume  se  trouvera  décomposé  en  parallélépi- 
pèdes rectangles ,  infiniment  petits  dans  leurs  trois 
•dimensions, -et  qui  auroftt  leurs  côtés  parallèles  aux 
axes  des  coordonnées.  Les  côtés  de  celui  qui  ré- 
pond aux  coordonnées  quelconques  xyjryz>  seront 
les  différentielles  dxydj^dz^  son  volume  sera  donc 
égal  au  produit  dxdjr<jlz>tet  /^étaht  le  volume  entier 
que  Ton  considère ,  sa  valeur  sera  dpnnée  par  cette 
triple  intégrale 

De  plus  xt,ynzt  désignant  les  coordonnées  de  son 
ceûtre  -de  gravité,  on  aura ,  d'après  le  n9'  too, 

rx^fffx.tedyàz>  ^y^fjfy^dpdydz,  Fzpszfffz.dxdyd*. 

'  Mais  si  le  corps  îlont  on  demande  le  centre  de 
granité',  n'est  pas  homogène ,  il  ne  faudra  pas , 
comme  dans  le  ti°ix>ô, substituer  les  volumes  aux 
poids.  Supposons  que  l^ïfenjité  V^He  d'une  manière 
continue,  dans  toute  tétejftdue  du  corps ,  de  sorte 
qu'on  puisse  la  regarder  comme  une  fonction  des 
taifabtes  x9fy*ï  doiraée  dans  chaque  Cas  parti- 
netilier  ;  sbitp  cette  dtfistté  variable;  U  poids  d* 
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YétëfAtni  doutle  Yoliinie.«fit<2m^4bï  ««Wbegal.au 

produit  (n* 94)  •  •-'. 

.      ,  gf.dxffyd», 

£  désignant  la  gravité;  donc  le'  poids  entier  dii  corps 
sera  donné  par  cette  intégrale  triple  ■  <'»  % 

Jffgf.dxJf/dxi    .  ,  ;,  .....  i 


ou  tien,  à  cause  que  g"  est  uù  fâcteur  constant ,  ce' 
poids  sera  égal  à  gMy  en  faisant,  pour  abroger,   * 

M=fffy.dxdydz.  m    *">      î:   ^ 

Cela  posé ,  les  formulés  du  n°  99,  appliquées  à 
des  poids  infiniment  petits,  deviendront,  en  suJh1 
primant  le  fccteur  g  commun  au$  deux  meiti£âres[ 
de  chaque  équation ,  '  '  -  ;  ' * 

—  3£x4=fffxp.dxdydz% 

.)    ;  '         .M*/=3ffrzf.d&dyfaï:      .  .:■/•:.  \   .    ,  J 
*  .*  -  '      ■       .... 

#,>  J%>  */•  ^tallt  toujours  lt$  coordonnées  dû  centre, 
de  gravi JçT  Dans  chaque  cas  particulier,  ces  inté- 
grales triples  'devront  être  prises  entre  des  limites, 
qui  çpmprenpent  tous  les  points  du  corps  dont  on 
cherche  ,1e  centre  de  gravité. 

Ces  formules  générales,  relatives  aux  centres  de 
gravité  des, surfaces  et  des  corps  hétérogènes,  ren- 
ferment ,  comme  cas  particuliers,  toutes  celles  dont, 
nous  avons  fait  usage  dans  les  n°*  précédons,  j  mais; 
nqjas  ne  nous  arrêterons  poigjt  à  le*  en  déduire* 
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a  ta,'  B&tt»  ç«s  <fonhufesrtet  joints  du  ctepl  fcéttï 
supposés  déterminés  de  position  paf  ttt>&  cbordott- 
nées  rectangulaires  xyjr>  %y  et  l'élément  du  volume 
*st  exprimé  au  moyen  de  leurs  dijféretotielles  dac^ 
djr,  dz;  quelquefois  il  est  nécessaire  >  pour  rfendre 
les  intégrations  possibles  ,  de  donner  une  autre 
forme  k  cet  élément;  èous  allons  donc  substituer 
aux  variables  x7  x>z>  VP  autre  système  de  coor- 
données, et  nous  chercherons  1'éïemeht  dû  Volume, 
en  Fônfcû'ôn  dés  différentielles  de  ées  nouvelles  coor- 
données» - 

'.  Considérons  le  point  quelconque  m,  (Gg.  33 ,)  qui 
réponaauS;  coordonnées  pc^jr^  z,  parallèles  Aux  axes 
rectangulaires  Ox*  Ôj7  Qzi\  joignons  ce  point  à 
l'origine  0  ,  et  abafssohs  au  poînt  m ,  la  perpendi- 
culaire mp  sur  le  plan  des  ar,  y  \  soit  ensuite 
.  i .  \ .  \  -  - 
Om  =  r,    r  fyOz  ==  8  9     pOx  =  «. 

Il  est  évident  quç  îjufcnd  le  rayon  vecteur  r  et  les 
deux  angles  ô  et  m  seront  donnés  ,  le  point  m  sera 
d&ériâftïé  de  po^ftic/n }  de  plus,  9  è&t  aSsé  de  Vas- 
sutfer  qtfè  cefe  faottVéftès  cdottlotarëés  pourvût  bèh- 
vettfr  à  tous  lies  jkfitîfe i  fie  l*ëspaeë  ,  *èn  rtgardaht  r 
i&àinië  1ine  ^afatltë  ^feitivte  qfàî  pëfet  ct^JHffe  îàdë- 
finiment ,  depuis  zéro  jusqu'à  Finfirrt  ;  en  donnant 
à  a>  ,  toutes  lès  vâTctors  confprxs^  feutré  fcérb  «  %où% 
et  kê9  toutes  les  Valeurs,  deptàs  tiétù  Jusqu'à  2O01 
rfeulëitietit  On  peut  flbiic  éihployier  lès  tlafriAîès  ï> 
•  i  ir,  âû  Beu  dés  variables  A-,  j$  fc  ;  et  Ton  trouve, 
sans  difficulté,  pour  tes  valeurs  de cfeHès-rî ,  tu 
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fettttofts  des  première*  > 

arz^r.ainJ.cos.ir,     y=r.8in.â.sin.,*#      arrr.cos.ff. 

Ainsi  lorsque  l'équation  d'une  surface  sera  donnée^ 
entre  les  coordonnées  or,  y9  * ,  on  en  déduira  l'équ%- 
'  tiou  de  la  même  surface,  entre  les  coordonnée»  ry 
%  y   où  y  en  y  substituant  ces  valeurs  de  x,y>  a. 

ï  2  S.  Menons  dans  le  plan  «€^7,  qui  Contient  ééjk 
le  rayon  0m,  «m  second  rayon  OÎ  ;  sôit  z©At=;4Y 
prenons  Okis=iGm=r ,  et  décrivons  du  peint  0 
comme  centre,  Tare  de  cercle  mk.  Prolongeons 
ensuite  les  rayons  Om  et  Ok  ;  soit  Om'=:OK  =  / > 
et. traçons  lare  de  cercle  /w'# ,  concentrique  au  pre- 
mier. On  aura  mk=ir(&— -8)  et  m'K=r/(]ty—  6)  ;  et 
Je  quadrilatère  hmfàà?  qui  est  la  difiérençe^es^eulc 
secteurs  jrc'<Gi'  et  mOi  ,  sent  égal  à 

imaginons  enfin  que  le  plan  jrfty  tourne  mtovr  de 
l'axe  0s,  et  que  l'angle  pOx  devienne  </Oxzxz</  9 
de  sorte  quVm  ait  fOjp=a/— -a>.  B&tt*  ce  mfefeve* 
aient,  tous  les  points  du  quadrilatère  mnikk  4é± 
crivent  des  arcs  de  cercle  dont  les  eeptrestont  dans 
Taxe  05,  et  le  quadrilatère  engendre  une  portion 
de  volume,  telle  que  mm'kkhh'rin*  D'après  le  théo- 
rème de  Guldin  {n°ii4),  ce  volume  est  égal  au 
produit  'de  ftnrte  '^nératrîoe  ,  multipliée  par  Tare 
de  cercle  -qne  décrit  le  centre  de  gravité  de  cette 
aire  ;  appelons  donc  u9  la  distance  inconitue  de  ce 
centre  à  l'axe  0%  \  Tare  de  cercle  correspondant  à 
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ce  point,  sera  égal  à  i*(«V-«),  et  en  le  multipliant 

par  la  quantité  £.(/•  — **).(&  —  fl),  nous  aurons 

pour  l'expression  du  volume  engendré. 

■  '  Maintenant  supposons  que  ce  volume  devienne 
infiniment  petit  dans  ses  trois  dimensions ,  bu ,  ce 
qui  est  la  même  chose ,  que  les  trois  différences 
/>— /y  ô' — d,  ùf—rm,  sç  changent  d^ns  les  différen- 
tieUçs  4ry  d&y  4&*  Son  expression  deviendra  d'abord 

et  Ton  devra  négliger  dans  le  facteur  "^         *  les 

.termes  dépendans  de  ces  différentielles,  c'est-à-dire, 
les  termes  infiniment  petits.  Or, le  centre  de  gravité 
du  quadrilatère  mm'kk  e$t  un  poipt  compris  dans 
son  intérieur;  lors  donc  que  ses  côtés  deviennent 
infiniment  petits ,  sa  distance  à  1  axe  Oa,  né  peut 
différer  que  d'une  quantité  infiniment  petite ,  de  la 
distance  du  point  m  au  même  axe,  ou  de  la  perpen* 
diculaire  mf>  abaissée  du  point  m  sur  cet  a?C  ;  et 
comme,  on  a ,  dans  le.  triangle  mfOy 

7nf=m0.rin.mOf==r.8in,8^ 

il  s'ensuit  qu'on  dpit  prendre  u=z=rrsinA.  On  pren*» 
dra  en  mépie  tems  ar,  aulieu  de  r*4-r;  donc  e^ 
pégligeant  ce  qu'on  doit  négliger,  on  aura 
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et  I*  .volume  infiniment  petit  aura  pour  valeur 

•  * 

T*.ân.8.drdBd*. 

Telle  est  l'expression  différentielle  de  l'élément 
du  volume  d'un  corps  qui  répond  aux  trois  coor- 
données r,  6  et  cù  ;  en  la  multipliant  par  la  densité 
p  de  cet  élément,  et  par  la  gravité  gy  on  aura  le 
poids  du  même  élément;  et  le  poids  entier  du  corps 
fera  égal  k  gM,  en  faisant ,  pour  abréger^ 

M=ffffi* .  fiiûô .  drMd*. 

Cette  triple  intégration  suppose  la  quantité  p 
donnée  en  fonction  de  r,  8  et  cù.  Quant  aux  limites 
des  intégrales ,  elles  seront  différentes  selon  que  le 
point  0>  origine  de  ces  coordonnées,  sera  situé  dans 
l'intérieur  ou  à  l'extérieur  du  corps.  Pour  fixer  les 
idées,  nous  le  supposerons  situé  dans  son  intérieur; 
et  alors ,  afin  d'y  comprendre  tous  les  élémens  du 
corps ,  on  devra  prendre  les  intégrales ,  x\  de- 
puis r==o  ,  jusqu'à  la  valeur  de  r  qui  se  rapporte  à 
la  surface  du  corps,  et  qui  sera ,  en  général ,  une 
fonction  de  8  et  a>,  donnée  par  l'équation  de  cette 
surface;  3°.  depuis  8=0,  jusqu'à  8=200°;  5°.  depuis 
a>=o,  jusqu'à  û>=4oo°. 

Si  l'on  faisait  abstraction  .du  facteur  p ,  ces  trois 
intégrations  successives  donneraient  le  volume  du 
corps. 

134.  En  conservant  toujours  x,9yé,  */9  P<*nr  re- 
présenter les  coordonnées  du  centre  de  gravité ,  pa- 
rallèles aux  axes  Ox9  Ojry  Oz9  et  substituant  dans 
les  dernières  faraudes  du  n°  tz\>  à  la  place  de  00 f 
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y%  z  Irats  valeurs  .en  fonction  de  r,  ô  ,  a»  (a#.iab)£ 
et  à  la  place  de  l'élément  dxdjrdz  du  Tolume ,  1» 
nouvelle  expression  r*.sir\.Q.drtftld&  de  ce  même  élé- 
ment, ces  formules  deviendront 

Hîxt  -=zJ][fir*.iliù*.t*coa.*.drdlld»p 
Myt  a=</)7JrJismVfl.3in.»  .  drdîd*  / 
Jtz^zs:  jjjpt*. An. t. cos  .i  .  drd&dn* 

Les  limites  de  ces  intégrales  seront  les  mêmes  <qe* 
celles  qu'on  vient  d'indiquer  pour  la  valeur  de  M. 

i  >5.  Afin  de  montrer ,  par  un  exf  rrçple,  l'psqg*  de 
ces*  formules  dans  tfn  cas  où  celles  dii  n°  121  se- 
raient difficilement  applicables,  je  supposerai  qu'on 
demande  le  centre  de  gravité  du  secteur  sphérique 
engendré  par  le  secteur  circulaire  AOB  (  fig.  54  )  > 
tournant  autour  de  faxe  Oz,  et  que  ce  corps  soit 
Composé  de  couches  homogènes  ,  concentriques  , 
û  une  épaisseur  infiniment  petite ,  et  d  une  densité 
variable  en  passant  d'une  couche  à  une  autre*  Dans 
ce  cas,  la  quantité  p  est  une  fonction  delà  seule  va~ 
riablé  r,  et .  elle  eit  indépendante  des  deux  autres 
variables  tt  et  o>.  De  pïus,  si  Ton  représente  par  ax 
la  rayon  OA;  par  et,  l'angle  AOB,  et  par  27c y  la 
circonférence  entière  r  il  faudra  prendre  les'  inté- 
grales dépuis  r=oy  jusqu'à  r=a;  depuis  û>=o, 
jusqu'à  o>  =  3'7r>  et  seulement,  depuis  8=0,  jus- 
qu'à ô=*.  Intégrant  donc  dans  ces  limites  >  on 
trouve  immédiatement 

«n   Représentant   par  A  fA  A9  y  kft  valfiu»  de* 
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mtàç/tûm  jfr*dt  et  fi**èr  *  prbea  depuis  >œp^ 
jusqu'à  >c3±n»  » 

:  ▲  casse  de ^rwoetjryŒô,  taras  voytmsdabbiSl 
qftfe  te>  centre  de  gravité  demandé  se  trouve  tort 
Tosë  Os*  eê  qui  résulte  de  la  symétrie  du  coups  au* 
tsilr  de  cet  aate  $  et  quant  à  sa  distance  z,  qù  pciiit  O* 
os  a  ,  en  divisant  k  valeur  de  \Afe,  par  celle  de  M+ 

jf.HTl*.*  -//'(l  +  CO».*) 

*   «b:  ^à-**- :—  t-t fh    '  u*         * 

'       a^i(i — co8*)  a^f 

Si  le  corps  est  homogène,  p  est  une  quantité  cons- 
tante ;  par  conséquent 


d'où  il  suit 


3a. (i  -+•  cos. a) 
*<= g 


Cette  valeur  de  *,  se  construit  en  décrivant  dit 
centre  O  et  d'un  rayon  OCz=\.OJ ,  un  arc  de 
cercle  CD\  abaissant  du  point  D,  où  cet  arc  coupe 
le  rayon  OB>  la  perpendiculaire  DE  sur  le  rayon 
O^;  prenant  enfin  le  milieu  G  de  EC>  on  aura , 
comme  il  est  aisé  de  le  voir,  OG=z/9  et  le  point 
G  sera  le  centre  de  gravité  du  secteur  sphé- 
rique  que  Ton  considère.  C'est  d'ailleurs  ce  qu'on 
peut  démontrer  directement  ;  car  si  l'on  décompose 
la  calotte  sphérique  qui  lui  sert  de  base  ,  en  élé- 
mens  infiniment  petits  et  égaux ,  et  le  secteur  lui-» 
même,  en  pyramides  qui  aient  pour  bases  ces  élé- 
mensj  et  leur  sommet  au  point  0,  les  centres  de 


Digitized  by 


Google 


i7*  TRAITÉ  DE JHÉCÀNIQUE: 

gravité  de  toutes  ces^jrrainidçs'ae  trouveront  à  mie 
distance  du  point  O,  égale  aux  trois  quarts  du  rayon 
OÀ>  qui  est  leur  hauteur-t»mmune;  de  manière  que 
le  lien  de  tous  ces  points  sera  une  seconde  calotte 
sphériqne,  concentrique  à  la  première,  et  engendrée 
par  Tare  CD,  tournant  autour  de  COx  le  centre 
de  gravité  de  cette  surface  sera  celui  du  secteur 
sphérique;  or,  d  après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n*  1 15, 
ce  centre  doit  se  trouver  au  milieu  de  la  flèche  CE% 


>  • 
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i  ,    i     =====  ■     ■  i   ,     '      ■       ■■      ,    i     <  ,  =t 

CHAPITRE  V. 

■DU   FROTTEMENT. 

126.  1  outes  les  fois  que  des  forces  appliquées  en 
differens  points  d'un  corps  solide ,  satisferont  aux 
équations  d'équilibre  que  nous  avons  précédemment 
trouvées,  le  corps  restera  en  repos,  pourvu  que 
l'on  ait  eu  soin  de  comprendre  au  nombre  des  forces 
données,  le  poids  du  corps  considéré  comme  une 
force  verticale ,  appliquée  au  centre  de  gravité-  A 
la  rigueur ,  cet  équilibre  devrait  se  rompre  aussitôt 
que ,  par  un  changement  quelconque  dans  les  di- 
rections ou  dans  les  intensités  des  forces ,  ces  équa- 
tions ont  cessé  de  se  vérifier  ;  car  non-seulement, 
elles  suffisent  pour  l'équilibre,  mais  encore  elles  sont 
nécessaires,  ainsi  que  nous  l'avons  démontré.  Mais 
quand  il  s'agit  d'un  corps  posé  sur  un  plan  fixe,  ou 
gêné  par  quelqu'autre  obstacle  fixe,  une  circons- 
tance physique ,  dont  nous  avons  fait  abstraction  jus* 
qu'à  présent ,  s'oppose  à  ce  que  cette  ruption  ins- 
•tantanée  d'équilibre  ait  effectivement  lieu  dans  la 
nature.  Je  veux  parler  ici  du  frottement  du  corps 
contre  l'obstacle  fixe,  que  l'on  doit  regarder  comme 
une  force  passive,  incapable  de  produire  le  mouve- 
ment par  elle-même ,  et  seulement  capable  de.  dé- 
truire le  mouvement  communiqué  par  d'autres  forces. 
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On  conçoit  qu'il  est  indispensable  d'avoir  égard  fe 
cette  force ,  lorsqu'on  veut  appliquer  les  lois  géné- 
rales de  l'équilibre  à  des  questions  particulières  ; 
mais  on  ne  doit  pas  s'attendre  à  trouver,  dans  ce 
Traité,  de  grands  développemens  sur  une  matière 
qui  appartient  plutôt  k  h  pratique  qu'à  la  tbéorie  de 
la  mécanique.  Je  me  bornerai  donc  à  faire  con- 
naître, d'une  manière  succincte,  ce  que  l'expérience 
a  appris  de  plus  certain  sur  la  mesure  du  frotte- 
ment, et  h  montrer,  par  un  exemple,  çommçnt  on 
doit  tenir  compte  de  cette  force  dans  Ijl  recherche 
des  conditions  d'équilibre. 

127.  Considérons  un  corps  pesant  posé  sur  nn 
plan  horizontal.  Ce  corps  restera  en  repos ,  et  ij 
exercera  sur  le  plan  une  pression  égale  à  son  poids, 
que  je  désignerai  par  P.  Dans  cette  situation ,  le 
frottement  ne  contribue  en  rien  k  l'équilibre  ;  mais 
supposons  que  Ton  incline  le  plan  donné  sur  le  pUn 
horizontal ,  et  soit  a,  Pangle  BAC  (  fig.  a3  ),  formé 
par  ces  deux  plans  ;  le  poids  P9  appliqué  au  centre 
de  gravité  G  du  corps ,  se  décomposera  en  deux 
forces ,  l'une  perpendiculaire  au  plan  incliné  et  di- 
rigée suivant  GE  y  l'autre  parallèle  à  ce  plan  et  di- 
rigée suivant  GH.  Les  composantes  seront  expri- 
mées par  P.cos.EGF,  et  P.cos.HGF,  la  ligne  GF 
étant  la  direction  verticale  du  poids  P;  et  à  cause 
que  les  angles  EGF  et  HGF  sont  complémens  l'un 
de  Vautre ,  et  qu'on  a  évidemment  EGFz=rBAC=a9 
ces  deux  forces  seront  égales  à  jP.cos.ct  et  i\sin-a. 
La  première  exprimera  la  pression  que  supporte  le 
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plan  incliné;  quant  à  la  seconde,  il  est  évident  quç* 
sans  le  frottement,  elle  ferait  glisser  le  corps  le  long 
de  ce  plan  ;  par  cotisèrent,  si  le  corps  connue  de 
rester  en  repos ,  il  en  faudra  conclure  qu'il  efciste 
un  frottement  capable  de  détruire  la  force  P.sin.a* 
Si  nous  continuons  d'incliner  de  plus  en  plus  le 
plan  donné  sur  le  plan  horizotftal ,  ou  si  nous  âug«* 
mentons  l'angle  a,  la  force  -P.sin.a  augmentera  en 
même  tems,  et  au  contraire,  la  pression  /\cos.<x 
et  le  frottement  du  corps  contre  ce  plan ,  dimi- 
nueront ;  car ,.  sans  connaître  le  rapport  du  frotte-  ffM'%. 
ment  à  la  pression ,  on  ne  peut  cependant  pas  douter  ^ 
que  le  frottement  ne  doive  diminuer  quand  la 
pression  diminue.  La  composante  du  poids  Py  pa^ 
rallèle  au  plan  incliné ,  finira  donc  par  vaincre  le 
frottement,  et  par  mettre  le  corps  en  mouvement; 
or,  si  Ton  fait  croître  l'angle  a  assez  lentement  pour 
qu'on  puisse  saisir  avec  exactitude  l'instant  où  l'équi- 
libre commence  à  se  rompre,  et  si  Ton  désigne  par 
€  la  valeur  de  a,  qui  répond  à  cet  instant,  il  est 
clair  que  la  force  -P.sin.Ç  donnera  au  même  inptant 
la  mesure  du  frottement  du  corps  contre  le  plan  in* 
cliné.  Soit  donc  f  le  rapport  de  ce  frottement  à  la 
pression,  qui  est  égale  à  P.cosX  >  *  l'instant  dont 
noua  parlons;  nous  aurons 

f.P.  cos.C=/\sin.£j 
d'où  Ton  tire/:=:tang.£. 

Ainsi  la  tangente  du  plia  grand  angle ,  pour  le- 
quel un  cçrps  pesant  posé  sur  un  plan  ipcliné,  puise* 
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s'y  tenir  en  équilibre,  ou,  si  l'on  .veut,  la  tangente 
du  plus  petit  angle  pour  lequel  il  commence  à  glisser 
le  long  de  ce  plan ,  exprima  le  rapport  du  frotte- 
ment à  la  pression  que  supporte  ce  même  plan. 

128.  C'est  d'après  ce  théorème  que  Ton  détermine 
par  l'expérience ,  la  mesure  du  frottement  dea  diffé- 
rentes espèces  de  corps  solides,  les  uns  contre  les 
autres.  On  a  constaté  de  cette  manière  les  résultats 
suivans  : 

1".  Le  frottement  est  (fautant  plus  faible,  que  les 
surfaces  frottantes  sont  mieux  polies. 

a°.  Il  est  plus  grand,  toutes  choses  d'ailleurs 
égales ,  entre  des  corps  de  même  matière  qu'entre 
des  corps  de  matières  différentes. 

3°.  Les  surfaces  frottantes  restant  les  mêmes ,  il 
augmente  on  diminue  dans  le  même  rapport  que  la 
pression ,  c'est-à-dire,  que  Ton  trouve  l'angle  £  du 
n°  précédent ,  indépendant  du  poids  du  corps  que 
l'on  soumet  à  l'expérience. 

4°.  Enfin,  ce  poids  ne  changeant  pas,  l'étendue 
de  la  surface  frottante  n'a  aucune  influence  sur  le 
frottement.  Ainsi,  par  exemple,  un  polyèdre  dont 
toutes  les  faces  sont  également  polies,  éprouve  tou- 
jours le  même  frottement ,  quelle  que  soit  la  'face 
sur  laquelle  il  est  posé  ;  ensorte  que  l'angle  €  reste 
le  même ,  quand  on  pose  ce  corps  successivement 
sur  différentes  faces. 

129.  De  ces  deux  derniers  résultats,  on  pent  con- 
clure que  si  plusieurs  corps  pesans  sont  posés  sur 
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tm  même  plan  incliné ,  le  plus  petit  angle  pour  le- 
quel ils  commenceront  à  glisser  sur  ce  plan ,  sera 
le  même  pour  tous  ces  corps ,  quoique  leurs  poids 
et  l'étendue  de  leurs  surfaces  de  contact  soient  diffé* 
rens,  pourvu  seulement  que  ces  surfaces  soient  toutes 
également  polies.  En  effet,  appelons  A  et  B  deux 
de  ces  corps,  et  considérons  un  troisième  corps  Cf 
qui  ait  le  même  poids  que  A  et  une  surface  frot- 
tante1, de  même  étendue  que  celle  de  B;  d'après  le 
troisième  résultat,  l'angle  6  sera  le  même  pour  les 
deux  corps  B  et  C,  et  en  vertu  du  quatrième ,  cet 
angle  sefa  aussi  le  même  pour  A  et  C;  donc  les 
deux  corps  A  et  B  commenceront  à  glisser  pour  le 
même  angle, d'inclinaison,  et  il  en  sera  de  même  de 
tous  les  corps  posés  sur  le  plan  incliné* 

i3o.  Maintenant  examinons  comment  les  condi- 
tions d'équilibre  dans  le  levier,  se  trouvent  modi- 
fiées par  le  frottement. 

Il  ne  sera  pas  question  ici  d  un  levier  géomé- 
trique ,  qui  consiste  en  une  ligne  retenue  par  un 
point  fixe  (  n°  5j  )  ,  mais  bieu  d'un  levier  physique 
que  nous  supposerons  formé  par  une  barre  inflexible, 
percée  d'un  trou  cylindrique,  au  travers  duquel  on 
fait  passer  un  axe  fixe.  Nous  supposerons  aussi  que 
cet  axe  est  un  cylindre  d'un  diamètre  à  très-peu- 
près  égal  à  celui  du  trou  ;  de  sorte  que  les  sections 
du  trou  et  de  l'axe  fixe,  faites  par  un  plan  perpen- 
diculaire à  l'axe ,  sont  des  cercles  dont  les  rayons 
différent  très-peu  l'un  de  l'autre.  Ces  deux  cercles 
se  touchent  en  un  point ,  lorsque  la  barre  s'appuie 
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sor  l'axe  fixe  en  vertu  des  forces  qui  lui  sont  appli- 
quées; le  contact  physique  a  sensiblement  lieu  dans 
une  petite  étendue,  de  part  et  d'autre  de  ce  point, 
et  dans  cette  étendue ,  la  barre  éprouve  un  frotte- 
ment contre  la  surface  du  cylindre  fixe  ,  suivant 
toute  la  longueur  de  cette  surface  ;  or,  3  s'agît  de 
déterminer  dans  quelles  limites  ce  frottement  petit 
empêcher  la  barre  de  tourner  autour  du  cylindre , 
quoique  les  forces  qui  la  sollicitent  ne  se  fassent  pas 
équilibre.  Afin  que  ce  frottement  ne  dépende  pas  de 
la  position  du  point  de  contact ,  nous  regarderons 
les  surfaces  frottantes  comme  également  polies  dans 
toute  leur  étendue. 

Cela  posé,  soit  EFGH  (  fig.  55  )  une  section  du 
levier  par  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  fixe;  anb  et 
drib'y  les  sections  circulaires  de  l'axe  et  du  trou,  fûtes 
par  ce  plan  ;  n  leur  point  de  contact,  et  C  le  centre 
de  la  première.  Appliquons  à  ce  levier,  des  forces 
P,  -P,  i*,  etc.,  agissant  aux  points. m,  m',m*9  etc., 
Suivant  les  directions  mÀy  mJ'y  mA*9  etc. ,  qui  sont 
toutes  comprises  dans  le  plan  de  la  section  ÈFGH. 
Calculons  les  momens  de  ces  forces  P,  P,  /*,  etc. , 
par  rapport  au  point  C,  en  observant  que,  dans  ce 
calcul,  on  peut,  sans  erreur  sensible,  prendre  le 
point  C  pour  le  centre  du  cercle  dnV  y  vu  le  peu 
de  différence  qu'on  suppose  entre  les  rayons  de  a!nV 
et  de  anb.  Si  nous  trouvons  la  somme  des  momens 
des  forces  qui  tendent  à  faire  tourner  le  levier  dans 
nn  sens,  égale  à  la  somme  de  ceux  qui  tendent  a  le 
faire  tourner  dans  le  sens  opposé,  il  en  faudra  con- 
clure que  la  résultante  passe  par  le  point  C  (n°  5j  ); 
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par  conséquent  elle  coupera  le  cylindre  fixe,  perpen- 
diculairement à  sa  surface,  et  l'équilibre  existera  sans 
que  le  frottement  y  contribue.  Mais  si,  au  contraire, 
l'une  des  deux  sommes  l'emporte  sur  l'autre ,  le  le- 
vier tendra  à  tourner  dans  le  sens  des  forces  qui  au- 
ront donné  la  plus  grande  somme,  et  il  n'y  aura  que 
le  frottement  qui  puisse  empêcher  ce  mouvement 
d'avoir  lieu. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  le  levier  tende 
à  tourner  dans  le  sens  àt  ht  force  P  qui  agit  suivant 
la  direction  mÀ,  désignons  par  if ,  la  différence  des 
deux  sommes  de  momens,  et  imaginons  qu*.  cette 
différence  augmente  de.  plus  en  plus,  jusqu'à  ce  que 
l'équilibre  soit  sur  le  point  de  se  rompre,  si,  toute- 
Cois,  cette  ruption  n'est  pas  impossible  ;  à  cette  li- 
mite ,  les  forces  données  Py  P>  P*,y  etc. ,  sont  en- 
core tenues  en  équilibre  pat-  le  frottement,  qu'on 
doit  considérer  comme  une  forcé  tafagehte  au  cy- 
lindre fixé ,  appliquée  au  point  de  contact  n ,  et 
agissant  suivant  là  direction  nB,  c'est-à-dire ,  ten- 
dant à  faire  tourner  le  levier  en  sens  contraire  de 
îa  force  P.  En  appelant  donc  F,  cette  force,  et  la 
joignant  aux  forces  données,  il  faudra  que  la  résul- 
.  \aûte  de  F,  P>  P*>  P0,  etc. ,  soit  perpendiculaire  à 
la  surface  du  cylindre  fixe ,  ou ,  ce  qui  revient  au 
même ,  il  faudra  qu'elle  passe  par  le  point  C  (  ce 
qui.  exige  que  le  moment  de  F,  pris  par  rapport  à 
ce  point ,  soit  égal  àZ.  .    . 

Ainsi ,  nous  aurons  L=zFh ,  h  étant  le  rayon  du 
cercle  anb,  ou  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre 
C  sur  la  tangetitè  nÊ.  De  plus,  la  pression  que  sup- 

12. . 
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porte  la  surface  du  cylindre  fixe ,  et  qui  s'exerce  au 
point  de  contact  ny  suivant  la  normale  nCy  sera  la 
résultante  de  toutes  les  forces  F,  JP,  Pf9  jP*,  «te.  : 
nous  la  désignerons  par  Q,  et  comme  nous  savons 
que  le  frottement  est  proportionnel  à  la  pression 
(  n°  1 28  ),  nous  aurons  Fz=f.Q>  /étant  un  coeffi- 
cient donné  et  indépendant  des  forces  Py  P*>  P*>  etc. , 
appliquées  au  levier.  Substituant  cette  valeur  dans 
celle  de  Z,  il  vient 

L=fh.Q,  (1) 

mais  on  ne  peut  rien  conclure  de  cette  équation  , 
«ans  avoir  auparavant  déterminé  la  valeur  de  Q. 

i3i .  Menons  donc  arbitrairement  dans  le  plan  qui 
contient  toutes  les  forces  Q9  F,  Pf  Pf9  P*,  etc.  , 
deux  axes  rectangulaires ,  tels  que  Cx  et  Cj;  soient 
a,  *r,  a*,  etc. ,  les  angles  donnés  que  font  les  direc- 
tions de  Py  Pf9  P*,  etc.  avec  Taxe  Cx  ;  £,  £',  £f,  etc.  , 
les  angles  aussi  donnés  que  font  ces  mêmes  direc- 
tions avec  Taxe  Çy  ;  a  et  b ,  les  angles  inconnus  qui 
se  rapportent  à  la  direction  nC de  la  force  Q,  et  qui 
sont  les  supplémens  des  angles  nCx  et  nCy  ;  enfin 
a  et  b'y  les  angles  relatifs  à  la  direction  nB  de  la 
force  F.  Puisque  Q  est  la  résultante  de  F9  P,  P*, 
J*y  etc. ,  nous  aurons 

Ç.coB.&==F.C0e.a'  + P.coa**  +  P'.coa.*' -f  etc., 
Q.co$*b=zF.coê.b'  •+•  P.cos.C-f- jP'.coi.C  -f-  etc. 

Si  l'on  fait,  pour  abréger, 

P. cos.  *  +  P'.  coa.  *'  +  etc.  =  X, 
P*  cos,  C + F.,  coi.  C  &  etc.  sa  Y; 
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on  aura 

Ç.cos.a  —  F.co8.a's=X,      Q.cos.6— F.co8.6'  =  K$ 

et  si  Ton  appelle  R  la  résultante  des  forces  P,  Fy 
F,  etc. ,  on  aura  aussi 

d'où  Ton  conclut,  en  employant  pour  F%  sa  valeur 

/t»=<>*.[(cos.a  —  /.co8.a')É  +  (coa,i— f.cot.Vy}. 
Mais  on  a  (  n°  g  ) 

C08*.a+  C08É.4=1,         COi*.l^  +  C08*.y  =  1  j 

d'ailleurs  les  directions  nB  et  nC  du  frottement  F 
et  de  la  pression  Q>  étant  perpendiculaires  l'une  à 
l'autre ,  on  a  en  outre  (n°  78) 

cos.a.cos.a'+cos.i.coa.i'zz:  o; 

donc  en  vertu  de  ces  équations,  la  valeur  de  R*  se 
réduit  à 

ce  qui  donne 

Or,  en  représentant  par  r,  la  perpendiculaire  abaissée 
du  point  C  sur  la  direction  de  -R,  nous  aurons, 
d'après  le  théorème  du  n°  55 , L  =  Jîr;  substituant 
ces  valeurs  de  L  et  Q  dans  l'équation  (1) ,  elle  de- 
vient 


r  = 


•h? 
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Ce  résultat  nous  apprend  que  la  limite  où  l'éqvûr 
libre  commence  a  se  rompre ,  dépend  uniquement 
de  la  distance  de  la  résultante  des  forces  données , 
au  point  C  :  tant  qw  cette  distance  est  plus  petite 

fh 
que     .       >  ,  les  forces  données,  ou  leur  résultante, 

sont  tenues  en  équilibre  par  le  frottement  ;  aussitôt 
que  la  même  distance  dépasse  cette  limite,  les  forces 
données  l'emportent  sur  le  frottement,  et  l'équilibre 
est  rompu. 

La  valeur  de  Q  fait  connaître  la  pression  que 
supporte  Taxe  fixe  ;  et  l'on  voit  qu'à  raison  du  dé- 
nominateur V/i+y**  le  frottement  contribue  tou- 
jours à  la  diminuer.  Si  l'on  voulait  savoir  en  quel 
point  cette  pression  s'exerce,  il  faudrait  déterminer, 
au  moyen  des  équations  précédentes ,  les  valeurs 
des  angles  a  et  h  :  leurs  supplémens  sont  les  angles 
nCx  et  nCjy  relatifs  à  la  direction  du  rayon  Cri  qui 
aboutit  au  point  de  contact  n ,  et  c'est  en  ce  point 
que  le  levier  s'appuie  sur  Je  cylindre  fixe. 

i52.  La  quantité  f  varie  avec  la  matière  du  levier 
et  de  l'axe  fixe ,  le  degré  de  poli  et  l'étendue  des 
surfaces  frottantes.  Sa  valeur  peut  être  aussi  grande 

que  l'on  voudra;  mais  la  fraction — J- ,  sera  tou- 

»         Y.I+/* 

jours  plus  petite  que  l'unité;  d'où  il  suit  que  quand 
l'équilibre  existe ,  la  distance  r  de  la  résultante  R 
au  point  Cy  est  toujours  plus  petite  que  le  rayon 
h  du  cylindre  fixe.  Ainsi  cette  force  ne  peut  être 
tenue  en  équilibre  par  le  frottement  du  levier  contre 
le  cylindre  fixe,  qu'autant  que  sa  direction  vient 
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couper  ce  cylindre;  et  toutes  les  fois  que  cette  con- 
dition ne  sera  pas  remplie ,  on  pourra  assurer  ,  sanâ 
examiner  si  le  frottement  est  plus  ou  moins  con- 
sidérable, que  l'équilibre  est  impossible.  Mais  on  ne 
doit  pas  perdre  de  vue  que  ce  résultat  est  subor- 
donné à  l'hypothèse  dont  nous  sommes  partis , 
savoir ,  que  le  levier  et  le  cylindre  fixe  ne  se 
touchent  qu'en  un  seul  point,  ou  du  moins,  dans 
une  très-petite  étendue  :  il  ne  serait  plus  vrai ,  si  le 
levier  touchait  le  cylindre  et  frottait  contre  sa  sur* 
&ce  en  plusieurs  endroits  à  la  fois» 
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CHAPITRE  VI, 

DE  L'ÉQUILIBRE  D'UN  CORPS  FLEXIBLE. 

i55.  ji  l'on  considère  un  assemblage  de  points,' 
liés  entre  eux  d'une  manière  quelconque  et  sollicités 
par  des  forces  données;  et  que  l'équilibre  ait  lieu 
dans  ce  système,  il  est  évident  que  cet  état  ne  sera 
pas  troublé,  en  joignant  tous  ces  points  les  uns  aux 
autres  par  des  droites  inflexibles,  de  manière  à 
changer  le  corps  que  l'on  considère,  en  un  corps 
solide.  Les  conditions  d'équilibre  relatives  à  un  sys- 
tème de  forme  invariable^  doivent  donc  se  retrouver 
parmi  celles  de  tous  les  systèmes.  Ainsi,  les  six  équa- 
tions du  n°  60  sont  nécessaires  pour  l'équilibre  de 
tout  corps  qui  ne  renferme  aucun  point  fixe  ,  ni 
aucun  point  astreint  à  rester  sur  une  surface  ou 
sur  une  courbe  fixe,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  liai- 
son mutuelle  des  parties  de  ce  corps.  S'il  renferme 
un  point  fixe,  les  équations  (5),  (5)  et  (6)  de  ce  n% 
seront  seules  nécessaires;  s'il  en  contient  deux ,  une 
seule  de  ces  trois  équations  continuera  de  subsister  : 
car  alors,  en  joignant  les  points  du  corps  par  des 
droites  inflexibles,  celle  qui  joint  les  deux  points 
fixes,  deviendra  un  axe  fixe ,  autour  duquel  le  corps , 
devenu  solide,  sera  forcé  de  tourner,  et  dans  ce  cas 
BOUS  savons  (n°  63)   qu'il    n'existe  plus   qu'unç 
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seule  équation  d'équilibre.  Enfin  ,  lorsque  le  sys- 
tème contiendra  trois  ou  un  plus  grand  nombre 
de  .  points  fixes ,  qui  ne  seront  pas  rangés  sur 
une  même  droite,  nos  six  équations  deviendront 
inutiles  ,  et  la  considération  du  corps  solide  ne 
fera  connaître,  dans  un  pareil  cas,  aucune  des  équa- 
tions d'équilibre  du  système  proposé;  et  effective- 
ment, trois  points  fixes,  non  en  lignes  droites,  suf- 
fisent pour  rendre  un  corps  solide ,  tout  -  à  -  fait 
immobile  ;  de  sorte  que  les  forces  qui  lui  sont  appli- 
quées, sont  détruites ,  sans  qu'il  en  résulte  aucune 
équation  de  condition. 

Mais  outre  ces  équations  d'équilibre  ,  communes 
à  tous  les  systèmes ,  et  qui  suffisent  pour  les  corps 
solides ,  il  en  existe  d'autres ,  qui  dépendent  du 
mode  de  liaison  des  points  où  les  forces  sont  appli- 
quées, et  dont  le  nombre  augmente  à  mesure  que 
ces  points  sont  plus  indépendans  les  uns  des  autres. 
C'est  la  recherche  de  ces  équations  particulières,  qui 
va  nous  occuper  dans  ce  chapitre. 

§.  I.  Equilibre  du  Polygone  funiculaire  ;   équation 
de  la  Chaînette. 

i54.  On  appelle,  en  général,  machine  funiculaire, 
tout  assemblage  de  cordes  liées  entre  elles  par  des 
noeuds  fixes ,  ou  simplement  passées  dans  des  an- 
neaux qui  peuvent  couler  le  long  des  cordes.  Le 
nombre  des  cordons  qui  viennent  aboutir  à  un  même 
noeud,  peut  être  quelconque;  mais  pour  simplifier 
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la  question,  nous  supposerons  que  chaque  nœud 
n'assemble  jamais  que  trois  cordons,  et  eu  premier 
lieu,  nous  exclurons  les  anneaux  mobiles. 

Prenons  donc  une  corde  parfaitement  flexible  et 
inextensible,  d'une  longueur  quelconque  et  dont  K 
et  K'  (fig.  56)   soient  les   deux  points  extrêmes. 
Soient  my  ni,  m*,  etc.,  diflerens  autres  points  de 
cette  corde  ;  attachons  à  ces  points  des  cordons  mh, 
m' h' y  mh\  etc.,  suivant  lesquels  agiront  des  forces 
données  Py  Pfy  P"y  etc.;  appliquons  aussi  au  point 
my  une  force  donnée  Ay  agissant  dans  la  direction 
du  cordon  Kmy  et  au  dernier   des  points  my  mf 
m"y  etc.,  une  autre  force  donnée  A'y  dirigée  vers 
le  point  K'.  Dans  l'état  d'équilibre ,  la  corde  inex- 
tensible formera  un  certain  polygone,  que  nous  ap- 
pellerons spécialement  le  polygone  funiculaire  ,  et 
dont  les  sommets  seront  les  points  ou  nœuds  Kym, 
m'y  m"y...K'.  Il  s'agit  de  trouver  les   conditions 
que  les  forces  données  Ay  Py  Py  -PV .  .A'y  doivent 
remplir  pour  que  cet  équilibre  soit  possible ,  et  de 
déterminer  la  figure  du  polygone  qui  convient  à 
cet  état 

Pour  découvrir  ces  conditions,  je  pars  de  ce  prin- 
cipe évident,  que  si  l'équilibre  existe,  chacun  des 
cordons  nmiy  idmy  m'nfy  etc.,  doit  être  tiré  a  ses 
deux  extrémités,  par  des  forces  égales,  dirigées 
suivant  ses  prolongemens. 

U  s'ensuit  d'abord,  que  la  résultante  des  deux 
forces  A  et  Py  appliquées  au  point  m,  doit  coïnci- 
der avec  le  prolongement  mf9  du  cordon  nuri.  On 
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peut  donc  (u°  28)  transporter  le  poiot  d'application 
de  cette  force,  au  poiut  m'  situé  sur  sa  direction > 
en  la  composant  ensuite  avec  la  force  Pry  appliquée 
au  même  point  suivant  la  direction  m'h\  il  faudra 
que  cette  seconde  résultante,  qui  sera  celle  des  trois 
forces  A y  P,  P*y  coïncide  avec  le  prolongement 
wdify  du  cordon  m'm*  :  donc  il  est  permis  de  trans- 
porter son  point  d  application ,  au  point  m"  qui  st 
trouve  sur  sa  direction.  Je  prends  encore  la  résul- 
tante de  cette  force  et  de  la  force  P*  appliquée  au 
même  point  m";  j'ai  de  cette  manière  la  force  qui 
tire  le  cordon  m*mmh  son  extrémité  mn>  et  qui  doit 
être'  dirigée  suivant  son  prolongement  nff*.  Cette 
force  est,  comme  on  voit,  la  résultante  des  quatre 
forces  A,  P,  Pf>  P";  un  raisonnement  semblable 
prouverait  que  la  force  qui  tire  le  même  cordon 
à  son  extrémité  m",  et  qui  doit  coïncider  avec  l'autre 
prolongement  m*/")  de  ce  cordon,  est  la  résul- 
tante des  forces  P"y  P'V  ...À'i  ces  deux  résul- 
tantes sont  donc  égales  et  directement  opposées,  et 
par  conséquent  la  résultante  de  toutes  les  forces 
données  A>  P9  P*>  P"s  P",. . .  .A\  est  égale  à  zéro. 
On  parviendrait  évidemment  au  même  résultat,  en 
considérant  les  forces  qui  agissent  aux  extrémités 
de  tout  autre  cordon. 

Ainsi,  les  forces  appliquées  au  polygone  funi- 
culaire, doivent  être  telles,  qu'en  les  transportant  et* 
uu  même  point  parallèlement  à  elles-mêmes.,  elles 
s'y  fassent  équilibre;  ce  qui  donne,  coipme  on  sait, 
trois  équations  entre  ces  forces  et  les  angles  que 
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font  leurs  directions  avec  trois  axes  rectangulaires, 

menés  par  ce  point.  Ces  équations  sont(n°  22) 

^.co8.(^^,.coé.a,+P.cos.*+iy.cos.«t,-f-P4,.co8.air-f-etc. =0,  \ 
j4.coB.lhi'A'*os.b'+P.co$£+P' *o$.e+P"xo*£',+etc.=o ,  \  (a) 
j£.coa.c+A\coèx'+PAos.y+P'.cos.y'+P'.coB.y*+etc.=o)) 

a,  ci y  a,  *',  a', etc. ,  désignant  les  angles  relatifs  à  l'un 
des  axes  ;  by  b'y  £,  £',  £',  etc.,  les  angles  relatifs  k 
un  second  axe;  cy  c',  y ,  y\  y*%  etc. ,  ceux  qui  se 
rapportent  au  troisième. 

i35.  Lorsque  les  forces  Ay  P^P*,  P*9 A' , 

et  les  directions  des  cordons  par  lesquelles  elles 
agissent ,  ne  satisferont  pas  à  ces  équations ,  il  sera 
impossible  qu'elles  se  fassent  équilibre  au  moyeu 
du  polygone  funiculaire,  quelque  figure  que  l'on 
donne  à  ce  polygone.  Mais  toutes  les  fois  que  ces 
équations  seront  satisfaites  ,  on  pourra  donner  au 
polygone  une  figure  telle,  que  l'équilibre  ait  lieu» 
Les  grandeurs  et  les  directions  des  forces  A ,  Py 

Pfy   P*y A' y  étant  données,   cette   figure  est 

déterminée ,  et  sa  construction  résulte  de  la  suite 
de  compositions  de  forces  que  nous  venons  d'in- 
diquer. 

En  effet,  connaissant  les  directions  des  cordons 
Km  et  km  suivant  lesquels  agissent  A  et  P>  il 
m'est  facile  de  déterminer  la  grandeur  et  la  direc- 
tion de  leur  résultante.  Sur  le  prolongement  de  cette 
direction,  à  partir  du  point  m,  je  porte  la  longueur 
donnée  du  cordon  mrri ;  cela  fait,  j'applique  au 
point  m'y  la  résultante  de  A  et  P,  sur  la  ligne  mm'9  et 
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la  force  F  dans  la  direction  donnée  du  cordon 
nihl  ;  je  prends  la  résultante  de  ces  deux  forces  : 
sa  direction  me  fait  connaître  celle  du  cordon 
ninf ,  et  je  porte  sur  le  prolongement  de  cette 
direction,  la  longueur  donnée  de  ce  cordon.  Main- 
tenant je  fais  au  point  m"9  une  construction  sem- 
blable à  celle  que  je  viens  d'indiquer  pour  le  point 
ni  :  j'applique  en  /»',  la  dernière  résultante,  sur  le 
côté  m'm'y  et  la  force  /*,  dans  la  direction  donnée 
du  cordon  rrili  ;  je  compose  ensuite  ces  deux  forces 
en  une  seule,  et  c'est  sûr  le  prolongement  de  celle- 
ci  que  je  porte  la  longueur   donnée   du   cordon 

Je  continue  ainsi  jusqu'à  ce  que  je  sois  parvenu 
au  dernier  des  nœuds  m,  m,  m",  etc.,  qui  sera, 
je  suppose ,  le  nœud  m%  de  sorte  que  myK '  sera  le 
dernier  côté  du  polygone.  Sa  direction  est. connue y 
puisqu'elle  représente  celle  de  la  force  A'>  et  que 
Ton  regarde  comme  données ,  les  directions  de 
toutes  les  forces  Ay  P>  Fy  F9  F",  P\  F,  A';  il  Êiu- 
dra  donc  que  la  direction  prolongée  de  la  résul- 
tante des  .deux  forces  appliquées  au  point  mT,  suivant 
le  côté  /i*,T/nT,  et  suivant  le  cordon  myhty  coïncide 
avec  la  direction  donnée  du  côté  mrK'.  C'est  en 
effet  ce  qui  arrivera  toujours;  car  d'après  notre 
construction,  la  force  dirigée  suivant  mxrmr  n'est 
autre  chose  que  la  résultante  des  six  forces  A,  P> 
F  y  F  y  F* 9  P"  y  transportées  au  point  mw  parallè- 
ment  à  leurs  directions  :  en  la  composant  avec  la 
force  F  dirigée  suivant  m*h\  on  aura  la  résultante 
de  toutes  les  forces  données ,  moins  la  force  A'  ; 
or,  en  vertu  des  équations  (a),  qu'on  suppose  satis* 
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faîtes ,  cette  résultante  est  égale  et  directement  op- 
posée à  la  force-  Jl  (n°  22);  donc  la  direction  pro- 
longea de  cette  résultante,  coïncidera  avec  la  direc- 
tion donnée  du  cordon  rri*K'. 

*  1 56.  Si  Ton  mène  par  le  point  K,  les  trois  axes 
auxquels  se  rapportent  les  angles  ay  d,  cl,  etc.  ; 
b,  V,  €,  etc.;  c>  cryy,  etc.;  et  si  Ton  Considère  les 
coordonnées  parallèles  à  ces  axes,  des  sommets  m, 
ni,  m9 y  etc.  du  polygone  funiculaire,  il  est  évident 
que  ces  coordonnées  seront  des  fonctions  détermi- 
nées des  valeurs  de  ces  angles,  des  intensités  des 
forces  A,P,  P j...A',  et  des  longueurs  des  côtés  mniy 
m'm*,  etc.  On  pourrait  calculer,  en  fonction  de  ces 
quantités,  les  trois  coordonnées  d'un  sommet  quel- 
conque. Les  formules  générales  que  l'on  trouverait 
de  cette  manière,  serviraient,  dans  chaque  cas  parti- 
culier, à  construire  directement  tous  les  Sommets 
du  polygone,  ou  seulement  un  ou  plusieurs  de  ces 
points.  Mais  nous  croyons  plus  simple  de  construire 
les  différeiis  côtés  de  ce  polygone  successivement  et 
les  uns  au  moyen  des  autres,  ainsi  que  nous  venons 
de  l'indiquer;  et  nous  nous  dispenserons  de  rap- 
porter les  valeurs  des  coordonnées  de  ces  sommets, 
qui  ne  nous  seraient  d'aucun  usage,  et  dont  l'expres- 
sion générale  est  extrêmement  compliquée. 

-  157.  Quand  les  forces  données  remplissent  les 
conditions  exprimées  par  les  équations  (à),  et  que 
l?on  a  donné  au  polygone  la  figure  propre  k  l'équi- 
libre, on  peut  être  assuré  que  cet  état  existe.  Alors 
chacun  des  cordons  miri,  ntnf,  nfnT,  etc. ,  se  trouve 
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tiré  dans  le  sens  de  sa  longueur ,  par  deux  forces 
égales  et  contraires ,  appliquées  à  ses  extrémités  : 
l'intensité  commune  de  ces  deux  forces  exprime  la 
tension  que  le  cordon  éprouve  ;  il  est  donc  impor- 
tant, dans  la  pratique ,  de  calculer  cette  tension,  et 
de  s'assurer  par  l'expérience,  qu'elle  ne  dépasse  pas 
celle  qu'un  cordon  du  même  diamètre  et  de  la  même 
matière ,  peut  supporter  sans  se  rompre. 

Or,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir  (n°  i$4)>  la 
tension  des  différens  côtés  du  polygone,  variera  d'un 
côté  à  l'autre  :  la  tension  du  côté  mm'  sera  égale  à 
la  résultante  des  forces  A  et  P,  ou  a  celle  des  forces 
i*,  P*9  jP*,.  . .  .A'  ;  celle  du  côté  mm"  sera  égale  à 
la  résultante  de  Ay  P  eiPf,  où  à  celle  de  P",  P*9 .... 
A'  ;  et  ainsi  de  suite.  11  sera  donc  aisé  dans,  chaque 
cas  particulier,  de  déterminer  les  tensions  qu'éprou- 
vent tous  les  côtés  du  polygone ,  lorsque  les  gran- 
deurs et  les  directions  des  forces  A9  P,  P',  P*y ....  A' 
feront  données. 

i38.  Si  les  points  extrêmes  K  et  K!  du  polygone 
font  fixes,  il  est  évident  que  les  forces  A  et  Al  re- 
présenteront a-la-fois  les  tensions  des  cordons  qni 
aboutissent  à  ces  points ,  et  les  pressions  que  ces 
points  éprouvent.  Dans  ce  cas,  les  valeurs  de  A  et 
A\  et  des  angles  a>by  c>  a',  b\  c',  qui  déterminent 
les  directions  des  côtés  extrêmes  du  polygone ,  ne 
seront  plus  données  ;  mais  on  aura  huit  équations 
pour  déterminer  ces  huit  inconnues,  savoir,  les 
équations  («) ,  les  équations  (  n\8  ) 

cos* .  a+cos* .  i+cos* .  ç  =  1 ,     cos* .  a'-j-  cos* .  V + cos* .  c'  =  1  ; 
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et  trois  nouvelles  équations  résultant  de  ce  que  fat 
position  des  points  fixes  K  et  K'  est  donnée.  En 
effet ,  les  valeurs  des  coordonnées  du  point  K *f  pa- 
rallèles aux  axes  menés  par  le  point  K  9  seront 
données  ;  égalant  donc  ces  valeurs  aux  expressions 
des  coordonnées,  de  K'y  calculées  comme  on  vient 
de  l'indiquer  (  n*  1 36  )  ,  il  en  résultera  les  trois 
équations  dont  nous  parlons. 

On  formera  sans  peine  ces  trois  équations,  dans 
les  cas  particuliers  ou  le  nombre  des  côtés  du 
polygone  sera  peu  considérable.  Je  crois  inutile  d'en 
donner  ici  aucun  exemple  ;  seulement  je  ferai  re- 
marquer que  quelles  que  soient  les  intensités  et  les 
directions  des  forces  qui  agissent  sur  un  polygone 
funiculaire ,  attaché  à  deux  points  fixes,  l'équilibre 
est  toujours  possible ,  puisqu  alors  on  a  autant  de 
quantités  indéterminées  À9  A\  a9b9  c,  a'9  b'9  c',que 
d'équations  de  conditions  à  satisfaire;  en  sorte  qu'il 
ne  reste  aucune  équation  entre  les  forces  données  , 
et  les  angles  qui  déterminent  leurs  directions. 

i3g.  Soit  que  les  points  extrêmes  du  polygone 
soient  fixes ,  ou  qu'ils  soient  libres ,  si  l'un  ou  plu- 
sieurs des  nœuds  m9  m'9  rri9  etc.  sont  remplacés  par 
des  anneaux  mobiles,  cette  circonstance  donnera 
lieu  à  de  nouvelles  conditions  d'équilibre.  Suppo- 
sons, par  exemple ,  que  ni  soit  un  anneau  mobile , 
qui  puisse  glisser  le  long  du  cordon  m'm*m"  ;  il  est 
clair  que  dans  ce  mouvement  la  somme  des  dis- 
tances m'm*  et  m*m*9  du  point  m'  aux  points  m' et  /»% 
restera  constante;  or,  si  l'équilibre  existe,  cet  état 

-  ne 
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ne  sera  pas  troublé  en  rendant  fixes  ces  deux  der- 
niers points;  mais  alors  le  point  m  sera  évidemment 
dans  le  même  cas  que  s'il  était  astreint  à  rester  sur 
la  surface  d'un  ellipsoïde  de  révolution ,  dont  m  et 
nf  sont  les  deux  foyers ,  et  dont  le  grand  axe  est 
égal  à  la  longueur  donnée  du  cordon  m'uinf  :  donc 
ce  point  ne  peut  rester  en  équilibre  (  n°  a3  ) ,  à 
moins  que  la  force  P*  qui  lui  est  appliquée ,  ne  soit 
perpendiculaire  à  cette  surface;  d'où  il  suit,  d'après 
une  propriété  connue  de  l'ellipse ,  que  la  direction 
de  cette  force  doit  couper  en  deux  parties  égales 
l'angle  des  deux  rayons  vecteurs  mm"  et  m"m*. 

Lors  donc  qu'en  exécutant  la  construction  du 
n°  i35,  on  sera  parvenu  à  un  anneau  mobile,  tel 
que  mv9  et  que  l'on  aura  pris  la  résultante  des  deux 
forces  dirigées  suivant  nfrri  et  m" h",  ce  qui  fera  con- 
naître la  direction  du  cordon  m"mm  ;  si  l'on  trouve 
que  les  angles  h"m"m'  et  h"m"mm  ne  sont  pas  égaux 
entre  eux,  il  en  faudra  conclure  que  l'équilibre 
n'existe  pas.  En  général ,  il  faudra  que  la  direction 
du  cordon  h"m"  y  attaché  à  l'anneau  mobile  m\  ne 
soit  pas  donnée  d'avance ,  afin  qu'on  puisse,  en  la 
déterminant  d'une  manière  convenable ,  remplir  la 
condition  de  l'égalité  des  deux  angles  h' m" m'  et 
h'm'm*. 

On  peut  observer  que  dans  Fêtât  -d'équilibre,  les 
tensions  des  cordons  adjacens  à  un  anneau  mobile 
seront  égales  entre  elles.  Cela  résulte",  comme  il  est 
facile  de  le  voir,  de  ce  que  ces  deux  cordons  font 
des  angles  égaux  avec  la  force  appliquée  à  cet  an- 
neau ;  et  d'ailleurs  cette  égalité  de  tension  est  évi- 
i.  i3 
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dente  en  elle-même,  puisque  dans  ce  cas,  les  deux 
cordons  n'en  forment  plus  qu'un  seul ,  qui  doit  né- 
cessairement éprouver  la  même  tension  dans  toute 
son  étendue. 

i4o.  Ce  que  nous  disons,  relativement  k  un  an- 
neau obligé  de  glisser  le  long  d'un  fil  inextensible, 
peut  s'étendre  à  tous  les  points  d'un  système  en 
équilibre ,  quelle  que  soit  la  liaison  de  ces  points 
entre  eux.  On  ne  troublera  pas  cet  équilibre  en 
fixant  tous  les  points  du  système ,  excepté  un  seul  : 
or  si  la  liaison  de  ce  point  avec  les  autres  est  telle 
qu'il  puisse  encore  décrire  une  surface  ou  seule- 
ment une  ligne  courbe,  autour  de  ces  points  fixes, 
il  est  évident  que  le  point  mobile  sera  dans  le  même 
cas  que  si  la  surface  ou  la  ligne  courbe  existait  réel- 
lement ;  par  conséquent  la  direction  de  la  force  qui 
lui  est  appliquée ,  doit  être  normale  à  cette  surface 
ou  à  cette  ligne. 

Concluons  donc  que  dans  tout  système  en  équi- 
libre, la  force  appliquée  à  chaque  point  du  système, 
est  perpendiculaire  à  la  surface  ou  à  la  courbe  sur 
laquelle  ce  point  serait  obligé  de  rester,  si  tous  les 
autres  points  auxquels  il  est  lié ,  étaient  regardés 
pour  un  moment  comme  des  points  fixes. 

Quand  cette  condition  relative  à  la  direction  des 
forces  et  à  la  liaison  des  parties  du  système  n'est  pas 
remplie,  on  peut  être  certain  que  l'équilibre  n'existe 
pas;  mais  elle  ne  suffit  pas,  à  elle  seule,  pour  as- 
surer l'équilibre  du  système. 

141  •  Considérons  maintenant  le  cas  particulier  où 
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toutes  les  forces  P,  P*9  P*>  etc. ,  appliquées  au  po- 
lygone funiculaire ,  sont  des  poids,  et  où  les  deux 
points  extrêmes  K  et  K'  sont  supposés  fixes.  Pour 
plus  de  simplicité,  supposons  aussi  qu'il  ne  se  trouve 
aucun  anneau  mobile  parmi  les  nœuds  my  m\  m\  etc. 

Dans  ce  cas  ,  l'équilibre  est  toujours  possible 
(  n°  i38  )  ;  et  pour  déterminer  la  figure  du  polygone 
qui  convient  k  cet  état,  j'observe  d'abord  que  tous 
ses  côtés  seront  dans  un  même  plan,  savoir,  dans 
le  plan  vertical  mené  par  les  deux  points  donnés  K 
et  K'  (  fig.  57  ).  C'est  ce  qu'il  est  facile  de  conclure 
de  la  construction  du  n°  i55;  car,  d'après  cette 
construction,  les  trois  cordons  qui  aboutissent  à 
-  chacun  des  nœuds  /»,  m\  rny  etc. ,  sont  dans  un 
même  plan;  or,  ici  le  plan  des  cordons  Kmy  hm 
et  mm' y  est  vertical ,  puisqu'il  renferme  la  ligne  ver- 
ticale hm9  direction  du  poids  P;  le  plan  des  cor- 
dons mm'9  h' m' et  mm*  est  de  même  vertical ,  à  cause 
de  la. verticale  h' m,  direction  du  poids  P/  :  ces  deux 
plans  verticaux  ayant  une  ligne  mn£  commune,  coïn- 
cident nécessairement;  donc  les  trois  côtés  Kmy  mm 
et  m' m*  sont  dans  un  même  plan  vertical.  On  prouvera 
de  même  que  tous  les  autres  côtés  du  polygone  sont 
contenus  dans  ce  plan. 

Cela  posé,  je  mène  dans  ce  plan  et  par  le  point 
K  y  les  deux  axes  Kx  et  Kjry  auxquels  se  rapportent 
les  angles  a,  a,  *',  a*,. . .  .a;  by  6,  £',  £*,. . .  .b\  du 
n°  i54;  alors  tous  les  angles  e,  y9  y'y  y", . . . .  cy  sont 
droits;  et  si  nous  prenons  l'axe  Ox  horizontal,  et 
l'axe  Ojr  vertical  et  dirigé  dans  le  sens  de  la  pesan- 
teur, les  angles  a,  a',  a",  etc.,  seront  aussi  droits , 
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et  les  angles  £,  £',  £%  etc.,  seront  nuls.  Les  équa- 
.  lions  du  n°  cité  se  réduisent  donc  à  deux,  savoir  : 

^.cos.a  +  jf.cos.ci  =  o,  | 

^.cos.£+^'.co*.£'+n=o,  j 

n  désignant  la  somme  des  poids  P9  .P,  Pn>  etc. 

Soit  aussi  T  la  tension  d'un  côté  quelconque  du 
polygone.  Si  nous  considérons  cette  force  comme 
appliquée  a  l'extrémité  de  ce  côté ,  la  plus  voisine 
du  point  K\  que  nous  représentions  paru,  l'angle 
que  fait  sa  direction  avec  Taxe  horizontal  ;  par  u , 
celui  que  cette  direction  fait  avec  Taxe  vertical  ;  par 
p9  la  somme  des  poids  suspendus  au  polygone,  de- 
puis le  point  K  jusqu'à  cette  première  extrémité 
inclusivement  :  la  force  T  sera  la  résultante  de  la 
force  A  et  du  poids  p  (  n°  ify  )  ;  par  conséquent 

on  aura 

T.  cos.u  =  A. cos. a , 

T\cob.v  =  JE. cos. b  -4- p. 

Si  au  contraire  on  regardait  la  force  T  comme  ap- 
pliquée à  l'autre  extrémité  du  côté  dont  elle  exprime 
la  tension ,  sa  direction  serait  opposée  à  celle  qu'elle 
avait  d'abord  ;  de  sorte  qu  il  faudrait  remplacer  les 
angles  u  et  v  par  leurs  supplémens  (  n°  7  );  mais 
alors  elle  serait  la  résultante  de  la  force  A'  et  du 
poids  II — py  et  Ton  aurait 

—  T.co3.u  =  A'.cos.ar, 

—  77.C08.V=-^f.C08,y+n—  p} 

résultat  qui  s'accorde  avec  le  premier,  en  vertu  des 
équations  (b). 
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Au  moyen  de  ces  valeurs  de  T.  cos .  u  et  7\  cos .  e, 
on  déterminera  immédiatement  la  tension  et  la  di- 
rection de  chaque  côté  du  polygone,  quand  les  va- 
leurs des  inconnues  A ,  A ',•  ay  ay  b,  b'y  auront  été 
calculées,  comme  il  a  été  dit  précédemment  (n°  i38). 

i4d«  C'est  un  problème  curieux  de  déterminer  la 
courbe  que  forme ,  dans  l'état  d'équilibre  ,  une 
chaîne  pesante  et  parfaitement  flexible ,  suspendue  k 
deux  points  fixes  par  ses  extrémités.  On  nomme  cette 
courbe  la  chaînette.  11  nous  est  facile  actuellement 
d'en  trouver  l'équation  ,  en  observant  que  tout  ce 
qui  a  été  dit  dans  le  n°  précédent,  étant  indépendant 
du  nombre  et  de  la  grandeur  des  côtés  du  polygone, 
doit  encore  subsister  quand  ce  nombre  devient  in- 
fini et  cette  grandeur  infiniment  petite. 

Décomposons  donc  la  chaîne  pesante,  suspendue 
aux  deux  points  fixes  K  et  K'  (  fîg.  38  ),  en  une 
infinité  de  parties ,  et  regardons  Py  P*y  P"9  etc.  ,' 
comme  les  poids  de  ses  élémens;  p  sera  le  poids 
d'une  portion  de  la  chaîne ,  commençant  au  point  Kt 
et  finissant  au  point  quelconque  n  ;  et  si  nous  sup- 
posons la  chaîne  homogène  et  d'une  égale  épaisseur 
dans  toute  son  étendue,  ce  poids  sera  proportionnel 
à  la  longueur  de  cette  portion  de  chaîne  ;  de  sorte 
que  nous  aurons  p=ihsy  s  représentant  lare  de' 
courbe  Kny  et  h  un  coefficient  constant.  Ce  coeffi- 
cient exprime  dans  chaque  cas  particulier,  le  poids 
donné  d'une  portion  de  la  chaîne  ,  d'une  longueur 
égale  à  l'unité.  / 

D'après  cette  décomposition ,  la  chaînette  se  trouve 


Digitized  by 


Google 


i98  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 

remplacée  par  un  polygone  d'une  infinité  de  côtés 
infiniment  petits.  Celui  qui  se  trouve  à  l'extrémité 
de  Tare  $,  éprouve  la  tension  T,  qui  s'exerce  suivant 
le  prolongement  de  ce  côté  ,  lequel  prolongement 
n'est  autre  chose  que  la  tangente  à  la  courbe  au 
point  n.  Ainsi  les  valeurs  de  jT.cos.k  et  7\cos.e, 
du  n°  précédent,  nous  feront  connaître  la  direction 
de  cette  tangente  et  la  tension  qui  a  lieu  à  l'extré- 
mité de  l'arc  s.  Si  donc  nous  prenons  dans  le  plan 
de  la  chaînette ,  Taxe  horizontal  Kx>  pour  celui  des 
abscisses,  et  l'axe  vertical  Kj-,  pour  celui  des  or- 
données; que  nous  représentions  par  x  e\.j>  l'abs- 
cisse et  l'ordonnée  du  point  n,  et  que  nous  suppo- 
sions la  ligne  nt ,  tangente  à  la  courbe  au  point  n , 

le  coefficient  différentiel  ^  exprimera ,  comme  on 

sait  y  la  tangente  de  l'angle  Ktn  ;  mais  à  cause  que 
cette  ligne  nt  représente  la  direction  de  la  force  Ty 
qui  est  déterminée  par  les  angles  u  et  c,  cette  tan- 
gente est  aussi  égale  au  rapport  — '—  \  or,  les  va- 
leurs de  7\cos.i>  et  7\cos.k  donnent,  en  y  subs- 
tituant hs  à  la  place  de  p,  et  divisant  l'une  par  l'autre, 


aura 

donc 

CÔS.V 

A 

.COS 

.b  +  hs 

on 

Ç0S.U 

A.co&.a      ' 

dx 

COS. 

~~~  cos, 

V 

A 

.  eos .  b  +  hs 
A .  cos .  a      * 

d'où  Ton  tire 

-^.cos.a.rfy  —  A.cos.b.dxzz  hs.dx. 


Digitized  by 


Google 


LIVRE  I.  STATIQUE.  199 

Soit  STct,la  tangente  au  point  A", et  faisons  xKct=c, 
yKcL=L  100*  —  c  ;  nous  aurons  cos.«  = —  cos.c, 
cos.i  =  —  sin.c;  car  la  force  A  est  dirigée  suivant 
le  premier  côté  infiniment  petit  de  la  courbe  ou 
suivant  sa  première  tangente ,  et  elle  agit  dans  le 
sens  du  prolongement  K*!  de  cette  tangente  ;  dé 
sorte  que  les  angles  a  et  b  >  qui  déterminent  sa 
direction  par  rapport  aux  axes  Kx  et  Kjry  sont  xKôl' 
et  jrKa'y  supplémens  de  ,r£*  e\yK&;  d'où  il  finit 
que  cos. a  et  cos.b  sont  égaux  et  de  signes. con- 
traires à  cos.c  et  sin.c.  Employant  donc  l'angle  c, 
au  lieu  des  angles  a  et  b7  l'équation  précédente 
deviendra 

A.  sin.c.Ac  — -^.  cos.c.  dy=zhs.dx.  (i) 

C'est  l'équation  de  la  chaînette,  que  nous  nous  pro- 
posions de  trouver.  A  et  c  sont  des  constantes  in- 
connues ,  dont  nous  allons  bientôt  déterminer  les 
valeurs. 

i43.  La  tension  T  en  un  point  quelconque  n  de 
cette  courbe,  sera  donnée  par  l'équation 

T'  =  A%  —  QAhs.sin.c  +  AV 

que  l'on  obtient  en  ajoutant  les  carrés  des  valeurs  de 
7\cos.w  et  T.vos.v  du  n°  i4i  y  et  observant  que 
cos.6= — sine.  On  voit  par  ïà  que  la  constante  A 
exprime  la  tension  au  point  Ky  où  s=o;  c'est-à- 
dire  ,  la  pression  que  supporte  ce  point  fixe  ;  ce  que 
nous  savions  déjà.  On  voit  aussi  que  la  tension  est 
variable  d'un  point  à  l'autre  dé  là  chaînette  ;  et  si 
Von  cherche  la  plus  petite  valeur  de  Ty  au  moyen 
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d'Y 

de  l'équation-^-  =  o,  on  trouve  qu'elle  répond  à 

$  =  — ' ,   '   >  et  qu'elle  est  égale  à  ^.cos.c. 

En  substituant  cette  valeur  de  sy  dans  l'équation  (i), 
il  vient  dy—o;  d'où  Ton  conclut  que  la  plus  petite 
tension  A.  cos.  c9  a  lieu  au  point  où  la  tangente  à  la 
chaînette  est  horizontale ,  c'est-à-dire  ,  au  point  le 
plus  bas  de  cette  courbe. 

i44*  L'équation  (i)  prend  une  forme  plus  simple, 
lorsqu'on  y  fait  disparaître  l'arc  s.  Pour  cela,  je 
différence  cette  équation  en  y  regardant  dx  comme- 
constant  ;  à  cause  de  ds  =  V*fc*  +  rfp,  je  trouve 

multipliant  de  part  et  d'autre  par  <>.     ?     = ,  il  vient 

— — 'c°8'c'  îfc  *  =— -^.co8,c.rf.  l/SjF+^ŒArfyctr; 

et  en  intégrant 

/ 

—  A.cos.c.  y/dx*  +  dy*  =  hydx  +  Cdx-, 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

Pour  la  déterminer,  j'observe  qu'au  point  Kyon 
a^=o;  ce  qui  réduit  cette  dernière  équation  à 

•     —  A. cos. c.  \/dx%  +dyu=  Cdx  } 

mais  en  ce  point,  on  a  aussi  -^  —  tang.c;  il  vient 

donc  

C=— A.C09.C.  \/i  -f-  tangSc=:— A. 
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Ainsi  Ton  a  pour  l'équation  différentielle  de  la  chaî- 
nette t 

A. cos. c.y'  daf+dy*^  (^ — hy).dx.         (a) 

Si,  d'après  cette  équation,  on  détermine  son  point 
le  plus  bas,  en  faisant  djr=Ç;  on  trouve  que  ce 
point  répond,  à 

-^.fi  — cos.c) 

y—      h  ■   • 

On  peut  aussi ,  en  éliminant  djr  entre  les  équa- 
tions (1)  et  (3),  déterminer  la  valeur  de  s  en  fonc- 
tion de  y.  Cette  élimination  donne 

A.àn.c         \S(A—hyy  —  A*.  cos».  c 

Il  faudra  prendre  le  signe  supérieur  du  radical,  de* 
puis  j-=o,  jusqu'à  ce  que  ce  radical  soit  nul,  ce 
qui  a  lieu  au  point  le  plus  bas  de  la  courbe;  au-delà 
de  ce  point ,  on  prendra  le  signe  inférieur. 

i45.  Cette  valeur  de  s  nous  montre  que  la  chaî- 
nette est  une  courbe  recti/îable.  »  Pour  achever  d'en 
déterminer  la  nature ,  il  faut  trouver  son  équation 
en  quantités  finies ,  ou  l'intégrale  de  l'équation  (2). 
Or,  en  la  résolvant  par  rapport  à  dx ,  il  vient 

,  dtzA.cos.c.dy 

\/(A  —  hyY—  A-.cos*.c 

et  comme  l'abscisse  x  est  toujours  croissante,  il  est 
évident  qu'on  devra  prendre  le  signe  supérieur  tant 
que  la  différentielle  dj  sera  positive,  ou  depuis  le 
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point  K  jusqu'au  point  le  plus  bas  de  la  courbe  ; 
au-delà  de  ce  point,  dj  devient  négative;  de  sorte 
cfu'il  faudra  prendre  le  signe  inférieur,  pour  que  dx 
reste  positive.  Cette  valeur  de  dx  peut  s'intégrer  par 
les  règles  connues ,  en  conservant  le  double  signe: 
en  effectuant  l'intégration,  on  trouve 

C  étant  une  constante  arbitraire.  Comme  on  a  ar=o 
etjr=o,  au  point  Â",  et  qu'en  ce  point  le  radical 
doit  être  pris  avec  le  signe  supérieur,  il  vient,  pour 
déterminer  07 

o  =  C  +  d^LÏAog.(A--  A.sm.c).     ' 

Eliminant  cette  constante,  on  a 

_A.cos.c  .      jfA^hf^y/jA^hyy—  A*.rx>f.c\ 
X- h       '  l0S\~  j*(i— lin.*)  )' 

Cette  équation  fait  Voir  que  la  chaîûette  est  une 
courbe  transcendante,  du  même  ofrdfe  qtife  la  loga- 
rithmique. Elle  donÀe  pour  l'abscisse  dû  point  le 
plus  bas , 

A.GOM.C  ,  CdS.C 

X  = 7 .lOg- 


1   —  8111 .  C 


i46.  On  peut  mettre  l'équation  de  la  chaînette 
sous  une  forme  plus  simple ,  en  la  résolvant  par 
rapport  à  y.  En  effet ,  en  passant  des  logarithmes 
aux  nombres,  désignant  par  e  la  base  des  loga- 
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rithmes  dont  le  module  est  égal  à  l'unité,  et  faisant, 

pour  abréger,  -3 =  6:  on  trouve 

*  ^r.cos.c  - 

fljf  _        A  —  hy \/{A  —  hyy—  A* .  ços» .  c 

A(i — sin.c)        "*"  A(\  —  sin.c)  .  ' 

ou,  bien ,  en  élevant  les  deux  membres  au  carré , 
pour  faire  disparaître  le  radical 

a0jr       2  (A  —  hy)      flx  .        cos* .  c 

A(i — sin.c)  (1 — sin.c)*  7 

d'où  Ton  tire 

^=— .[1  — 1(1  —  sin.c). e  *—[-(i  +  sin.c). e~~  *]. 

147.  Il  nous  reste  encore  k  détefmiftetvlefc  valeurs 
de  A  et  c,  qui  dépendent  de  la  position  du  point  K ', 
par  rapport  au  point  JST.  Notas  supposerons ,  pour 
plus  de  simplicité r  que  les  dçux  points  de  suépen-- 
sion  sont  dans  une  même  droite  hoHfcontale.  11  est 
clair  que  les  deux  branches  de  la  chaînette ,  com- 
prises entre  le  point  le  plus  bad  et  ces  deux  points, 
devront  être  semblables;  de  sorte  que  l'arc  compris 
entre  le  point  K  et  le  point  le  plus  bas ,  sera  la 
moitié  de  la  longueur  entière  de  la  chaîne  donnée , 
et  que  l'abscisse  du  point  le  plus  bas  sera  aussi  là 
moitié  de  la  distance  du  point  K'  au  point  K.  Soient 
donc  /  et  t  cette  longueur  et  cette  distance  ;  nous 
aurons,  d'après  les  valeurs  qu'on  vient  de  trouver 
pour  cet  arc  et  pour  cette  abscisse  (  nos  i43  et  i45  ), . 

,    ,        A. sin.c  ,    „       y/.coji.c  ,  cos.c 


sin.c  ' 
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d'où  l'on  tire 

/           C08.C   ,              C08.C 
7  =  - -lOg. : . 

Gette  équation  servira  à  déterminer  l'angle  c.  Comme 
elle  est  transcendante,  on  ne  pourra  la  résoudre  que 
par  approximation.  Quand  la  valeur  de  c  sera  connue, 
on  aura  celle  de  A ,  au  moyen  de  Tune  des  deux 
équations  précédentes. 

148.  Si ,  au  lieu  d'une  chaîne  pesante,  il  s'agissait 
d'un  fil  parfaitement  flexible  dont  tous  les  points 
fussent  tirés  par  des  forces  variables  en  intensité  et 
en  direction,  nous  pourrions  encore  déterminer  la 
courbe  qu'il  forme  dans  l'état  d'équilibre,  en  le  consi- 
dérant toujours  comme  un  polygone  d'une  infinité  de 
côtés  infiniment  petits.  Cette  courbe  sera,  en  général, 
à  double  courbure,  et  pour  la  déterminer,  il  faudra 
trouver  ses  deux  équations.  Soient  donc  x,  y,  z,  les 
coordonnées  du  point  quelconque  n9  parallèles  à 
trois  axes  rectangulaires,  menés  par  le  point  Kf  qui 
sera,  comme  précédemment  (  fig.  38  ),  le  premier 
point  de  la  courbe;  soit  ri  le  point  infiniment  voisin 
de  n9  qui  répond  aux  coordonnées  x+dx,jr-\-dy9 
z-+-dz}  désignons  par  s  l'arc  Kn  :  les  projections  de 
l'élément  ds  ou  du  côté  nri  de  cette  courbe,  sur  les 
trois  axes  des  x9  des  y  et  des  z ,  sont  évidemment 
les  différentielles  dxy  djr  et  dz\  par  conséquent  les 

rapports  -3-,  -f-,  -?-,  expriment  les  cosinus  des  angles. 

que  fait  cet  élément  avec  les  mêmes  axes ,  ou ,  ce 
qui  est  la  même  chose,  les  cosinus  des  angles  que 
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fait  la  tangente  nnt\  à  la  courbe  au  point  n,  avec 
ces  axes,  car  cette  tangente  est  le  prolongement  in- 
défini du  côté  nn.  La  tension  que  ce  côté  éprouve 
est  une  force  Ty  dirigée  suivant  son  prolongement 
nt ,  et  égale  à  la  résultante  de  toutes  les  forces  ap- 
pliquées au  polygone ,  depuis  le  point  K>  jusqu'au 
point  ».(  n°  1 37  )  ;  les  composantes  de  cette  tension, 

parallèles  aux  axes,  seront  donc  — T.  -7- ,  — T.  & 

dz 

—  T.  -T-  ;  et  en  égalant  ces  quantités  aux  sommes 

des  composantes  de  toutes  les  forces  qui  sollicitent 
Tare  Kn ,  on  formera  ttois  équations  qui  détermi- 
neront la  tension  T  et  la  nature  de  la  courbe. 

Or,  quelles  que  soient  les  forces  appliquées  à 
chaque  point  de  celte  courbe  ,  on  peut  les  réduire 
à  trois,  parallèles  aux  trois  axes  des  coordonnées  ; 
leurs  intensités  varieront  d'un  point  à  un  autre;  mais 
dans  l'étendue  d'un  même  élément ,  on  pourra  les 
regarder  comme  constantes  ;  et  alors  les  forces  qui 
agissent  sur  cet  élément  seront  proportionnelles  à 
sa  longueur.  Représentons  donc  par  Xd$y  Yds , 
Zds  y  les  forces  parallèles  aux  axes  des  x9  des  y  et 
des  z,  qui  agissent  sur  l'élément  ds  ;  de  manière 
que  oc, y  et  z  soient  des  fonctions  données  de  or, 
y,z  :  lps  intégrales  fXdsyfYds9fZds>  prises  de- 
puis le  point  K  jusqu'au  point  n  y  exprimeront  les 
résultantes  des  forces  parallèles  à  ces  axes,  qui  agis- 
sent sur  l'arc  Kn;  mais,  outre  les  forces  appliquées 
à  tous  les  points  de  la  courbe  et  données  en  fonc- 
tion de  leurs  coordonnées,  il  faut  encore  supposer 
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des  forces  particulières ,  agissant  aux  deux  points 
extrêmes,  et  nécessaires  pour  l'équilibre.  Je  désigne 
par  A,  la  force  qui  agit  au  point  K,  et  par  ay  b9  c, 
les  angles  que  fait  sa  direction 'avec  les  axes  des 
ar,  jr9  z ;  ses  composantes  seront  A .  cos  .ay  A.  cos  .  h , 
A. cos. c y  et  l'on  devra  les  ajouter  aux  intégrales 
fXds ,  fYds ,  fZds ,  pour  avoir  les  valeurs  complètes 
des  composantes  de  la  tension  T.  Ainsi  l'on  aura 

dx 

—  T.-j-^zA.  cos .  a  -f-  fXds , 

—  T.  &  =  A.co9.b+frds,   )         (£) 

—  T.^  =  A.cos.c+fZds. 

En  éliminant  Ty  entre  ces  équations ,  on  obtient 
les  deux  équations  de  la  courbe ,  savoir  : 

,  dx A.  cos. a+fXds  dy A. cos. b  + fYds 

d&       A.  cos.  c+Jlîds  *         ïïz        Â.cos.c  +  fZds*     ^c' 

Quant  à  la  valeur  de  Ty  on  la  trouve  en  ajoutant 
les  carrés  des  équations  (6)  ,  et  observant  que 
ds*^dx%+dy%-\~dz>%i  ce  qui  donne 

T^^A.cosM+pCdsy+iA.cos.b+Jl^y-HAcos.c+fZdsy. 

149.  Comme  les  intégrales  qui  entrent  dans  les 
équations  (c)  ,  s'évanouissent  au  point  K  y  il  s'en- 
suit qu'on  a ,  en  ce  point , 

— T.^=A.co*m,  —  T.^r=A.cos.b,  -r.^ts^.cos.c; 
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d'où  l'on  conclut  que  la  force  A  est  égale  à  la 
tension  qui  a  lieu  au  point  K  y  et  dirigée  suivant  le 
prolongement  Ko!  de  la  tangente  en  ce  point.  C'est 
ce  qu'on  pouvait  prévoir  ,  d'après  le  n°  i55,  où 
Ton  a  vu  que  la  force  A  exprime  la  tension  du 
premier  côté  du  polygone  ,  et  que  sa  direction 
détermine  celle  de  ce  côté,  qui  devient  la  direc- 
tion de  la  première  tangente ,  quand  le  polygone 
se  change  en  une  courbe. 

K'  étant  le  dernier  point  de  la  courbe  ,  appelons 
S  y  S" y  S*y  les  valeurs  des  intégrales  fXdsyfYds, 
fZdsy  prises  depuis  le  point  Ky  jusqu'au  point  K' 
c'est-à-dire,  dans  toute  l'étendue  de  la  courbe; 
les  équations  (b)  deviendront  au  point  K\ 

dx 

—  T.  ~=z  A.cos.a  +  S, 

as 

—  T.&  =zA. cos. b  +  S*, 

as 

De  plus,  désignons  par  A',  la  force  particulière 
qui  agit  au  point  K\  et  par  a'9  V9  c\  les  angles  que 
feit  sa  direction  avec  les  axes  des  x  y  jr>  z.  Cette 
force  sera  égale  à  la  tension  qui  a  lieu  au  point 
Ky  et  elle  agira  suivant  le  dernier  côté  de  la  courbe, 
ou  suivant  la' tangente  extrême  K€'  ;  on  aura  donc 
au  point  K'y  en  décomposant  la  force  A*  suivant 
les  axes  , 


T.^^A'.cos.a',    T.&^A'.coi.b',  T.p 
ds  as  '        as 


T.^^A 


C03.C 
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Ajoutant  ces  équations  aux  précédentes  ,  il  vient 


.a  +  A'. cos. 0+5  =  0,  \ 
.b+A'.ca$.b'  +S'  =  o,  \  (aO 

.c+^.cos.c'+^^o.    J 


A.cos.a-^A* .cos. a •+- S  =  o, 
A. cos. 
A. cos. 


Ces  équations  sont  ce  que  deviennent  celles  du 
n°  i54,  quand  le  polygone  se  change  en  une  courbe. 
Lorsque  les  points  K  et  K'  sont  libres ,  et  que  les 
forces  A  et  Af  sont  données  en  grandeur  et  en 
direction ,  il  est  nécessaire  qu'elles  satisfassent  à 
ces  équations ,  pour  que  l'équilibre  existe  ;  lors- 
qu'au contraire  les  points  K  et  K'  sont  fixes  ,  les 
forces  A  et  A'  expriment  les  pressions  inconnues 
qu'ils  supportent,  et  les  équations  (a')  sont  au 
nombre  de  celles  qui  doivent  servir  à  déterminer 
les  huit  inconnues  A9  A',  a,  £,  c,  a',  h'7  d  (n°  i38.) 

i5o.  Toutes  les  fois  que  les  trois  quantités  X9  Y, 
Z  seront  données  en  fonction  de  l'arc  s,  les  inté- 
grales  fXds,  fYds9  fZds ,  pourront  s'obtenir  im- 
médiatement. C'est,  par  exemple  ,  ce  qui  arrivera 
dans  le  cas  d'une  chaîne  pesante,  dont  l'épaisseur 
varie  suivant  une  loi  donnée;  ce  qui  comprend 
comme  cas  particulier  >  le  cas  d'une  épaisseur 
constante ,  que  nous  venons  de  trailer  ,  et  sur  le- 
quel il  serait  superflu  de  revenir.  Mais  ,  en  gé- 
néral, les  valeurs  de  Xy  Y,  Z,  seront  données  en 
fonctions  de  x ,  y  ,  z  ,  et  pour  intégrer  les  for- 
mules Xds y  Yds  y  Zds  y  il  y  faudra  substituer,  à 
la  place  de  ces   trois  variables  ,  leurs  valeurs  en 

fonction 
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fonction  dé  la  seule  variable  s  ;  substitution  qui 
suppose  que  Ton  connaît  déjà  les  deux  équations 
de  la  courbe.  Il  est  donc  nécessaire  ,  pour  faire 
usage  des  équations  (b) ,  de  les  délivrer  des  trois 
intégrales/ JTéfc ,  fYds  >JZds ,  qu'elles  renferment; 
or,  en  les  diffère  11  liant ,  il  vient 

^dT.^—T.d^=Xds, 

-dt£-T.d.%  =  Zds. 
as  as 

Ajoutant  ces  équations,  après  avoir  multiplié  là 
première  par  ^,  la  deuxième  par  -£  ,  et  la  troi- 
sième par  £,  on  trouve  que  leur  somme  se  réduit  à 

—  dT=Xdx+Ydy  +  Zd*t  (<0 

a  cause  que  l'on  a 

©■+<£>'+ ©r—'  . 

et  par  Conséquent 

à°°  a  —  j-fÊ!  a  $2.^.—  a  ^z 

ds'    *  ds      ds'    '  ds      ds*    '"3s 

En  éliminant  dT  entre  les  équations  (b')y  on  trouve 
s.  14 


Digitized  by 


Google 


aïo  TRAITE  DE  MÉCANIQUE. 

Maintenait  $  ai  l'on  prend  la  valeur  àé  T  dans 
chacune  de  ces  deux  équations  >  et  qu'on  la  substi- 
tue dans  l'équation  (c),  on  obtiendra  les  deux  équa- 
tions de  la  courbe ,  délivrées  du  signe  /,  mais 
différentielles  du  troisième  ordre,  et  que  nous  nous 
dispenserons  d'écrire* 

Lorsque  la  formule  Xdx-\-  Ydj+Zdz  sera  une 
différentielle  complète  d'une  fonction  des  trois  va- 
riables Xjjy  z ,  regardées  comme  indépendantes , 
l'équation  (V)  donnera  immédiatement,  en  intégrant 
cette  formule ,  la  valeur  de  T;  et  en  substituant 
cette  valeur  dans  les  deux  dernières  équations,  on 
aura  celles  de  la  courbe,  qui  seront  seulement  dif- 
férentielles du  second  ordre.  Leurs  intégrales  con- 
tiendront quatre  constantes  arbitraires.,  que  Ton 
déterminera  en  astreignant  la  courbe  k  passer  par 
le  point  Ky  et  en  faisant  coïncider  la  tangente  en  ce 
point,  avec  la  direction  de  la  force  A.  Quant  à 
la  constante  qui  se  trouvera  dans  la  valeur  de  Tr 
elle  sera  déterminée  parla  condition  qu'en  ce  même 
point,  on  ait  T~A. 

i5i.  Nous  pouvons  facilement  vérifier  que  les 
six  équations  du  n°  60  ont  lieu  dans  l'équilibre  <dtt 
système  que  nous  considérons ,  ainsi  que  cela  doit 
être  d'après  la  remarque  générale  du  n°  i33.  En 
effet  9  nous  avons  déjà  les  équations  (a)  qui  ré- 
pondent aux  équations  (1),  (2)  et  (4)  du  n°  60. 
Ensuite  y  en  multipliant  k  première  des  équations 
(£'),parjr,  et  la  retranchant  de  la  seconde  multi-' 
pliée  par  ap,  U  vient 
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équation  qu'on  peut  écrire  ainsi  : 

et  d'où  Ton  tire ,  en  intégrant  ^ 

,(^-£-*-^-îr'=A^-*jr).A+ft  GO  . 

C  étant  la  constante  arbitraire.  Pour  la  détermi- 
ner, supposons  que  l'intégrale  /(  Yx-~Xjr).d$ 
commence  ou  soit  nulle  au  point  K,  et  soit  et  et  £, 
les  valeurs  de  x  et  j-  qui  répondent  à  qe  point  J 
comme  nous  avons ,  en  ce  même  point  (n°  i4g)> 

il  s'ensuit 

^(flc.cos.i  — C.cos.a)  =a  C. 

Représentons  aussi  par  a'  et  £',  les  valeurs  da  «r  et 
j-,  relatives  au  point  if',  et  faisons 

nrx~Xy).ds=*Sj9 

l'intégrale  étant  prise  dans  toute  l'étendue  de  1* 
courbe ,  ou  depuis  le  point  K  jusqu'au  point  K'. 
On  a ,  en  ce  dernier  point  (n*  149) , 

T.^isA'.cos.tf,        T.&=jf<co*.l/; 

.14- 
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l'équation  (d)  deviendra   donc  ,  relativement  au 
point  K'j 

A'(C'.cos.a'~  «,.co».ft')  =  5/+C; 

ou  bien,  en  substituant  pour  C  sa  valeur,  et  fai- 
sant tout  passer  dans  un;  même  membre  , 

J(a.  cos.  b— C.coB.a)+jf(*'.  cos.b'  —  C.  cos.a'  )  +  S,  =  o* 

or ,  il  est  aisé  de  voir  que  cette  équation  répond 
à  l'équation  (S)  du  n*  60. 

Par  une  analyse  semblable,  on  déduira  des  équa-» 
tions(i'),  detixautfes  équations.,  analogues  à  celle-ci  et 
correspondant  aux  équations  (5)  et  (6)  de  ce  numéro. 

§t  IL  Équation  de  la  Lame  élastique  en  équilibre. 

iD2.  Le  fil  dont  nous  venons  de  donner  les  équa- 
tions d'équilibre,  était  supposé  parfaitement  flexible, 
mais  dénué  d'élasticité  ;  nous  allons  présentement 
avoir  égard  à  cette  qualité  de  la  matière,  et  mon— 
trer  comment  elle  influé  sur  les  conditions  de 
l'équilibre. 

'  Considérons  une  lame  inextensible ,  flexible  et 
élastique ,  qui  soit  naturellement  plane  et  dune  lar- 
geur constante  dans  toute  son  étendue,  c'est-à-dire, 
que  quand  elle  n'est  sollicitée  par  aucune,  force  , 
eile  a  la  forme  d'un  rectangle  plan,  d'une  longueur 
et  d'une  largeur  données.  Supposons  cette  lame  fixe- 
ment attachée  par  une  de  ses  extrémités,  et  appli- 
quons à  l'autre  extrémité,  une  force  qui  la  fléchisse 
-dans  le  sens  de  sa4ongueur ,  de  manière  quelle  se 
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change  en  une  portion  de  surface  cylindrique.  Le 
problème  qui  va  nous  occuper  ,  consiste  à  déter- 
miner la  section  de  cette  surface ,  perpendiculaire 
à  la  largeur  de  la  lame. 

La  figure  39  représente  cette  section  ;  la  courbe 
K'mK  est  la  forme  de  la  lame,  après  son  inflexion; 
la  droite  K'K"  >  égale  en  longueur  à  cette  courbe  x 
représente  la  lame  avant  l'inflexion  j  l'extrémité  K' 
est  fixement  attachée,  et  la  lame  est  assujétie  eu 
ce  point  de  manière  qu'en,  se  courbant  elle  est  for- 
cée de  rester  tangente  à  sa  direction  primitive  K'K*. 
Elle  est  prolongée  à  son  autre  extrémité  K,  par 
une  verge  inflexible  CK,  et  c'est  au  point  Cy  dans 
le  plan  de  la  figure  et  suivant  la  direction  CD  , 
qu'est  appliquée  la  force  qui  a  infléchi  la  lame  et 
qui  ïa  retient  dans  la  position  K'mK  ;  de  sorte 
que  l'équilibre  existe  entre  cette  force  ,  et  l'élasti- 
cité de  la  lame,  considérée  comme  une  autre  force 
qui  tend  à  la  ramener  à  sa  forme  primitive ,  ou  à 
la  remettre  en  ligne  droite. 

i53u  Pour  trouver  les  conditions  de  cet  équilibre,, 
je  substitue  à  la  courbe  K'mKy  un  polygone  d'une 
infinités  de  côtés  infiniment  petits,  dont  le  premier 
côté  K'H  est  pris  sur  la  droite  K'K",  fixe  et  don- 
née de  position.  Soient  mjm  et  mm'  (  fig.  4°  )  * 
deux  côtés  consécutifs  ;  mt  et  nii,  leurs  prolonge- 
mens  :  supposons  que  les  deux  parties  Km  et  Km 
du  polygone,  deviennent  inflexibles  ,  de  manière 
que  le  polygone  ne  conserve  sa  flexibilité  et  son, 
élasticité  qu'au  seul  point  m  %  et  imaginons  de  plu& 
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que  la  partie  Km  soit  fixée  el  rendu*  immobile; 
Ces  suppositions  ne  détruiront  pas  l'équilibre  exis-» 
fant  |  mais  maintenant  l'élasticité  n'a  plus  d'autre 
effet  que  de  tendre  à  faire  tourner  le  côté  mm9 
autour  du  point  mj  pour  le  remettre  on  ligne  droite 
avec  le  côté  mm;  on  peut  donc  la  regarder  comme 
une  force,  perpendiculaire  à  }a  droite  mty  et  agis-» 
$ant  en  tel  point  qu'on  voudra  de  cette  droite ,  par 
exemple,  au  point B>  suivant  la  direction  BE.  Re-r 
présentons  cette  force  inconnue  par  F  ;  appelons 
P,  la  force  donnée  qui  agit  suivant  la  direction 
CD  ;  p  ,  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  m,  sur 
la  ligne  CD;  et  pour  simplifier  >  supposons  égale 
à  l'upité ,  la  perpendiculaire  mB,  abaissée  du  même 
point  sur  la  ligne  BE  ;  puisque  les  deux  forces 
F  et  P  se  font  équilibre  autour  du  point  m  sup- 
posé fixe,  leurs  momens  doivent  être  égaux  par 
rapport  à  ce  point  j  par  conséquent  on  a 

F=PP. 

Réciproquement,  le  premier  côté  R'H  étant  réel* 
lement  fixe,  l'équilibre  existe  ,  si  cette  équation  4 
lieu  par  rapport  à  tous  les  sommets  du  polygone. 

i54-  La  force  F  varie  ,  dSm  sommet  k  un  autre, 
parce  qu'elle  dépend  de  l'angle  tmt  compris  entre 
les  prolongement  mt  et  mt'  des  deux  côtés  con- 
sécutifs ,  et  qu'on  appelle  l'angle  de  contingence. 
Cette  force  est  nulle  quand  l'angle  est  zéro  ;  oa 
conçoit  qu'elle  augmente  avec  cet  angle  :  dans  les 
fçssprts  homogènes  et  d'une  égale  épaisseur  dan$ 
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toute  leur  étendue ,  ou  a  coutume  de  k  supposer 
proportionnelle  à  l'angle  de  contingence.  En  adop- 
tant donc  cette  hypothèse ,  et  en  désignant  par  A  9 
la  valeur  de  F  qui  répond  à  un  sommet  déterminé 
.du  polygone;  par  et  ,  l'angle  de  contingence  en  ce 
point;  par  a»,  l'angle  tint,  relatif  au  sommet  quel- 
conque m  y  nous  aurons  cette  proportion 

F:  a  ::•:*; 
d'où  Ton  tire 

L'angle  de  contingence  devient  infiniment  petit, 
lorsque  le  polygone  se  change  en  une  courbe  con- 
tinue ;  cette  valeur  de  F  a  donc  alors  i'iuconvé- 

nient  de  renfermer  le  rapport  -  de  deux  quantités 

infiniment  petites  ;  mais  on  peut  le  remplacer  par 
le  rapport  inverse  des  rayons  de  courbure  de  la 
courbe,  correspondant  aux  angles  *  et  e.  En  effet , 
élevons  sur  les  milieux  n  et  ri  des  deux  élemens  con- 
sécutifs m/n  et  mni ,  les  perpendiculaires  ng  et  ri  g 
qui  se  rencontrent  en  u»  point  g;  ce  point  sera  le 
centre  -et  ng  4e  rayon  de  couAure,  qui  répondent 
au  point  m  ;  de  phts  *n  aura 

mn 
sin. rugn  = : 

mg  y 

l'angle 'toil'  sera  égal  à  l'angle  ngn  ,  ou  double  de 
l'angle  mgn;  et  comme  ces  angles  sont  infiniment 
petits ,  ils  sont  égaux  a  leurs  sinus  x  de  sorte  quoi* 
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a  tmtf  =  3  .  sin. mgn  ;  donc,  à  cause  que  mn  est 
moitié  de  mml ,  on  aura 


ce  qui  montre  que  l'angle  de  contingence  est  égal 
à  l'élément  de  la  courbe ,  divisé  par  le  rayon  de 
courbure  correspondant.  Donc,  en  supposant  la 
courbe  partagée  eu  élémens  égaux  ,  et  représentant 
par  r  et  a ,  les  rayons  de  courbure  qui  répondent 
aux  angles  œ  et  ay  nous  aurons 


-  =  -; 

cb        a 


Je  substitue  cette  valeur  dans  celle  de  F9  et  celte* 
ci  dans  l'équation  F=P/?,il  vient 

Pp=*>  (0 

en  faisant,  pour  abréger  Aa=ib.  Cette  quantité  b 
dépend  de  l'épaisseur  et  de  la  matière  de  la  lame 
que  Ton  considère  ;  elle  est  la  même  dans  toute 
l'étendue  d'une  lame  homogène  et  d'une  épaisseur 
constante  ;  elle  varie  d'une  lame  à  une  autre,  et  elle 
doit  être  donnée  pour  chaque  lame  en  particulier* 

L'équation  (i)  qui  convient  à  tous  les  points  de 
la  courbe  KmK'y  est  l'équation  différentielle  de 
cette  courbe  :  il  ne  s'agit  plus  maintenant  que  d'y 
introduire  les  coordonnées  du  point  m  à  la  place 
des  deux  variables  r  et^. 
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i55.  Prenons  le  point  K  pour  origine  r  la  ligne 
Kx  perpendiculaire  à  la  droite  KC ',  pour  axe  des 
abscisses ,  et  le  prolongement  Kj  de  cette  droite, 
pour  celui  des  ordonnées.  Soient  x  et  j,  l'abs- 
cisse et  l'ordonnée  du  point  m;  cy  la.  longueur  de 
la  droite  KC;  y,  l'angle  DCK ;  décomposons  fe 
force  P9  qui  agit  suivant  CD  f  en  deux  forces 
dirigées  suivant  CK  et  suivant  CA  perpendiculaire 
à  CK  ;  ses  composantes  seront  P.cos.^  etP.sin.^, 
et  leurs  momens,  par  rapport  au  point  m  y,  seront 
égaux  à  xP .  cos  .y  et  {j ■+•  c)  .  P .  sin . y  ;  doue 
on  aura  (n°  55). 

Pp  =  P\Xy  +  0*8'n*>"-~  jp.co8.y3« 
D'ailleurs,  on  sait  qu'on  a ,  en  prenant  <£r  constante 


'"*-;#♦ 


La  valeur  de  r  devant  toujours  être  positive ,  ou 
doit  prendre  le  signe  +  ou  le  signe  —  ,  selon  que 

celle  de  -j~ est  positive  ou  négative;  or,  d'après  la 

.direction  que  nous  avons  donnée  à  l'axe  des  abscis- 
ses,,  par  rapport  à  celle  de  la  force  Py  la  courbe 
K'mK  tourne  sa  concavité  vers  cet  axe;  cas  dans 

lequel  le  coefficient  différentiel-^  est  négatif;  par 

conséquent  c'est  le  signe  —  qu'il  fout  employer 
devant  la  valeur  de  r.  Au  moyen  de  cette  valeur 
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et  de  celle  de  Pp,  l'équation  (i)  devient 

-^  =  P[(y  +  c).sto.y  — ar.cos.y],  (a) 

i56.  On  obtient  aisément  une  intégrale  première 
de  cette  équation  différentielle  du  second  ordre  , 
en  fusant 

(y  +  c).sin.y—x.cos.yz=zzt  ^=  u; 

d'où  Ton  conclut 

àh.y.dy  =udx+  cos.y.dx, 

ûn.y.dyz=zdn.dx9 

(Jya+  <fec*).8in*.y  =  (u*  +  att.cos.y+i).djc*; 

r 

substituant  dans  l'équation  (2) ,  il  vient 


,     .  du 

■i.sin.y.-j- 


dx  ^ 


(u*  +  au.coB.y  -f- 1)» 

multipliant  le  premier  membre  par  iu£r  ,  et  le  se- 
cond par  dz,  on  a 

- « .  =  Pzdz; 

(uà+àu.coB.y+i  )* 

équation  dans  laquelle  les  variables  u  et  z  sont 
séparées. 

Le  premier  membre  s'intègre  par  les  règles  con- 
nues ;  mais  comme  son  intégrale  est  on  peu  com- 
pliquée ,  et  qu'elle  ne  nous  servirait  à  rien,  je 
ne  l'écrirai  point  ici  ;  pour  simplifier ,  je  suppo- 
serai que  la  direction  de  la  force  P  est  perpendi- 
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culaire  à  la  ligne  CK.  On  a  alors  y=z  100%  ce  qui 
réduit  notre  équation  à 


d'où  l'on  tire ,  en  intégrant  , 

pétant  la  constante  arbitraire.  Je  résous  cette  équa- 
tion par  rapport  au,  j'y  mets  ^  à  la  place  de  w,  et 

pour  z  sa  valeur  que  la  supposition  de  y  =s  100%  ré- 
duit kjr+c  -,  tout  calcul  fait,  je  trouve 

V4P-p  —  *fP  (J  +  Oa  — i"  (j  +  04 

Cette  formule  n'est  point  intégrable  sous  forme 
finie  ,  par  les  règles  connues;  ainsi ,  l'équation  en 
xeljr  de  la  courbe  élastique  K'mK  >  ne  peut  être 
donnée  qu'en  série  infinie. 

Au  point  K  y  origine  des  coordonnées  >  nous 
avons  ar.=o  et  jr  =  o  j  de  plus ,  la  droite  KC  étant 
supposée  le  prolongement  de  la  lame  élastique 
(n*  1 5a),  il  s'ensuit  qu'elle  est  sa  tangente  au  point 
K  ;  et  comme  nous  avons  pris  la  droite  CKj  pour 
axe  des  ordonnées  ,  il  en  résulte  que  cette  tangente 
sera  perpendiculaire  à  l'axe  des  abscisses  ;  donc  on 

?ura  aussi  au  point  JTf  jg£==i  ou  g-=  o.  Ces  deux 


. 
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dx 

conditions  jr=o  et  ^-=o,  pour  ,r=o,  serviront 

à  déterminer  les  deux  constantes  arbitraires,  con- 
tenues dans  l'équation  en  oc  elj  de  la  courbe  K'mK9 
savoir,  la  constante  y*  et  celle  qu'introduira  l'inté- 
gration de  la  valeur  de  dx. 

157.  Lorsque  cette  équation  de  la  courbe  K'mK 
sera  complètement  déterminée ,  on  en  pourra  dé- 
duire la  valeur  de  l'arc  quelconque  Km ,  en  fonc- 
tion de  l'ordonnée  j  du  point  m  ;  on  aura  donc 
aussi  la  longueur  de  la  courbe  entière  KmK'>  en 
fonctions  de  l'ordonnée  K'L  du  point  K'  ;  <Jonc 
à  cause  que  cette  longueur  est  donnée  et  égale  à 
la  droite  K'K\  on  eu  conclura  réciproquement  la 
valeur  de  K'L.  Si  l'on  substitue  cette  valeur  à  la 
place  de  y  dans  l'équation  (3) ,  elle  donnera  1*  va- 

leur  de  j-,  qui  répond  au  point  K' ,  et  qui  ren- 
fermera les  quantités  c,  P>  b  et  la  longueur  de  la 
la  lame ,  que  j  représenterai  par  L  Or ,  au  point 
K\  la  tangente  à  la  courbe  est  la  droite  K*K*  don- 
née de  position  (n°  i5a)  ;  en  désignant  donc  par  6 
l'angle  K'Gy  que  cette  droite  fait  avec  Taxe  de  jry 

on  aura  ,  pour  le  point  K\  -j-  =  tang.  8  ;  de  sorte 

dx 
qu'en  mettant  pour  j-,  k  valeur  qu'on  aura  trou vée> 

il  en  résultera  une  équation  de  condition  entre  les 
cinq  quantités  c ,  P \  b ,  l  et  8. 

On  peut  appeler  l'angle  8 ,  Yinflexion  totale  de  la 
lame,  (^uand  les  quantités  cA  P,  b>  l  seront  données  % 
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l'équation  de  condition  fera  connaître  cette  in- 
flexion; si,  au  contraire,  on  a  mesuré  l'angle  8, 
la  longueur  de  la  lame ,  celle  de  la  verge  CK ,  et 
que  la  force  P  soit  toujours  donnée ,  cette  équa- 
tion servira  à  déterminer  la  valeur  de  la  quantité  b, 
relative  à  la  lame  que  Ton  considère.  Cette  valeur 
une  fois  connue  ,  l'équation  de  condition  détermi- 
nera l'inflexion  de  cette  lame  ,  qui  répond  à  une 
force  donnée  ,  ou ,  réciproquement ,  la  force  qu'il 
faut  employer  pour  produire  une  inflexion  donnée. 
Mais  on  ne  doit  pas  oublier  que  tous  ces  calculs 
ne  pourront  s'effectuer  que  par  approximation , 
puisque  l'équation  de  la  -courbe  K'mK9  sur  la- 
quelle ils  sont  fondés  ,  n'est  donnée  qu'en  série. 
Nous  allons,  tout-à-l'heure ,  donner  un  exemple 
fort  simple  de  cette  approximation. 

i58.  Observons  auparavant  que  si  la  lame  n'était 
pas  assujettie  ,  comme  nous  l'avons  supposé ,  à  son 
extrémité  K*9  et  qu'au  contraire  cette  extrémité  fut 
entièrement  libre ,  il  faudrait ,  pour  l'équilibre  , 
qu'une  force  égale  k  la  force  P  fût  appliquée  au 
point  K'y  et  que  ces  deux  forces  fussent  dirigées 
en  sens  contraires  l'une  de  l'autre ,  suivant  la  droite 
CK'  qui  joint  leurs  points  d'application  K'  et  C. 
Si  le  point  Kf  était  fixé  de  manière  que  la  lame 
conservât  la  liberté  de  tourner  autour  de  ce  point, 
il  suffirait ,  pour  empêcher  ce  mouvement ,  que  la 
direction  de  la  force  P  vint  passer  par  le  point  K'y 
c'est-à-dire,  que  cette  force    devrait  être  dirigée* 
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suivant  la  droite  CK'.  Cette  direction  ne  peut  être 
arbitraire ,  que  dans  le  seul  cas  où  non-  seulement 
le  point  K'  est  supposé  fixe,  mais  aussi  le  premiet 
côté  de  la  courbe  ,  ou  la  direction  de  sa  tangente 
en  ce  point.  Au  reste  ,  dans  tous  les  cas ,  la  figure 
dé  la  lame  en  équilibre  est  toujours  la  même  et 
déterminée  par  l'équation  (3). 

i5g.  Examinons  le  cas  particulier  où  l'inflexion 
de  la  lame  est  très-petite.  Pour  simplifier  ,  suppo- 
sons c  —  o,  ensorte  que  la  force  P  soit  appliquée 
au  point  K.  Supposons  aussi  que  l'autre  extrémité  K' 
soit  seulement  appuyée  sur  un  plan  fixe,,  sans  être 
entièrement  fixée  ,  ce  qui  exige  que  la  force  P  soit 
alors  dirigée  suivant  la  droite  KK!  qui  joint  le 
point  K  au  point  K'.  Ce  cas  particulier  £era  ,  si 
Ton  veut,  celui  d'un  ressort  vertical  posé,  par  une 
de  ses  extrémités  ,  sur  un  plan  fixe  horizontal,  et 
chargé  ,  à  l'autre  extrémité  ,  d'un  poids  donné  P, 
qui  rinfléchit  un  tant  soit  peu ,  et  lui  fait  prendre 
la  forme  de  la  courbe  KmK'  (%•  4*0*  *1  s'agit 
de  trouver  son  équation  en  x  et  jr  9  Taxe  des  a: 
étant  la  verticale  KK',  et  Taxe  des  y  9  l'horizon-* 
taie  Kj.  On  pourrait  la  déduire  de  l'équation  (3)  , 
en  y  faisant  c  =  o,  et  y  négligeant  la  quatrième 
puissance  de  l'ordonnée^  >  qui  est  très-petite  dans 
toute  Fétendue  de  la  courbe  ;  mais  on  l'obtiendra 
plus  simplement  au  moyen  de  l'équation  (a). 

En  faisant  dans  cette  équation  y=ioù°  et  c=o, 
•lie  devient 
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Or,la  valeur  de  ^  est  très-petite  dans  toute  l'éten- 
due de  la  courbe ,  parce  que  la  tangente  en  chaque 
point  est  peu  inclinée  sur  Taxe  des  abscisses  ;  on 
peut  donc  ,  par  approximation ,  négliger  son  carré 
dans  le  premier  membre ,  ce  qui  réduit  Inéquation 
à  celle-ci  : 

dont  l'intégrale  complète  est 

h  et/étant  les  deux  constantes  arbitraires.  Comme 
on  a,  au  point  K,  #  =  0   et^=o,  il   s'ensuit 
f=  o  ;  l'équation  de  la  courbe  KmK'  est  donc 

y=h.An.Cx9 

en  faisant,  pour  abréger,  l/-7=£. 

160.  La  constante  h  exprime  la  plus  grande  va- 
leur dejr  9  ou  la  plus  grande  quantité  dont  la  courbe 
s'écarte  de  la  direction  verticale.  Pour  la  détermi- 
ner ,  j'observe  que  /  =  oau  point  K';  il  faut  donc 
que  h  soit  nulle*  ou  que  l'arc  Car,  qui  répond  k 
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ce  point ,  soit  un  multiple  de  la  demi-circonfe- 
rence  ;  appelant  donc  a  l'abscisse  K K'y  i  un  nombre 
entier  indéterminé,  et  te  la  demi-circonférence  pour 
le  rayon  égal  à  l'unité ,  on  devra  avoir  £«=  iic  ; 
ou  bien  ,  en  remettant  pour  C  sa  valeur  et  élevant 
au  carré, 

?-*••       «©■ 

S'il  est  impossible  de  satisfaire  à  cette  équation , 
il  faudra  nécessairement  qu'on  ait  h~o;  par  con- 
séquent la  courbe  KmK'  coïncidera  avec  l'axe  des 
abscisses ,  et  le  ressort  ne  subira  aucune  inflexion. 

La  valeur  de  a  se  conclut  de  la  longueur  de  la 
courbe  entière,  qui  est  donnée ,  et  que  nous  avons 
désignée  plus  baut  par  l.  On  a ,  en  prenant  l'in- 
tégrale depuis  xz=zo  jusqu'à  x  —  ay 

L'équation  de  la  courbe  donne 

-f-  =  hC.cos.Cxi 
dx 

d'où,  il  suit 

àS%        La/M         *  /•  \     h*P         \    h*P 

£U?ft  a      6         a     0 

Je   substitue  cette  valeur  dans  celle  de  /,  et  je 

néglige  les  puissances  de  -f-  supérieures  à  la  se* 

conde;  intégrant  ensuite  entre  les  limites  assignées, 

et 
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et  observant  que  sin .  zGa  =  sin .  iiic  =  o ,  quel  que 
•oit  le  nombre  entier  ij  il  vient 


'-(■*?t) 


i   AaP> 

-a. 


J'élimine  a  entre  cette  équation  et  l'éqtutfioù  (4); 
je  néglige,  dans  le  résultat,  la  quatrième  puis- 
sance de  h>  et  je  le  mets  sois  cette  forme 

Or  9  la  plus  petite  valeur  qu'on  puisse  prendre  pour 
i  ,  c'est  i  =  i  ;  si  donc  on  a 

cette  équation  sera  impossible  ,  puisque  la  valeur 

de  h%  serait  négative ,  et  celle  de  h ,  imaginaire  ; 

donc  alors  le  ressort  ne  sera  pas  courbé  parle  poids 

P  ;  il  conservera  au  contraire  sa  forme  rectiligne 

et  sa  situation  verticale. 

Nous  sommes  donc  conduits  à  cette  conclusion 

singulière  ,  que  le  poids  P  doit  surpasser  la  quan- 
ta 

tité  y-,  pour  que  le  ressort  que  nous  considérons 

subisse  une  inflexion  aussi  petite  qu'on  voudra.  Un 

poids  égal  à  -p-  est  le  plus  grand  de  ceux  qu'il  peut 

supporter  sans  fléchir  :  c'est  ce  qu'on  appelle  la  force 
du  ressort  ;  on  voit  quelle  est  proportionnelle  à 
la  quantité  b ,  qui  mesure  ion  élasticité  ,  et  que 
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dans  les  ressorts  de  même  matière  et  de  même 
épaisseur,  elle  est  eu  raison  inverse  du  carré  de 
la  longueur  /. 

161.  Pour  peu  que  le  poids  P  surpasse  cette  li- 
mite -tt>  le  ressort  se  courbera.  Dans  cette  sup- 
position ,  on  pourra  faire 

Pt      l      ^' 

cT  étant  une  quantité  très-petite  et  réelle.  On  satis- 
fera à  l'équation  (5)  ,  en  prenant  \ 


/=  i     et     h 


-aSj 


on  aura  aussi  b  =  - ,  et  l'équation  de  la  courbe 
KmKf  deviendra 

v  =  — — .#.*n. — . 

•*  *  a 

A  mesure  que  le  poids  P  augmentera ,  la  quan- 
tité £  croîtra  aussi ,  et  la  courbe  s'infléchira  de  plus 
ea  plus  ;  mais  bientôt  sa  forme  ne  sera  plus  déter- 
minée avec  une  exactitude  suffisante  ,  par  cette 
équation  qui  n'est  qu'approchée ,  et  qui  suppose 
l'inflexion  très-petite. 

Lorsque  P  sera  devenu  un  peu  plus  grand  que 

4*  -jr,  c'est-à-dire,  quand  on  aura 
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J^  étant  une  quantité  réelle  et  très-petite ,  on  satis- 
fera encore  à  l'équation  (5)  par  une  très-petite  va- 
leur de  A,  pourvu  qu'on  prenne  tsa.  On  aura 
alors 


et,  pour  l'équation  4e  la  courbe  KmK\ 

y  =  — — .^'.sin. . 


sa 


Cette  valeur  de  /  devient  nulle,  quand  xzaz  \  a; 
par  conséquent  la  courbe  coupe  l'axe  des  abscisses 
au  milieu  de  la  droite  KKf ,  et  elle  a  la  forme 
représentée  par  la  figure  fyi*  Mais  la  lame  élas- 
tique prendra-t-elle  effectivement  cette  forme  ,  ou 
bien  en  prendra-t-elle  une  autre  qui  suppose  une 
inflexion  considérable  et  qui  échappe  à  notre  calcul 
d'approximation  ?  C'est  une  question  qui  ne  pour- 
rait être  résolue  d'une  manière  tout-à-fait  satisfai-, 
santé ,  que  par  une  solution  rigoureuse  et  com- 
plète du  problème. 

En  général ,  lorsque  le  poids  P  surpassera  d'une 
trèfr-petite  quantité  ,  le  produit  i%.  -jr ,  on  satis- 
fera k  l'équation  (5)  par  une  valeur  réelle  et  très- 
petite  de  h  9  et  l'on  pourra  supposer  à  la  lame  élas- 
tique ,  une  forme  qui  s'écarte  peu  de  l'axe  vertical  : 
la  courbe  coupera  cet  axe  en  un  nombre  i  —  i 
de  points ,  sans  compter  les  deux  points  extrêmes. 

x5. . 
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La  figure  45  se  rapporte  au  cas  de  i  =  3  ;  la  droite 

KKf  y  est  coupée  en  trois  parties  égales  par  la 

xourbe  KmK'. 

162.  Si  Ton  a  bien  saisi  le  principe  d'après  le- 
quel nous  avons  trouvé  l'équation  d'équilibre  de  la 
lame  élastique ,  dans  le  n°  i53,  on  étendra  sans 
difficulté  cette  équation ,  au  cas  où  tous  les  points 
de  la  lame  seraient  sollicités  par  des  forces  dirigées 
dans  le  plan  de  la  courbe  KmK'  (  fig.  39.  )♦  En 
effet,  il  suffira  d'y  remplacer  le  moment  de  la  force 
Pj  par  la  somme  des  moraens  -des  forces  qui 
agissent  sur  la  lame  ,   depuis  le  point  K  jusqu'au 

.point  quelconque  m,  en  prenant  avec  le  signe-}-, 
les  momens  des  forces  qui  tendent  à  infléchir  la 
lame ,  et  avec  le  signe  —  ^  ceux  des  forces  qui 

.tendent  à  la  redresser. 

Soit  donc ,  comme  dans  le  problème  du  fil  flexible 
•  (  n°  148»  )  y  Xds  et  Yds  les  composantes  parallèles 
aux  axes  Kx  et  Kjr ,  des  forces  qui  agissent  sur 
l'élément  <fc  ,  de  manière  que  X  çt  Y  soient  des 
fonctions  données  des  variables.  œteïj\  soit  ft  un 
.point  de  Tare  Km,  qui  répond  aux  coordonnées 
x'  et  y  y  et  désignons  par  X  et  Y'  y  ce  que  de- 
viennent X  et  Y  9  relativement  à  ce  point  :  les  mo- 
mens  des  forces  X'ds  et  Y'ds  y  pris  par  rapport 
•au  point  m  y'  seront-  égaux  à  (jr — j*  ) .X'ds    et 
(a:—af).Y'dsi  d ailleurs,  les  composantes  qui 
agissent  dans  le  sens   de  Taxe  Kx  tendent  à  in- 
fléchir la  courbe,  et  celles  qui  agissent  dans  le  sens 
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de  Taxe  Kjr  tendent  à  la  redresser;  par  conséquent 
la  somme  des  momens  de  tontes  les  forces  appli- 
quées à  l'arc  Km  ,  sera  égale  à  / (y  ^—y*}.X'ds 
—f(x —  yf).Y'ds\^es  intégrales  étant  prises  en 
supposant  x et  j  constantes,  et  depuis  le  point  A", 
où.  l'on  a  x'—o  ety'aEO,  jusqu'au  point  m$  où 
ton  a  afzsxx  et  y  =7.  En  conservant .  donc ,  en 
outre,  la  force  P>  appliquée  a  l'extrémité,  de  la 
droite  CK ,  et  dont  le  «moment  est  Pp ,  l'équation 
d'équilibre  sera 

Pp+fty—y)-JCds—f{x--'afyrds-*=:F} 

ou  bien,  en  substituant  pour  la  perpendiculaire  p 
et  pour  la  force  F,  leurs  valeurs  trouvées  dans  le 

P[.(y  +  c).ùn.y—'  ar.c03.73  +f(y — y').X*ds 

r  représente  le  rayon  de  courbure  au  point  m;  b  est 
une  quantité  constante.»  si  la  lame  est  supposée  homo- 
gène et  d'une  égale  épaisseur  dans  toute  son  éten- 
due; c  et  y  9  sont  des  constantes  données. 

Il  est  aisé  de  voir  que  les  intégrales /(  j— -j') .  X'ds 
et  /(x — x').Y'ds,  prises  comme  elles  doivent 
l'être  ,  sont  la  même  chose  que  y.fXds  — fjXds 
eVx.fYds — fxYdsy  pourvu  qu'on  prenne  celles- 
ci  :  /Xds  y  fjrXds ,  fYds  et  fxYds  ,  de  manière 
qu'elles  s'évanouissent  au  point  K.  Cette  équation 
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peut  donc  être  écrite  ainsi  : 

P[(y:+-c).8kHy  —  a>.cos.yl+y.fXds, — fyXds 
—  x.fYds+fyXds=ï. 

En  y  mettant  pour  r,  sa  valeur  en  différentielles 
de  x  e\jry  et  faisait  disparaître,  par  la  différent 
tktion,  ks  signes/ qu'elle  contient,  on  aura  l'équa- 
tion difereptielle  de  la  courbe  élastique  dont  tous 
les  points  sont  sollicités  par  des  forces  dirigées  dans 
un  même  plan» 


.  •  "  .  i 
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CHAPITRE  VIL 

PRINCIPE  DBS  VITE6SES  VIRT0ELLES. 

r 

ï63.  JliN  comparant  entre  elles  les  conditions  d'é- 
quilibre dans  les  machines  simples ,  et  en  cherchant 
ce  qu'elles  ont  de  commun ,  les  géomètres  sont 
enfin  parvenus  à  découvrir  ,  par  induction  ,  une  lot 
générale  qui  s'observe  dans  tout  système  de  forces 
en  équilibre.  C'est  dans  cette  loi  que  consiste  le 
principe  des  vitesses  virtuelles  :  nous  allons  d'abord 
en  donner  l'énoncé  ;  puis  nous  le  vérifierons  dans 
plusieurs  cas  d'équilibre ,  et  ensuite  nous  essaie- 
rons d'en  donner  une  démonstration  directe  et  gé- 
nérale. 

Nous  représenterons  par  P j  P ,  P*j  etc.,  les 
forces  données;  par  mJ,  niA'9  m'J*,  etc.  (fig-44)> 
leurs  directions,  et  par  my  ni ,  m9 ,  etc. ,  leurs 
points  d'application.  Ces  points  matériels  sont  liés 
entre  eux  d'une  manière  quelconque ,  par  des  fils 
inextensibles  ,  ou  par  des  droites  inflexibles  ,  ou 
par  tout  autre  moyen  physique  que  l'on  peut  con- 
cevoir; il  peut  s'en  trouver,  parmi  ces  points, 
qui  soient  assujétis  à  rester  sur  des  surfaces  oufsur 
des  courbes  données  ,  et  d'autres  qui  soient  tout- 
à-fait  immobiles. 

Supposons  que  l'on  communique  un  mouvement 
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infiniment  petit  à  ce  système  de  points  ,  de  ma- 
nière que  le  point  m  soit  transporté  de  m  en  n  j 
le  point  ni y  de  ni  en  ri  9  etc. ,  sans  que  les  condi- 
tions qui  lient  ces  points  entre  eux,  soient  violées: 
les  droites  infiniment  petites  mn ,  niri  ,  niri,  etc. , 
décrites  par  les  points  m*  ni,  m",  etc. ,  sont  ce  que 
nous  appellerons  les  vitesses  virtuelles  de  ces  points; 
et  si  Ton  projette  l'une  de  ces  droites  sur  la  direc- 
tion de  la  force  appliquée  au  même  point,  on  aura 
la  vitesse  virtuelle  de  ce  point ,  estimée  suivant  la 
direction  de  cette  force.  Ainsi,  j'abaisse  du  point  », 
une  perpendiculaire  na  sur'  la  direction  mA  de  la 
force  jP,  ou  sur  son  prolongement  ;  du  point  ri , 
une  perpendiculaire  ri ei  sur  la  direction  de  P'i  ou 
sur  son  prolongement  ;  etc.  ;  et  de  cette  manière, 
j'ai  les  lignes  nui ,  nid,  niri,  etc. ,  pour  les  vitesses 
virtuelles  des  points  m,  ni  y  ni,  etc.',  estimées  sui-» 
Vant  les  directions  des  forces  qui  agissent  sur  ces 
points. 

:  Dans  tout  ce  qui  va  suivre  ,  nous  donnerons  le 
signe  *+- à  celles  des  projections  ma,  niri ,  nia9,  etc., 
qui  sont  comptées  sur  les  directions  mêmes  des 
fbrces,  et  le  signe  —  a  celles  qài  tombent  sur  lés 
prolongemens  de  ces  directions  ;  de  sorte  que  s| 
Ton  fait  .<;.;. 

jjia  =;  p ,,     via!  r^p  ,  , ,  mV  =?  p*%      ete, , . 

les  quantités  p ,  p',  p9,  etc. ,  pourront  être  positives 
ou  négatives  :par  exemple ,  la  figure  suppose/?,//,  pm* 
positives ,  et  p9,  plw  négatives.   Au  contraire  ,  les^ 
quantités  P,  P1,  P*,  etc. ,  qui  représentent  les  ia«« 
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tensités  des  forces,  sont  toujours  positives ,  comme 
nous  en  somfoes  convenus  au  commencement  de 
fce  Traité  (  n°  10.  ). 

*  Cela  posé  ,  si  les  forces  P,  P*,  P*,  etc.  \  sont  eii 
'équilibre  ,  lç  somme  de  ce9  forces  /  multipliées  res- 
pectivement par  les  vitesses  virtuelles  p,  p*,  p*,  etc., 
estimées  suivant  leurs  directions ?  est  égale  a  zéro; 
c: 'est-à-dire ,  que  ton  a 

Pp  +  Pp*  +  P"p"  +  etc.  =  0;  (a). 

et  réciproquement,  les  forces  P,  P*,  P*,  etc.  >  s'ont 
en  équilibre  j  quand  cette  équation  a  lieu  pour  tous 
tes  mouvemens  infiniment  petits  que  Von  peut  don~ 
ner  au  sjrstèriie  des  points  m ,  m',  m%  etc. 

Tel  est  Ténoncé  le  plus  général  dii  principe  des 
▼itesses  virtuelles.  Quant  à  son  usage  pour  résoudre 
les  questions  de  Statique,  il  ne  s'agira,  dans  chaque' 
<*as particulier,  que  de  distinguer  les  différens  mou- 
remens  infiniment  petits  que  le  système  dès  points 
m ,  ni,  m",  etc. ,  est  susceptible  de  prendre  ,  et  de' 
déterminer  pour  chacun  de  èes  mouvemena  ,  lès 
'vitesses  virtuelles  p,  p',  p",  etc. ,  estimées  suivant1 
les  directions  des  forces  données  :   cela  fait ,  le 
principe  dés  vitesses  virtuelles ,  ou  l'équation  (a) 
qui  le  renferme  ,  donnera  immédiatement  toutes1 
les  équationè  d'équilibre  qui  seront  en  nombre  égaT 
h  celui  des  môuvemens  possibles. 

164*  Considérons  ,  par  exemple  ,  un  levier 
DCE  (  flg.  45.  ) ,  formé  par  une  ligne  inflexible 
çorçprjse  dans  un  même  plan,  Sçil  Ch  point  d'ap* 
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pui  ;  P  et  P*  deux  forces  dirigées  dans  lé  plan  du 
levier  et  appliquées  aux  points  m  et  m'  de  cette 
ligne ,  suivant  les  directions  mA  et  mA*.  Le  levier 
ne  peut  prendre  quhra  mouvement  de  rotation  au- 
tour du  point  C\  on  n'aura  donc  qu'une  seule 
équation  d'équilibre.,  savoir: 

petp  étant  les  vitesses  virtuelles  de  m  et  m\  esti- 
mées suivant  les  directions  de  P  et  Py  qui  résultent 
de  ce  mouvement. 

Pour  déterminer  les  valeurs  et  les  signes  de  p 
et  p'f  j'observe  d'abord  que  cette  équation  ne  peut 
avoir  lieu,  sans  que  ces  quantités  ne  soient  de, 
signes  contraires  ;  ce  qui  exige  que  les  forces  P  et 
P*  tendent  à  faire  tourner  le  levier  dans  des  sens 
opposés  autour  du  point  C.  Je  suppose  donc  que 
la  rotation  qu'on  imprime  au  levier  se  lasse  dans 
le  sens  de  la  force  P9  et  alors  c'est  p  qui  est  posi- 
tive et  p  négative.  Dans  un  pareil  mouvement, 
les  angles  mCn  et  m'Cn,  décrits  par  les  lignes  Cm 
et  Cm'  sont  égaux  ;  les  arcs  mn  et  m'ri>  décrits^ 
par  m  et  m'  autour  du  point  C  comme  centre,, 
sont  donc  entre  eux  comme  les  rayons  Cm  et  Cnt  \ 
ils  conservent  le  même  rapport  quand  ils  devien- 
nent infiniment  petits,  de  sorte  que  l'on  a  toujours 

'  mn m'n' 

Cm        Cm  * 

Abaissons  des  points  n  et  ri,  des  perpendiculaires 
na  et  /»'a,  sur  les  directions  des  forces  P  et  P*  $ 
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nous  aurons  i  - 

'Abaissons  aussi  du  point  C ,  des  perpendiculaires 
C£  et  Cb\  sur  les  mêmes  directions ,  et  faisons 
Ch=€fy  CU  =:q\  En  considérant  les  arcs  infiniment 
petits  mn  et  rriri  cornm^  des  ligne»  droites  perpen- 
diculaires aux  rayons  Cm  et  &n\  les  triangles  Çbmy 
et  mna  seront  semblables ,  ainsi  que  les  triangles 
Cb'ni  et  rntn'd  ;  et  l'on  en  conclura 

ma  32  *tç— .  Ch9        nia!  ;r=  ryvy  •  Ci'.; 
Cm  Ctii 


par  conséquent 


mn 


Cm^>      r~*       Cri 


Si  Ton  substitue  des  valeurs  de/»  et  ^',  dans  1  équa- 
tion des  vitesses  virtuelles ,  et  que  l'on  supprime 

les  facteurs  égaux  -gr^,  ^— /  >  il  vient 


«Toù  il  suit  que  les  forces  P  et  P',  qui  se  font 
équilibre  au  moyen  d'un  levier  ,  sont  réciproque-  ' 
nient  proportionnelles  aux  perpendiculaires  q  et  /, 
abaissées  du  point  d'appui  sur  leurs  directions  ; 
ce  qui  revient  à  dire  que  leurs  momens  sont  égaux 
par  rapport  à  ce  point. 

Gomme  ce  théorème  a  été  démontré  directement , 
dans  le.n?  57  ,  il.  en  résulte  que  le  principe  4ea 


Digitized  by 


Google 


*3Ô  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

vitesses  virtuelles  est  vérifié ,  relativement  k  l'équi- 
libre du  levier.  A  la  vérité  ,  nous  n  avons  appliqué 
que  deux  forces  à  cette  machine;  priais  on  peut, 
si  Ton. veut,  en  considérer  un  plus  grand  nombre; 
et  quel  que  soit  cç  nombre,  on  déduira  du  principe 
des  vitesses  virtuelles ,  la  même  condition  d'équi- 
libre que  dans  le  n°  cit£  Ce  principe  se  vérifie 
aussi',  sans  aucune  difficulté  ,  dans  l'équilibre  du 
treuil  y  de  la  poulie'et  delà  visp  dont  les  conditions 
sont  généralement  connues.         j 

i65.  Pour  donner  une  seconde  application  du 
principe  des  vitesses  virtuelles,  cherchons,  d'après 
ce  principe,  les  conditions  d'équjUbre  de  deux 
corps  pesans ,  attachés  ensemble  par  un  fil  inexten- 
sible ,  et  posés  sur  deux  plans  ipçlinés,  adossés  l'un 
à  l'autre ,  c'est-à-dire ,  sur  deux  plans  inclinés  qui 
ont  une  hauteur*  epmmune,  et  leurs  bases  sur  un 
même  plan  horizontale  . 

La  figure  46  représente  une  section  des  deux  corps, . 
faite  par  un  plan  vertical  passant  par  leurs  centres  de 
gravité  m  et  /w'.Nou6  désignerons  par  P  et  i*,  leurs 
poids,, qui  sont  des  forces  appliquées  aux. points  m 
et  rri  suivant  les  verticales  mÀ  et  rri  A  j  par  /,  la  lon- 
gueur BH  du  plan  sur  lequel  est  posé  le  poids  i*; 
par  ïy  Ja longueur  2F/T  de  l'autre  plan  incliné;  enfin 
par  h,  la  hauteur  cojnmuz^e  HC.  Sile  point  m  des- 
cend sur  le  premier  plan  dune  quantité  mny  il  est 
évident  que  le  point  m',  à  cause  du  fil  inextensible  * 
qui  lie  les  deux  corps  ,  montera  sur  le  second 
plan ,  dune  quantité  m' ri  égale  i/^j  les  vitesse* 
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virtuelles  de  ces  points ,  estimées  suivant  les  direo 
lions  des  poids  P  et  Pf9  seront  donc  de  signes  con+ 
traires  :  la  vitesse  p  de  m  sera  positive  ,  la  vitesse 
p'dem  sera  négative.  En  abaissant  des  points  n  et  rï, 
sur  les  verticales  mA  et  ni  A' ,  des  perpendicu- 
laires na  et  ria  ,  et  en  comparant  les  triangles  sem- 
blables man  et  BHC>  m'dri  et  B'HC,  on  trouvera 

h  ,  t      h      f  t 

aul=  j.tlMip      ma  z=.y,.mn  y 

par  conséquent 

p^zma^j.mn,      p= — ma's= —  -p.miï.      i 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  fournie'  par 
le  principe  des  vitesses  virtuelles ,  savoir  : 

Pp+jyp'  =  oy 

•supprimant  les  facteurs  égaux  rtm  et  m'n',  et  le  fac- 
teur commun  h,  il  vient 

ce  qui  nous  fait  voir  que  quand  l'équilibre  a  lieu , 
les  poids  Pet  i*  sont  entre  eux  comme  les  longueurs 
des  plans  inclinés  sur  lesquels  ils  sont  posés. 

C'est  en  effet  ce  que  l'on  peut  trouver  directe- 
ment >  en  décomposant  chacune  des  forces  verti- 
cales en  deux  autres ,  Tune  perpendiculaire  au  plan 
incliné  et  qui  sera  détruite  ,  et  l'autre  dirigée  sui- 
vant ce  plané  Les  composantes  dirigées  suivant  les 

plans  inclines,  seront  P.j  et  P*.  y,  d'après  ce  qu'on 
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a  tu  dans  le  nd  98;  pour  l'équilibre,  il  faudra  qu'elles 

«oient  égales  entre  elles  :  on  aura  doue ,  de  cette 

-- 

p.j=xp.j.    ou    pr=Pt9 

comme  par  le  principe  des  vitesses  virtuelles. 

166.  Si  nous  analysions  les  différons  mouvemens 
que  peut  prendre  un  corps  solide,  de  forme  quel- 
conque, libre  ou  gêné  par  des  obstacles  fixes ,  le 
principe  des  vitesses  virtuelles  nous  fournirait  une 
équation  d'équilibre  pour  chacun  de  ces  mouve- 
mens, et  par  ce  moyen,  nous  retrouverions  les  équa- 
tions du  chapitre  second.  Il  en  résulterait  donc  une 
nouvelle  vérification  de  ce  principe;  mais  cette  vé- 
rification ,  qui  serait  d'ailleurs  un  peu  longue ,  nous 
parait  superflue  :  les  deux  exemples  que  nous  ve- 
nons de  donner,  et  ceux  que  chacun  peut  y  ajou- 
ter ,  suffisent  pour  éclaircir  le  sens  qu'on  doit  atta- 
cher à  ce  principe  général  que  nous  allons  mainte- 
nant entreprendre  de  démontrer  directement. 

167.  Voici  d'abord  une  proposition  relative  à  la 
composition  des  forces ,  sur  laquelle  notre  démons- 
tration sera  en  partie  fondée. 

Soient  des  forces  quelconques  Q,  Q,  Q%  etc.  % 
appliquées  en  un  même  point  771  (fig.  47),  suivant  les 
directions  mB>  m&>  m-B*,etc,  comprises  ou  non  com- 
prises dans  un  même  plan  ;  soit  aussi  P  leur  résul- 
tante, et  m  A  y  sa  direction.  Menons  par  ce  point , 
dans  une  direction  quelconque,  la  ligne  mn9  et 
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décomposons  chacune  des  forces  P,  Qf,  QF,  etc.  > 
en  deux  autres ,  l'une  dirigée  suivant  la  ligne  mn, 
l'autre  perpendiculaire  à  cette  ligne.  Puisque  P  est 
la  résultante  de  toutes  les  autres  forces  ,  sa  com- 
posante suivant  la  ligne  mn  sera  égale  à  la  somme 
des  composantes  de  ces  autres  forces,  suivant  la 
même  ligne  :  en  désignant  donc  para ,  et,  *',  et9,  etc. , 
les  angles  que  font  les  directions  des  forces  P9  Q, 
Q 9 Q?>  etc.,  avec  la  ligne  mn,  nous  aurons  (n*  ai) 

P.cos.tf=  Ç.cos.«+  Q'.coi.ât'-f-  Ç^.cos.et'-l-etc. 

Or  ,  si  l'on  abaisse  du  point  ny  pris  arbitrairement 
sur  la  ligne  mn  ,  des  perpendiculaires  na,nb,  nb\ 
nb\  etc.  ,  sur  les  directions  des  forces P>Q>Q,  Q", 
etc.  ou  sur  leurs  prolongemens  ;  que  Ton  désigne 
par;?,  q,  q\  q'f  etc. ,  les  projections  ma,mb  ,  mUy 
mV,  etc. ,  de  la  ligne  mn,  sur  ces  directions,  et  par 
c,  la  ligne  mn  :  on  aura 

p  =  c.cos.a,       ^=c.cos.*,       q'  =  c. cos.*',  etc. 

Multipliant  donc  par  c  les  deux  membres  de  1  équa- 
tion précédente ,  il  vient 

Pp  =  Qq  +  ÇTtf  +  ÇY  +  «te  (i) 

Si  Ton  suppose  que  le  point  m  a  été  transporté  de  m 
-en  n,  et  si  l'on  regarde  mn,  comme  la  vitesse  virtuelle 
de  ce  point,  les  quantités  p,  q,  ef^q"y  etc. ,  seront  ses 
vitesses  virtuelles,  estimées  suivant  les  directions 
des  forces  P,  Q,  Q',  Q%  etc.  ;  l'équation  (b)  signifie 
donc  que  le  produit  de  la  résultante  d'un  nombre 
*  quelconque  de  forces  appliquées  en  un  même  point, 
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par  la  vitesse  virtuelle  de  ce  point ,  estimée  suivairt 
la  direction  de  cette  résultante,  est  égal  à  la  somme 
des  produits  de  ces  forces,  multipliées  par  les  vitesses 
virtuelles  du  même  point,  estimées  suivant  leurs 
directions  respectives* 

On  peut  remarquer  que  pour  ce  théorème ,  il 
n'est  pas  nécessaire  que  les  vitesses  virtuelles  soient 
infiniment  petites ,  car  la  longueur  de  la  ligne  mn 
est  tout-à-fait  arbitraire. 

168.  Pour  que  les  forces  Q,  (?,  Q*,  etc. ,  soient 
en  équilibre  autour  du  point  m,  supposé  entière- 
ment libre ,  il  faut  que  Ton  ait  P=o ,  ce  qui  réduit 
l'équation  (£)  à  celle-ci  .* 

Qg  +  ÇV  +  çy+etc.  =0; 

équation  qui  renferme  le  principe  dés  vitesse^ 
virtuelles ,  relativement  aux  forces  Q  f  Qy  Q",  etc. 

Ce  principe  a  également  lieu  lorsque  le  point  rh , 
au  lieu  d'être  libre  ,  est  assujéti  à  rester  sur  une 
surface  ou  sur  une  courbe  donnée ,  pourvu  qu'alors 
les  vitesses  virtuelles  soient  infiniment  petites.  On 
n'a  plus  ,  dans  ce  cas,  P—o;  mais  on  a  p~o  , 
et  l'équation  (b)  se  réduit  toujours  à  celle  des  vi- 
tesses virtuelles. 

En  effet ,  supposons  le  point  m  assujéti  à  rester 
sur  une  surface  donnée  ;  il  faudra  pour  l'équilibre, 
que  la  résultante  P  coïncide  avec  la  normale  a 
cette  surface ,  ou  qu'elle  soit  perpendiculaire  à  son 
plan  tangent;  si  donc  nous  communiquons  au  po'mi 
m  ,  un  mouvement  infiniment  petit,  et  qu'en  vertu 
de  ce  mouvement  il  soit  transporté  en  n  sur  la 

surface 
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Vuriace  donnée  ,  la  projection  p  de  la  droite  mn  f 
faite  sur  la  direction  de  P,  ou  sur  la  normale  au 
point  m ,  sera  nulle  ;  car  dans  une  étendue  infini- 
ment petite ,  la  surface  coïncide  avec  son  plan  tan-* 
gent,  ce  qui  fait  que  la  ligne  mn  est  comprise  dans 
ce  plan,  et  par  conséquent  perpendiculaire  à  la 
droite  sur  laquelle  on  la  projette. 

Le  même  raisonnement  s'applique  au  ca$  où  la 
point  m  ne  peut  se  mouvoir  que  sur  une  courbe 
donnée  :  la  ligne  mn  coïncide  avec  la  tangente  a 
cette  courbe;  elle  est  donc  perpendiculaire  à  la  di- 
rection de  la  force  P  qui  coïncide  avec  la  normale; 
par  conséquent  la  projection  de  mn,  sur  cette  direc- 
tion, est  égale  à  zéro. 

Ainsi,  le  principe  des  vitesses  virtuelles  a  lieu 
dans  tous  les  cas  d'équilibre  que  peut  présenter  utt 
système  de  forces  appliquées  en  un  même  point  > 
mais  on  doit  observer  que  si  le  point  m  était  sim- 
plement posé  sur  une  surface  donnée ,  l'équation 
des  vitesses  virtuelles  n'aurait  pas  lieu  pour  un 
mouvement  infiniment  petit,  qui  élèverait  le  point 
m  au-dessus  de  la  surface  donnée ,  mais  seulement 
pour  tous  les  déplacemens  dans  lesquels  le  point  m 
reste  sur  cette  surface.  Cette  circonstance  donne 
lieu ,  comme  nous  l'avons  déjà  remarqué  (  n°  24  )  > 
h  une  condition  d'équilibre  relative  à  la  direction 
delà  résultante  P;  condition  qui  ne  peut  être  expri- 
mée par  une  équation,  et  qui  n'est  pas  comprise  dans 
le  principe  des  vitesses  virtuelles.  v  ' 

269.  Essayons  présentement  d'étendre  ce  principe 
i.  16 
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à  un  système  dé  points  matériel*  m,  m'9  ni'9  etc.; 
liés  entre  eu*  d'une  manière  quelconque  ,  soit 
par  des  droites  inflexibles  ,  soit  par  des  fils  inex- 
tensibles ,  dont  les  uns  sont  fixement  attachés  à 
ces  points,  tandis  que  les  autres  viennent  les  tra- 
verser comme  des  anneaux  mobiles.  Dans  ce  der- 
nier cas ,  les  points  ou  anneaux  conservent  la 
liberté  do,  glisser  le  long  des  fils  qui  les  traversent, 
et  pour  cela ,  nous  supposons  ces  fils  parfaitement 
flexibles. 

Si  Ton  applique  dçs  forces  données R, !*,?", etc., 
aux  points  m,  m',  m",  etc.,  et  que  l'équilibre  s'éta-i 
blisse  dans  le  système;  il  est  clair  que  les  cordons 
■  qui  joignent  ces  points  deux  à  deux  éprouveront 
chacun  une  tension  particulière  ,  c'est-à-dire  ,  que 
chacun  de  ces  cordons  sera  tiré  à  ses  deux  extré- 
mités par  des  forces  égales  et  contraires ,  dirigées 
suivant  ses  prolongemens.  L'intensité  commune  de 
ces  forces  sera  ici,  cpmme  dans  le  n°  157 ,  la  me- 
sure de  la  tension  que  ce  cordon  éprouve.  Un 
cordon  qui  ne  serait  pas  tendu,  ne  contribuerait  en 
rien  a  l'équilibre,  et  Ton  pourrait  en  faire  abs- 
traction. 

La  tension  peut  varier  en  passant  d'un  cordon  à 
f  autre;  mais  s'il  s'agit  de  deux  cordons  qui  sont  le 
prolongement  l'un  de  l'autre  à  travers  un  anneau, 
la  tension  est  égale  dans  les  deux  ,  parce  qu'ils 
ne  forment  qu'un  même  cordon ,  qui  éprouve  né- 
cessairement la  même  tension  dans  toute  son  éten- 
due (u°  159}.    Ainsi  >  par  exemple  ,  que  m   soit 
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un  anneau  traversé  par  le  cordon  nimm",  la  tension 
des  deux  parties  ni  m  et  ni' m  de  ce  cordon,  sera  la 
même. 

Lorsque  plusieurs  fils  viennent  se  croiser  dans 
un  même  anneau  ,  la  tension  est  la  même  dans  les 
deux  parties  de  chaque  fil,  mais  elle  peut  varier 
d'un  fil  à  l'autre.  Si  donc,  outre  le  cordon  m' mm", 
il  passe  encore  un  cordon  ni"mmxy,  dans  l'anneau 
m  ,  la  tension  sera  la  même  dans  les  deux  par- 
ties ni"  m  et  ml*m  de  ce  dernier  fil,  et,  en  général, 
elle  sera  différente  de  celle  des  deux  parties  nim 
et  ni' m  du  premier  fil.  Et  si  un  autre  cordon,  tel 
que  n?m,  vient  aboutir  au  même  anneau  /ra,  auquel 
il  soit  fixement  attaché  ,  ce  cordon  aura  sa  tension 
particulière ,  différente  en  général  de  toutes  celles 
des  cordons  qui  aboutissent  au  même  point. 

Observons  encore  que  si  ni  est  un  anneau,  ainsi 
que  m,  et  que  le  fil  m"  mni,  après  avoir  passé  par 
l'anneau  m,  passe  encore  par  l'anneau  ni,  pour  aller 
aboutir  au  point  ni"  ;  la  tension  sera  la  même  dans 
les  trois  cordons  m"  m,  mni  et  ni  ni"  ;  car  alors  ces 
trois  cordons  n'en  font  qu'un  seul,  savoir,  m" mni  ni". 
En  général,  lorsqu'un  même  fil  est  partagé  en  plu- 
sieurs parties,  par  des  anneaux  mobiles,  la  tension 
est  la  même  dans  toutes  ses  parties. 

170.  Ce  que  nous  disons  ici,  par  rapport  aux  fils 
inextensibles ,  s'applique  également  aux  droites  in- 
flexibles qui  joignent  deux  à  deux  les  points  du 

16. . 
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système.  Il  faut  se  représenter  ces  droites  comme 
des  espèces  de  fils  qui  ne  peuvent  ni  s  étendre,  ni 
se  contracter,  et  qui  sont,  quand  l'équilibre  existe, 
ou  tirés  ou  poussés  dans  le  sens  de  leur  longueur 
par  des  forces  égales  et  contraires .,  appliquées  à 
leurs  extrémités.  L'intensité  de  ces  forces  est  la 
mesure  de  la  tension  ou  de  la  contraction  que  ces 
fils  éprouvent  :  s'il  en  existe  dans  le  système  qui 
ne  soient  ni  tendus  ni  contractés  ,  ils  front  inutiles 
à  l'équilibre ,  et  Ton  peut  les  supprimer.  Ainsi , 
dans  ce  qui  va  suivre,  nous  supposerons  tous  les 
liens  physiques  qui  restent  dans  le  système ,  tendus 
ou  contractés  dans  le  sens  de  leur  longueur  par  des 
forces  inconnues. 

L'avantage  du  principe  des  vitesses  virtuelles  est 
de  donner  les  équations  d'équilibre  dans  chaque 
cas  particulier  ,  sans  qu'on  ait  besoin  de  calculer 
ces  tensions  ;  il  n'est  pas  même  nécessaire  de  les 
connaître  pour  parvenir  à  la  démonstration  rigou- 
reuse de  ce  principe  ;  mais  comme  celle  que  nous 
allons  donner  est  fondée  sur  la  considération  de 
ces  tensions  inconnues ,  voici  la  notation  dont  nous 
ferons  usage  pour  les  représenter. 

Nous  désignerons  par  [wi,  m']  ,  la  tension  ou  la 
contraction  du  fil  flexible  ou  inflexible  qui  joint 
deux  points  quelconques  m  et  ni  du  système.  De 
cette  manière  ,  [m,  ni'\  ,  [ni,  m"]  ,  etc.  ,  repré- 
senteront les  tensions  des  fils  qui  joignent  m  et  rri\ 
m' et  ni*,  etc. 
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171.  Nous  aurons  aussi  à  considérer  les  varia- 
tions infiniment  petites  qu'éprouvent  les  distances 
des  points  m,  ni,  m",  etc.  ,  pris  deux  à  deux,  soit 
quand  l'un  des  points  change  de  position ,  soit  quand 
les  deux  points  sont  déplacés  simultanément.  Alors 
nous  désignerons  par  (m,  m'  )  la  distance  de  deux 
points  quelconques  met  m' ;  de  sorte  que  (mym")  , 
(m'y  ni') y  (myrte'") ,  etc.  ,  exprimeront  les  distancés 
de  m  et  m" y  m  et  m'"y  m  et  ni" ,  etc.  Nous  emploie- 
rons la  caractéristique  J\,  pour  indiquer  les  varia* 
tions  de  ces  distances  relatives  à  un  déplacement 
infiniment  petit  du  point  m  ;  la  caractéristique  <T/  ? 
pour  indiquer  celles  qui  ont  lieu  quand  c'est  le 
point  ni  que  l'on  déplace  ;  la  caractéristique  £"y 
pour  indiquer  les  variations  relatives  au  déplace- 
ment de  m";  et  ainsi  de  suite.  Enfin  nous  réservons 
la  caractéristique  J\  sans  accent ,  pour  indiquer  la 
variation  de  û  distance  de  deux  points  résultant 
de  leur  déplacement  simultané. 

En  supposant ,  par  exemplo ,  que  m  a  été  trans- 
porté de  m  en  ny  et  m,  de  ni  en  ri  (fig.  48)>  nous 
aurons. 

'•(m 9  m') |  =  »«*  —  mm\ 
lr  (m ,  m')  =  nvfi —  mm\ 
Vfini,  m)=mn'  —  mm. 

Il  est  important  cToluserver  que  la  variation  tor* 
taie ,  indiquée  par  </%  est  égale  à  la  somme  des  va- 
riations partielles,  indiquées  par  <T  et  <T/;  de  manière 
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qu'on  a,  pour  deux  points  quelconques* 

/.(m,  m')  =  f,.(m9  m')  +  *V0»',  m). 
Cette  équation  résulte  de  ce  que  les  déplacemens  de 
m  et  /a/ sont  supposés  infiniment  petits,  et  elle  n'a 
lieu  que  dans  cette  hypothèse.  En  effet  (m,  nf)  est 
une  fonction  dés  coordonnées  de6  points  m  e\  m'  ; 
ces  variables  prennent  des  accroissemens  infiniment 
petits  9  quand  les  points  m  et  m  sont  transportés 
en  n  et  n'  ;  or ,  en  rejetant  les  puissances  de  ces 
accroissemens  ,  supérieures  à  la  première  ^  il  est 
évident  que  l'accroissement  total  de  la  fonction 
(m  9m')  ,  est  égal  à  la  somme  des  accroissemens  par- 
tiels qui  seraient  dus  a  la  variation  de  chaque  coor- 
donnée isolément  ;  par  conséquent  >  la  variation 
totale  de  (/»,  m')  doit  être  égale  à  la  somme  de  ses 
deux  variations  partielles  ,  qui  répondent  aux  ca- 
ractéristiques J\  et  J\'. 

173.  Tout  ce  qui  précède  étant  admis,  cotise- 
rons le  point  m  auquel  est  appliquée  la  force  don- 
née P.  Ce  point  est  attaché  aux  autres  par  les  cordons 
mri9  mm* \  mm'",  etc.  ;  il  est  donc  tiré  .ou  poussé  , 
dans  le  sens  de  chacun  de  ces  fils ,  par  un,e  force 
égale  à  la  tension  ou  la  contraction  que  ce  fil  éprouve; 
de  sorte  qu'outre  la  force  donnée  P,  le  point  m  est 
encore  sounfis  a  l'action  d'autant  d'autres  forces 
qu'il  y  a  de  cordons  tendus  aboutissant  en  ce  point. 
Après  qu'on  a. eu  égard  à  ces  forces  de  tension,  il 
faut  faire  abstraction  des  fils  qui  lient  le  point  m 
aux  autres  points  du  système,  et  lp  considérer  comme 
un  point  isole,  autour  duquel  les  tensions  [ra,  w*'], 
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[m  ,vi'^\,  \pi>  ww] ,  etc. ,  et  la  force  P  doivent  se  &ire 
équilibre.  Si  ce  point  est  immobile,  il  n'en  résul- 
tera aucune  équation  de  condition  ;  mais  s'il  est  par- 
faitement libre ,  ou  seulement ,  s'il  est  assujéti  à 
rester  sur  une  surface  ou  sur  une  courbe  donnée^ 
on  aura,  entre  ces  forces, l'équation  des  vitesses  vir- 
tuelles déjà  démontrée  pour  l'équilibre  d'un  point 

JwJé- 

Pour  former  cette  équation s prenbrts  un  pointa 
Infiniment  voisin  de  m  et  appartenant  à  la  surface 
ou  à  la  courbe  sur  laquelle  le  point  m  est  obligé  de 
rester,  s'il  n'est  pas  parfaitement  libre.  Soient/?,  %% 
t'f  /",  etc. ,  les  projections  de  mn>  sur  les  directions 
des  forces  P,  [m,  m']  ,  \m,  *w"],  [m,  m'"]  ,  etc.  ; 


+  etc.  =  o; 


nous  aurons  (n°  168) 

Mais  à  cause  que  la  ligne  mn  est  infiniment  petite  ^ 
il  est  aisé  de  voir  que  sa  projection  sur  la  ligne  mm\ 
n'est  autre  chose  que  la  différence  des  deux  dis- 
tances rrtn  et  mm';  car  si  Ton  abaisse  du  point  rt 
(fig.  48)  y  la  perpendiculaire  na,  sur  mni>  ma  sera 
cette  projection  ,  et  Ton  aura  ma=mm'—am'  ;  or, 

étm'  zss  nnt  —na;  d'où  l'on  tire  arr/^nm'y  en  né- 
gligeant le  carré  na ,  qui  est  infiniment  petit  du  second 
ordre  ;  donc  ma=:  mni — nm\  Ainsi,  Ton  aura  .,, 
d'après  la  notation  convenue, 
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et  par  la  même  raison 

i  =  ïr(m9  m'),      f=str(m9  mm),  etc. 

L'équation  précédente  devient  donc 

Pp  +  tm,m'l.lAm>m')  +  [m>m'l**Am>m') 
+  Q»Jm,,].^/.(ro,7ïi*)  +  etc.=o. 

En  considérant  les  autres  points  ni,  ni'9  m"\  etc." 
du  système  ,  on  aura  pour  chacun  de  ceux  qui  ne 
sont  pas  immobiles ,  une  équation  semblable  à  celle- 
ci.  Ces  équations  seront 

*V  +  0'>  m-\.yt.(jn\  mï+lm'9mu].rt.{m'imm) 
+[m',  m^.^.(mjr,m*)  +  etc.=o, 

+  [m* y  m*]. yt . (m9,  mm)  +  etc.  =  o, 

+  [mm,  m  J.^.^m1)  -f  etc.  =  o, 
etc.  ; 

ji9p"y  p'"y  etc. ,  exprimant  les  vitesses  virtuelles  de 
w',  m",  m'",  etc. ,  estimées  suivant  les  directions  des 
forces  données  P*,  P"j  P"'j  etc.  f  qui  agissent  sur 
ces  points. 

Ajoutons  toutes  ces  équations  :  en  observant  que 
[m,  ni]  est  la  même  chose  que  [ni,  m] ,  et  de  même 
pour  toutes  les  notations  semblables  ;  et  en  substi- 
tuant la  variation  totale  de  chaque  distance,  à  la 
somme  de  ses  deux  variations  partielles  ,  nout 
jurons 
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Pp+Fp'  +  />>"  +  P»pm +etc.  4{>,m';i.*.(mfmO 
+  0,  ml,].^.(in,7ii/,)  +  [m,m*].«r.(/»>m*)  +  etc. 

+  lm\m*l.ï.(mn  ,m*)  +  etc.  =o.  (c) 

173.  Jusqu'ici  les  dëplacemens  des  points  m  ; 
m'f  //*",  etc. ,  qui  ont  produit  les  vitesses  virtuel- 
les pyp\p",  etc.,  sont  absolument  indépendans 
entre  eux;  et  l'équation  (c)  suppose  seulement  que 
ces  points  n  ont  pas  quitté  les  surfaces  ou  les  courbe* 
données,  sur  lesquelles  ils  sont  obligés  de  rester; 
mais  si  nous  supposons  en  outre  qu'en  vertu  de  ces 
dëplacemens,  les  points  du  système  qui  sont  joints 
par  un  fil  tendu ,  ont  conservé  les  mêmes  distances 
respectives,  nous  aurons 

J\ (th,to')  =  o ,      ^.(y»,m*)=o>  etc.; 
et  l'équation  (c)  se  réduira  à  celle-ci 

Pp  +  py  +  py  4.  p*p*  +  cte.  =  o, 

qui  estprécisémentceUedes  vitesses  virtuelles(n°i63)J 

Si  dans  le  déplacement  des  points  m>  m',  01",  etc., 
ceux  qui  sont  des  anneaux  ont  glissé  le  long  des  fils 
qui  les  traversent ,  l'équation  des  vitesses  virtuelles 
aura  encore  lieu ,  pourvu  que  les  longueurs  totales 
de  ces  fils  n'aient  pas  varié.  Supposons,  par  exemple, 
que  m  est  un  anneau  qui  a  glissé  le  long  du  fil  m' mm'. 
Alors  on  n'a  plus  séparément 
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mais  ou  a  toujours 

a  causé  de  l'inextensibité  du  fil  mrmm";  or  ,  les  deux 
fils  rrim  et  7ra"m  n'en  faisant  qu'un  seul  dans  ce  cas  > 
lés  tensions  \mf  m']  et  [m^  m"]  y  sont  égales  (n°  168): 
les  deux  termes  qui  renferment  ces  tensions  dans 
l'équation  (c)  y  peuvent  donc  s'écrire  ainsi  : 

t»,m'].C*-Cm,m/)+/.Ciii,m'r)3i 

et  par  conséquent  ils  se  détruisent. 

En  général  on  conçoit  que  si  un  fil  flexible  passe 
à  travers  un  nombre  quelconque  d'anneaux  ,  les 
tensions  égales  des  différentes  parties  de  ce  fil  dis- 
paraîtront dans  l'équation  (c)  ,  toutes  les  fois  que 
la  variation  de  la  longueur  totale  du  fil  sera  nulle. 

Concluons  donc  enfin ,  r°.  que  l'équation  des 
vitesses  virtuelles  a  lieu  pour  tous  les  mouvemens 
infiniment  petits  que  l'on  peut  donner  à  un  corps 
solide  ,  libre  ou  gêné  par  des  obstacles  fixes  ;  car 
dans  tous  ces  mouvemens  >  les  distances  respectives 
des  points  du  corps  restent  les  mêmes, 

20.  Que  cette  équation  a  aussi  lieu  pour  tous  les 
mouvemens  infiniment  petits  que  peut  prendre  un 
système  de  points  ou  d'anneaux  liés  par  des  fils 
flexibles  9  pourvu  que  ces  fils  restent  droits  et  ten- 
dus. Quand  cette  condition  n'est  pas  remplie ,  les 
tensions  ne  disparaissent  pas  toutes  dans  l'équation  (<?}, 
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et  par  conséquent  l'équation  des  vitesses  virtuelles 
n'a  plus  lieu. 

174*  Cette  démonstration  du  principe  des  vitesses 
virtuelles  est  un  développement  de  celle  que  M.  La- 
place  a  donnée  dans  le  Ier  livre  de  la  Mécanique  cé- 
leste, pour  un  système  de  points  liés  entre  eux  d'une 
manière  invariable.  Nous  l'avons  étendue  au  cas  où. 
ces  points  ou  plusieurs  d'entre  eux  y  conservent  la 
liberté  de  glisser  le  long  des  fils  flexibles  qui  les 
unissent.  Quand  il  sera  question  de  l'équilibre  des 
fluides  y  nous  ferons  voir ,  en  partant  de  leur  pro- 
priété fondamentale  ,  que  cette  démonstration  s'ap- 
plique aussi  à  un  système  de  forces  qui  réagissent 
les  unes  sur  les   autres,  par  l'intermédiaire  d'un 
fluide  incompressible ,  contenu  dans  un  canal,  ou 
dans  un  vase  de  forme  quelconque.  Par  ce.  moyen  , 
notre  démonstration  aura  toute  la  généralité  qua 
Ton  peut  demander  ;  car  les  droites  inflexibles ,  les 
fils  flexibles  et  inextensibles ,  les  fluides  renfermés 
clans  des  canaux ,  sont  les  seuls  moyens  physiques 
existans ,  qui  soient  propres  à  lier  entre  eux  des 
points  matériels  ,  et  à  modifier  l'action  des  forces 
qui  leur  sont  appliquées  :  en  supposant  que  parmi 
ces  points  il  en  existe  d'immobiles,  d'autres  parfais 
tement  libres  ,   d'autres  assujétis  à  rester  sur  des 
surfaces  ou  sur  des  courbes  données,  on  a  le  sys- 
tème de  corps  le  plus  général  que  l'on  puisse  avoir 
besoin  de  considérer.  Si  l'on  établissait  entre  ces 
points  une  liaison  arbitraire  >  qui  ne  résultât  pas  d'un» 
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combinaison  quelconque  de  ces  différons  moyens, 
cette  liaison  ne  pouvant  se  réaliser  physiquement  , 
il  serait  inutile  de  chercher  les  conditions  d'équi- 
libre d'un  pareil  système. 

175.  Il  nous  reste  encore  à  faire  voir  que  réci- 
proquement quand  l'équation 

Pp  +  P>'  +  py  +  j>y+  etc.  =<of        (a) 

a  lieu  pour  tous  les  mouvemens  infiniment  petits 
que  l'on  peut  communiquer  au  système  des  pointa 
m  y  ni y  m*j  etc. ,  les  forces  P,  R,  R3  etc.  ,  sont 
en  équilibre ,  ainsi  que  nous  l'ayons  énoncé  précé- 
demment (n°  i63). 

Supposons  donc ,  pour  un  moment ,  que  l'équi- 
libre n'ait  pas  lieu.  Les  points  m,  ni,  ni,  etc.,  ou  une 
partie  de  ces  points ,  se  mettront  en  mouvement,  et 
dans  le  premier  instant  ils  décriront  des  droites  infi- 
niment petites  ,  telles  que  mn,  ni  ri,  m'rfj  etc.  (fig.  44)? 
on  pourra  donc  réduire  tous  ces  points  au  repos  en 
leur  appliquant  des  forces  convenables  ,  dirigées 
suivant  les  prolongemens  de  ees  lignes,  en  sens 
contraire  des  mouvemens  produits  ;  par  consé- 
quent, si  nous  désignons  ces  forces  inconnues  par 
R,  R,  R,  etc., l'équilibre  aura  lieu  entre  les  forces 
P,  P,  R,  etc.  9  R,  R,  R,  etc.  ;  de  sorte  que 
r ,  /,  r,  etc. .,  étant  les  vitesses  virtuelles  de  m-, 
ni,  ni,  etc.,  estimées  suivant  les  directions  des 
nouvelles  forces  R,  R,  R,  etc.,  on  aura,  d'après 
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le  principe  des  vitesses  virtuelles  qui  vient  d  être 
démontré, 

Pp  4-  py  +  py  +  etc.  +  Rr  +  RV  +  HV  -t-  etc.  =s  o  ; 
équation  que  la  précédente  réduit  à 

Rr + flY  +  BV+  etc.  ==  o. 

Cette  équation  ayant  Heu  pour  tous  les  mouve- 
xnens  que  Ton  peut  donner  au  système  des  points 
m ,  ni y  nf,  etc. ,  nous  pouvons  choisir ,  pour  les 
-vitesses  virtuelles  de  ces  points  ,  les  espaces  réel- 
lement décrits  mn ,  tri  H,  roV \  etc.  ;  mais  comme 
ces  lignes  sont  comptées  sur  les  prolpngemens  des 
directions  de  R,  K>  2P,  etc. ,  il  s'ensuit  (np  i65) 
que  toutes  les  quantités  r >  t,  i*,  etc.,  seront  né- 
gatives et  égales ,  abstraction  faite  du  signe ,  à  ces 
mêmes  lignes  mn ,  idti,  nfn*,  etc.  Alors  tous  les 
termes  de  la  dernière  équation  étant  de  même  signe, 
leur  somme  ne  peut  être  nulle  ,  à  moins  que  chaque 
terme  ne  soit  séparément  égal  à  zéro.  On  aura 
donc 

fl.m»  =  o,      ff.mV  =  o,      fl*.7nV  =  o,  etc. 

Or,  ponr  que  le  produit  R.mn  soit  nul ,  il  faut 
qu'on  ait,  ou  J?=o,  ou  /7ia=o  ;  ce  qui  signifie, 
dans  l'un  et  l'autre  cas ,  que  le  point  m  ne  peut 
prendre  aucun  mouvement  :  il  en  est  de  même  de 
tous  les  autres  points  ;  par  conséquent  le  système 
entier  est  en  équilibre  ;  et  c'est  ce  que  nous  nous 
proposions  de  démontrer. 
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176,  Le  centre  de  gravité  d'un  système  de  corps 
pesans  ,  liés  entre  eux  d'une  manière  quelconque  , 
est  en  général  le  plus  haut  ou  le  plus  bas  qu'il  est 
possible  ,  quand  ces  corps  sont  en  équilibre.  Ce 
théorème  remarquable  est  une  conséquence  immé- 
diate du  principe  des  vitesses  virtuelles. 

En  effet,  supposons  que  m,  ni,  m',  etc. ,  sont  les 
centres  de  gravité  de  différens  corps,  dont  les  poids 
sont  les  fprces  -P,  jF,  -PVetc.  9  appliquées  k  ces 
points  ;  abaissons  de  tous  ces  points  des  perpen- 
diculaires z  ,  z'j  z",  etc.  ,  sur  un  plan  horizontal , 
choisi  arbitrairement  ;  ces  droites  représenteront 
les  directions  des  forces  P,  F,  P*>  etc.  ;  leurs  lon- 
gueurs varieront  quand  on  communiquera  au  sys- 
tème un  mouvement  infiniment  petit  ;  et  il  est 
clair  que  leurs  accroissemens  positifs  ou  négatifs 
exprimeront  les  vitesses  virtuelles  des  points  m , 
jn'j  m9,  etc. ,  estimées  suivant  les  directions  de  ces 
/orces  ,  c'est-à-dire ,  les  quantités  p  ,  p',  p",  etc.  Là 
somme 

Pp  +  P'p'+py+  etc. 

sera  donc  l'accroissement  de  la  quantité 

Pz+PV  +  PV  +  etc., 

correspondant  au  mouvement  communiqué;  or,  en 
vertu  du  principe  des  vitesses  virtuelles,  cet  ac- 
croissement est  égal  à  zéro  ,  lorsque  les  poids 
P,  P,  P*,  etc. ,  sont  en  équilibre  ;  donc  alors,  la 
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quantité  Pz  +  PY  -f-  etc.  est  un  maximum  où  tir* 
minimum,  ainsi  qu'il  résulte  de  la  règle  connue y 
d'après  laquelle  on  détermine  les  plus  grandes  et 
les  plus  petites  valeurs  des  quantités  variables.  Mais 
on  a  (  n'  99.  ) 

Pz  -f  PV-+.  PV  +  etc.  =  Iî*, , 

en  désignant  par  n  Ja  somme  des  poids  JP,  P'9 
F",  etc.  i  et  par  z/  l'ordonnée  verticale  du  centre 
de  gravité  du  système  entier  :  cette  ordonnée 
est  donc  un  maximum  ou  un  minimum  >  quand  le 
système  est  en  équilibre;  et  par  conséquent,  dans 
cet  état,  le  centre  de  gravité  est  le  plus  Haut  ou 
le  plus  bas  qu'il  est  possible. 

177.  11  Suit  de  ce  théorème  qu'entre  toutes  les 
courbes  d'une  longueur  donnée  ,  qui  passent  par 
les  points  de  suspension  d'une  chaînette ,  cette 
courbe  est  celle  dont  le  centre  de  gravité  est  lé 
plus  bas.  En  partant  de  cette  propriété  ,  et  en 
faisant  usage  du  calcul  des  variations ,  on  obtient 
la  même  équation  de  la  chaînette  que  nous  avons 
déjà  trouvée  (n°  144  )•  Comme  on  sait  d'avance 
que  cette  courbe  doit  être  plane  ,  on  simplifiera 
le  calcul  en  prenant  son  plan  pour  celui  des  co- 
ordonnées. Soit  donc  KnK'  (  fig.  38  ) ,  la  courbe 
cherchée  ;  prenons  l'horizontale  Kx  >  pour  l'axe 
des  abscisses ,  et  la  verticale  Kjr  pour  celui  des 
ordonnées  ;  désignons  par  Z,  la  longueur  donnée 
de  cette  courbe  P  et  par^ ,  l'ordonnée  de  son  centre 
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de  gravité,  nous  aurons  (  n°  io3) 

ces  intégrales  étant  prises  depuis  le  point  K  y  jus-*' 
qu'au  point  K\  11  faut  donc  que  dans  la  courbe 
cherchée  ,  l'intégrale  fjr.  \/dx*  -f-  djr%  f  soit  un 
maximum  entre  toutes  les  courbes  que  Ton  peut 
mener  par  les  points  donnés  K  et  K\  et  qui  ont 
la  même  longueur  /;  or,  si  nous  considérons  la 
somme  fjr*V^  dx*-{-dj%+g.  f  \/dx%  +  djr% ,  où  g 
désigne  une  constante  indéterminée  ,   et  si  nous 
trouvons  une   courbe  dans  laquelle  cette   somme 
soit  un  maximum  entre  toutes  les  courbes  possibles  f 
passant  par  les  points  K  et  K\  il  est  évident  que 
pour  cette  même  courbe ,  l'intégrale// .  \/dx%*+-dj* 
sera  un  maximum,  relativement  à  toutes  les  courbes 
de  même  longueur  ;  par  conséquent ,  si  nous  dé- 
terminons la  quantité  g  ,  qui  entrera  dans  l'équa- 
tion   de   cette    courbe  ,    de   manière    qu'on    ait 
f\/dx*-+-d)r*=  l9  cette  équation  deviendra  celle 
de  la  courbe  demandée.  C'est  en  considérant  ainsi 
la  somme   de  deux  ou  d'un  plus  grand  nombre 
d'intégrales ,  que  l'on  ramène  les  maxima  relatifs 
de  ces  intégrales ,  à  des  maxima  absolus  (*). 

Considérons  x  comme  fonction  de  y ,    ce  qui 

(*)  Voyez  le  Traité  Élémentaire  du  calcul  différentiel ,  d* 
M.  JLacrolz. 

rendra 
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tendra  les  calculs  plus  simples ,  et  faisons ,  pour 
ton  moment, 

nous  aurons 

fy.  y/à*  +  dy+£./Vd*  +  dy*=fFdy% 
et,  pour  l'équation  du  maximum 9 

fïF.dy  =  o. 

Cette  Variation  £V  devrait  être  prise  par  rapport 

à  x  et  à  -7- ,  dont  les  variations  sont  J\r  et  --tc--  J 

mais  comme  V  ne  contient  point  x  y  la  valeur  de 
/^  se  réduit  à 


W: 


*/■+$'  * 


Multipliant  par  4r>  et  intégrant  par  parties,  afin  de 
faire  disparaître  d+£xy  il  vient 

La  variation  <px  est  nulle  aux  deux  limités  de  l'in- 
tégrale ,  puisqu'elles  se  rapportent  aux  points  K 
jet  K' >  qui  sont  fixes  et  donnés  de  position;  le 
terme  hors  du  signe  f,  disparaît  donc  dans  cette 
valeur  àeffF.dj}  et  en  égalant  à  zéro  le  coëffi- 
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crent  de  £x9  sous  le  signe/*,  on  a  pour  l'équâtum 
de  la  courbe  demandée  , 


L\Zdx*  +  dy*J  \/dx*+dy* 


=  Ct 


C  étant  une  constante  arbitraire.  Sf  Ton  appelle  c, 
l'angle  <jue  fait  la  tangente  au  point  Ky  origine  des 
coordonnées,  avec  Taxe  des  a:,  on  aura  à  la  fois 

/  =  oet  -j£=tang.cj  d'où  il  résulte  C=ig.cos.c; 

l'équation  de  la  courbe  devient  donc 

(j+gydx  =  g.cos.c.y/dx^+dy^ 

On  voit  qu'elle  a  la  même  forme  que  l'équa- 
tion (2)  du  n#  i44j  avec  laquelle  eHe  coïncide  eu 

prenant  #  =  — -r>  ce  qui  est  permis,  puisque  g 

et  À  sont  des  constantes  indéterminées.  On  achè- 
vera l'intégration  et  l'on  déterminera  les  constantes, 
de  la  même  manière  que  dans  ce  n°  et  dans  les 
suivons. 

178.  Quoiqu'il  soit  vrai  de  dire  qv'ua  systèm* 
de  corps  pesans  reste  en  repos ,  quand  son  centre 
de  gravité  est  le  plus  bas  >  et  quand  il  est  à  sa  plus 
grande  hauteur  ;  cependant  ces  deux  états  d'équi- 
libre diffèrent  essentiellement  Tua  de  l'autre  ;  et 
pour  en  montrer  la  différence  >  il  convient  d'expli- 
quer ici  ce  qu'on  entend  par  la  stabilité  de  l'équi- 
libre. 

Un  système  de  corpq  est  dans  une*  position  df  équi* 
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libre  stable ,  lorsqu'en  l'écartant  un  tant  soit  peu  dé 
rette  position ,  il  tend  de  lui-même  à  y  revenir,  en 
faisant  de  part  et  d'autre  des  oscillations  très-petites. 
Dans  la  nature,  ced  oscillations  sont  bientôt  anéan- 
ties par  les  frottertiens  et  les  résistances  de  tout 
genre  que  les  corps  éprouvent,  et  le  système  re- 
prend la  position  d'équilibre  d'oion  l'a  écarté. 

Cek  posé ,  l'équilibre  d'un  système  de  corps 
pesahs  est  stable  ,  lorsque  son  centre  de  gravité  est 
le  plus  bas  qu'il  peut  être  ;  au  contraire ,  il  n'est 
api  instantané,  quand  le  centre  de  gravité  est  le  plus 
hstat  ;  creSfrà-dite ,  que  si  Ton  vient  dans  ce  dernier 
cas,  à  écarter  le  système  n*  tant  soit  peu  de  là 
position  d'équilibre ,  au  lieu  de  tendre  à  y  revenir, 
il  s'en  éloigne  de  plus  en  plus. 

Cette  différence  des  deux  états  ne  peut  se  dé- 
montrer d'une  manière  générale,  qu'en  déterminant 
l'espèce  de  mouvement  que  prend  un  système  de 
corps  pesans ,  infiniment  peu  écarté  de  sa  position 
d'équilibre  ;  par  conséquent  cette  démonstration 
appartient  à  la  dynamique.  Mais  on  peut  citer  beau- 
coup de  cas  d'équilibre  où  cette  différence  est 
évidente  en  elle-même  :  par  exemple  ,  si  l'on  con- 
sidère un  corps  pesant ,  retenu  par  un  point  fixe , 
ce  corps  sera  en  équilibre  lorsque  son  centre  de 
gravité  se  trouvera  sur  la  verticale  menée  par  le 
point  de  suspension ,  au-dessus  ou  au-dessous  de 
ce  point  :  au-dessous,  il  sera  le  plus  bas  qu'il  peut 
être;  au-dessus,  il  sera  le  plus  haut;  or,  il  est  évident 
que  dans  le  premier  cas,  l'équilibre  est  stable,  et 
que  dans  le  secoud,  il  n'est  qu'instantané.    Un 

17.. 
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cylindre  pesant  et  homogène ,  à  base  elliptique  J 
est  en  équilibre  ,  étant  couché  sur  un  plan  ho? 
rizontal,  lorsqu'il  touche  ce  plan,  suivant  l'arête 
menée  par  un  des  sommets  de  sa  base;  si  l'arête 
de  contact  est  menée  par  un  sommet  du  petit 
axe ,  la  distance  du  centre  de  gravité  au  plan  ho- 
rizontal ,  est  un  minimum  ;  cette  distance  est , 
au  contraire ,  un  maximum ,  quand  l'arête  de  con- 
tact correspond  à  un  sommet  du  grand  axe  ;  or, 
il  est  encore  évident  que  l'équilibre  est  stable  dans 
le  premier  cas,  et  instantané  dans  le  second.  Si 
l'arête  de  contact  ne  passe  pas  par  un  des  sommets 
de  la  base  ,  il  n'y  a  ni  maximum,  ni  minimum;  et 
aussi ,  dans  une  semblable  position ,  le  cylindre  ne 
reste  point  en  équilibre. 


FIN  DU  PREMIER  LIVRE. 
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LIVRE   SECOND. 
DYNAMIQUE. 

CHAPITRE  PREMIER. 

DU  MOUVEMENT  RECTILIGNE  D'UN  POINT 
MATÉRIEL. 

§.  L  Mouvement  uniforme. 

179.  Jlje  mouvement  le  plus  simple  que  puisse 
prendre  un  point  matériel ,  est  celui  qui  se  fait 
en  ligne  droite,  et  dans  lequel:  le  mobile  parcourt 
des  espaces  égaux  en  temps  égaux.  C'est  ce  mou- 
vement qu'on  appelle  uniforme  ;  et  l'on  nomme 
vitesse,  le  rapport  constant  des  espaces  parcourus 
aux  tems  écoulés  depuis  l'origine  du.  mouvement  > 
ou  j  ce  qui  est  la  même  Chose  y  l'espace  parcouru 
dans  l'unité  de  tems. 

Uii  mouvement  uniforme  diffère  d'un  autre  mou- 
vement de  la  même  espèce  >  par  la  grandeur  de  Ta 
vitesse  qui  doit  être  donnée  peur  chaque  mouve- 
ment en  particulier.  En  désignant  par  a  la  vitesse., 
par  t  le  tems  éeoulé  dépuis  un  instant  déterminé  , 
par  e  l'espace  parcouru  par  le  mobile  pendant  e& 
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tems  t ,  on  aura  évidemment ,  d  après  la  définition 

de  la  vitesse  , 


e 

-z=za9      ou      e=.at. 


Mais  on  peut  donner  à  celte  équation  une  forme 
un  peu  plus  générale ,  qui  permette  de  comparer 
entre  eux  les  mouvemens  de  plusieurs  corps  qui  ne 
partent  pas  du  même  point. 

Pour  cela ,  supposons  que  e  désigne  a  un  instant 
quelconque,  la  distance  du  mobile  à  un  point  fixe 
C  (fig.  49)*  choisi  arbitrairement  sur  la  droite  AB 
qu'il  décrit  en  allant  de  A  vers  B.  Soit  D  le  point 
où  se  trouve  le  mobile,  à  l'instant  déterminé  d'où  Ton 
compte  le  tems  f;  représentons  par  6,  la  distance  CD, 
et  conservons  toujours  a  pour  désigner  la  vitesse: 
p — b  sera  l'ç&pace  parcouru  pendant  le  tepas  t  ;  pajr 

conséquent  onaura^-sstf  ;  d'où  Ton  tire 

Observons  que  quand  une  équation  contient  des 
quantités  de  différentes  espèces ,  comme  ici  le  tems  t 
.et  les  lignes  *,  ay  b ,  ces  quantités  ne  sont  autre 
chose  «pie  des  nombres  abstraits  qui  marquent  lettrs 
rapporté  à  des  unités  de  l'espèce  de  chacune  d'ettesi 
.C'est  la  Remarque  que  nous  avons  déjà  eu  occa- 
sion de  faire  dans  le  n°  94»  et  que  nous  répétons 
maintenant  une  fois  pour  toutes. 

La  variable  I  peut  être  positive  ou  négative;  st s  va- 
leurs positives  se  rapportent  à  des  époques  posté- 
rieures à  l'instant  d'où  Ton  compte  le  tems ,  et  sçs  va» 
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lewft  négatives,  à  des  époques  antérieure» au  même 
instant*  De  même,  les  valeurs  positives  de  la  variable 
&  devront  être  comptées,  à  partir  du  point  2?,  de  .17 ver* 
B9  et  ses  valeurs  négatives,  à  partir  du  même  point, 
de  C  vers  A.  De  cette  manière,  l'équation  (i)  fera 
connaître  ,  pour  tous  les  instans  possibles ,  la  posi- 
tion du  mobile  sur  la  droite  indéfinie  AB. 

180.  Si  nous  considérons  un  autre  point  maté* 
riel,  qui  se  meuve  uniformément  sur  la  même 
droite ,  avec  une  vitesse  </,  et  qui  soit  en  U  à  l'ins- 
tant d'où  l'on  compte  le  tems  t ,  l'équation  de  son 
mouvement  sera 

e'=a?t  +  b'; 

ef  représentant  sa  distance  variable  au  point  fixe  Cy 
et  i',  la  distance  CH.  Dans  cette  équation  ,  la  vi- 
tesse d  sera  positive  ou  négative  ,  selon  que  ce 
second  mobile  marchera  de  A  vers  By  comme  le 
premier  ,  ou  en  sens  contraire,  c'est-à-dire,  de  & 
vers  A. 

'  Au  moyen  de  cette  équation  ,  combinée  avec  la 
précédente,  on  résoudra  sans  difficulté  tous  les 
problèmes  qui  se  rapportent  au  mouvement  relatif 
des  deux  mobiles.  Si  Ton  demande,  par  exemple, 
à  quel  instant  ils  se  rencontreront  ,  il  est  clair  qu'à 
cet  instant  ils  seront  à  la  même  distance  du  point 
C }  on  aura  donc  e=<s,  ou 

ce  qui  donne 

a  — al 
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Lorsque  cette  valeur  de  t  sera  négative,  il  en  &u-* 
dra  conclure  que  la  rencontre  des  deux  mobiles  a 
eu  lieu  ayant  l'instant  d'où  Ton  compte  le  tems  ; 
elle  aura  lieu  après  cet  instant,  quand  la  valeur  de 

t  sera  positive.  Dans  le  cas  de  a=  d,  on  aura  t=- % 

ce  qui  signifie  que  les  deux  mobiles  ne  se  rencon- 
treront jamais ,  et  ne  se  sont  jamais  rencontrés  ; 
ce  qui  est  évident  en  soi-même,  puisqu'ils  mar- 
chent dans  le  même  sons ,  avec  des  vitesses  égales. 

181.  Lorsqu'on  est  certain  que  le  mouvement 
d'un  corps  est  uniforme .,  ce  mouvement  fournit 
le  moyen  le  plus  naturel  de  mesurer  le  tems ,  qui 
est  alors  proportionnel  aux  espaces  parcourus  par, 
le  mobile.  Mais  pour  s'assurer  de  l'uniformité  du 
mouyement  qui  doit  servir  de  mesure  au  tems  ,  il 
est  évident  qu'il  faut  en  avoir  une  autre  mesure  , , 
indépendante  "de  ce  mouvemçnt,  Or,  .si  l'on  a  une 
suite  de  mouvemens  qui  s'achèvent  tous  en  tems 
égaux  ,  on  peut  prendre  leur  durée  commune  pour 
unité  de  tems ,  et  le  pombre  de  ces  mouvemens 
successifs  deviendra  la  mesure  du  tems  ,  rapportée 
à  cette  unité.  Nous  ne  supposons  pas  que  l'on 
connaisse  la.  loi  suivant  laquelle,  ces  mouvemens 
s'exécutent  i  car  il  se  présente  $ans  peine  à  l'esprit 
une  infinité  de  cas  où  ,  sans  connaître  cette  loi , 
on  peut  néanmoins  assurer  que  tous  ces  mouve- 
mens s'achèvent  en  tems  égaux.  Nous  n'en  citerons 
ici  aucun  exemple,  parce  qu'il  ne  s'agit  pas  d'entrer 
dans  le  détail  des  diflférens  moyens  qu'on  pourrait 
employer  à  la  mesure  du  tems  ;  mais  seulement  çta 
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faire  voir  que  cette  mesure  n'est  pas  essentiellement 
fondée  sur  la  considération  du  mouvement  uni- 
forme ;  de  manière  qu'on  peut  >  sans  commettre 
un  cercle  vicieux ,  faire  entrer  la  notion  du  tems 
dans  la  définition  de  ce  mouvement. 

182.  Si  un  corps,  après  avoir  parcouru  un  certain 
espace  dans  un  tems  déterminé ,  parcourt  ensuite  un 
espace  plus  grand  dans  un  tems  égal ,  nous  disons 
que  son  mouvement  s'est  accéléré  ;  nous  disons , 
au  contraire  ,  qu'il  s'est  ralenti  >  quand  le  second 
espace  est  plus  petit  que  le  premier  ;  or,  de  même 
que  ce  corps  n'a  pu  se  mettre  en  mouvement  sans 
l'action  d'une  force  (n°  1),  de  même  aussi   il    est 
incapable,  sans  le  secours  d  une  nouvelle  force,  d  ac- 
célérer ou  de  ralentir  le  mouvement  qu'il  a  reçu,, 
ou  d'en  changer  la  direction.  Un  point  matériel  mis 
en  mouvement  par  l'action  d'une  force,  et  ensuite 
abandonné  à  lui-même,  se  meut  donc  indéfiniment 
en  ligne  droite  ;  il  décrit  toujours  le  même  espace 
dans  le  même  intervalle  de  tems,  ou  autrement  dit , 
il  se  meut  d'un  mouvement  uniforme,  dans  la  direc- 
tion de  la  force  qui  Ta  mis  en  mouvement.  L'inten- 
sité de  cette  force  détermine  la  vitesse  du  mouve- 
ment produit;  de  sorte  que  la  force  changeant,  le 
mouvement  reste  uniforme ,  mais  l'espace  parcouru 
dans  l'unité  de  tems  devient  ou  plus  grand  ou  plus 
petit. 

Cette  impossibilité  où  sont  tous  les  corps  de 
changer  leur  état  de  mouvement  ou,  de  repos,  sans 
le  secours  d'une  cause  particulière  qui  agit  sur  eux 
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à  cet  instant ,  est  une  des  propriétés  générales  de  14 
matière  >  qu'on  appelle  Y  inertie.  Elle  est  pour  nous 
un  résultat  de  l'expérience  et  de  l'analogie ,  -sur  le- 
quel il  ne  peut  rester  aucun  doute.  En  effet  >  noua 
vçyons  les  corps  persévérer  de  plus  en  plus  dans 
leur  mouvement  ,   à  mesure   que   nous  prenons 
soin  de  diminuer  les  obstacles ,  tels  que  les  frot- 
temens  et  les  résistances  des  fluides ,  qui  altèrent 
ce  mouvement  et  finissent  par  l'anéantir.  L'analogie 
bous  conduit  donc  à  conclure  que  si  nous  parve- 
nions à  faire  disparaître  entièrement  ces  obstacles , 
nous  verrions  les  corps  mis  en  mouvement  par  une 
force,  conserver  ce  mouvement  sans  aucune  alté- 
ration ,  jusqu'à  ce  qu'une  nouvelle  force  vint  dé- 
truire ou  changer  l'effet  de  la  première.  L'inertie 
de  la  matière  est  principalement  remarquable  dans 
le .  mouvement  des    corps    célestes ,  qui  subsiste 
depuis  un  tems  dont  nous  ne  saurions  assigner  la 
limite,  et  dans  lequel  cependant  les   observations 
les  pES^  précises  n'ont  pu  faire  découvrir  aucune 
altération. 

§.  H.  Mouvement  uniformément  varié. 

i85.  Il  existe  dans  la  nature  deux  espèces  dis- 
tinctes de  forces.  Les  unes  agissent  sur  les  corps  pen- 
dant un  tems  inappréciable;  aussitôt  après  cetteaction 
presqu'instantanée ,  elles  abandonnent  le  mobile 
a  lui-même  ;  par  conséquent  ces  forces  produisent 
toujours  un  mouvement  rectiligne  et  uniforme.  Les 
forces  de  l'autre  espèce  agissent  sans  interruption  sur 
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|e  mobile,  pendant  toute  la  durée  de  son  mouvement. 
Si  cette  action  continue  s'exerce  toujours  suivant  la 
même  ligne  droite,  le  mouvement  produit  est  recti- 
ligue  ;  mais  les  espaces  parcourus  en  tems  égaux ,  ne 
sont  point  égaux,  quelque  petits  que  soient  ces  inter- 
valles de  tems  ;  de  sorte  que  ce  mouvement  n'est  ni 
uniforme,niun  assemblagedemouvemens  uniformes 
qui  se  succèdent  dans  la  même  direction.  Nous  exa- 
minerons dans  la  suite,  le  cas  où  la  direction  de  la 
force  varie  sans  cesse  pendant  le  mouvement,  et 
où  le  mobile  décrit  en  conséquence  une  ligaecourbej 
il  ne  sera  question  dans  ce  chapitre,  que  du  mou- 
vement rectiligne  d'un  point  matériel. 

184.  Nous  appellerons  en  général  mouvemens  va- 
riés,  ceux  dans  lesquels  le  rapport  des  espaces  par- 
courus aux  tems  employés  k  les  parcourir,  varie 
continuellement  ;  et  forces  accélératrices ,  les  forces 
qui  produisent  de  semblables  mouvemens  par  leur 
action  non  interrompue  sur  le  mobile. 

Pour  se  représenter  plus  aisément  un  moweement 
varié,  on  peut  partager  le  tems  en  une  infinité  d'in- 
tervalles infiniment  petits,  et  supposer  que  la  force 
agit  sur  le  mobile  au  commencement  de  chaque 
instant.  Alors  le  mouvement  sera  uniforme  pendant 
la  durée  de  ces  intervalles  ;  le  mouvement  varié  , 
quel  qu'il  soit,  sera  donc  remplacé  par  une  suite 
de  mouvemens  uniformes,  dont  les  durées  seront 
infiniment  petites,  et  dont  les  vitesses  seront  toutes 
différentes  entre  elles. 

En  décomposant  ainsi  un  mouvement  varié  en 
une  infinité  de  mouvemens  uniformes,  on  simplifiera. 
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beaucoup  les  démonstrations  et  les  calculs  ;  et  les 
résultats  auxquels  on  parviendra  par  ce  moyen  y 
n'en  auront  pas  moins  le  degré  de  certitude  que  Ton 
a  droit  d'exiger.  Cette  manière  d'envisager  les  mou- 
vemens  variés,  est  analogue  a  ce  qu'on  fait  en  géomé- 
trie, quand  on  substitue  aux  courbes  continues,  des 
polygones  d'une  infinité  de  côtés  infiniment  petits. 

i85.  Lorsqu'un  corps  se  meut  d'un  mouvement 
varié  ,  si  l'on  supprimait  à  un  instant  quelconque 
la  force  accélératrice  ,  le  mouvement  deviendrait 
uniforme  ;  or,  la  vitesse  du  mouvement  uniforme 
qui  succéderait  dans  ce  moment  au  mouvement 
varié ,  est  ce  qu'on  appelle  la  vitesse  acquise  par  la 
mobile ,  ou  simplement  la  vitesse  du  mobile  à  cet 
instant.  Cette  vitesse  dépend  évidemment  du  tems 
pendant  lequel  la  force  accélératrice  a  agi  sur  le 
mobile ,  et  de  la  nature  de  cette  force.  Dans  chaque 
espèce  de  mouvement,  la  vitesse  est  donc  une  cer- 
taine fonction  du  tems  écoulé  depuis  que  le  corps 
a  commencé  de  se  mouvoir.  Après  le  cas  d'une 
vitesse  constante,  qui  donne  le  mouvement  uni- 
forme, le  plus  simple  est  celui  dans  lequel  la  vitesse 
croit  ou  décroît  par  degrés  égaux.  Le  mouvement  est 
uniformément  accéléré  ou  retardé,  selon  que  la  vitesse 
augmente  ou  diminue.  Pour  comprendre  ces  deux 
cas  en  une  seule  dénomination ,  nous  nommerons 
uniformément  variés  >  les  mouv  emens  dans  lesquels 
la  vitesse  varie  proportionnellement  au  tems. 

La  force  qui  produit  un  mouvement  de  cette 
espèce ,  sera  pour  nous  une  force  accélératrice 
constante  $  car  elle  agît  constamment  de  la  même 


Digitized  by 


Google 


■     LIVRE  IL  DYNAMIQUE.  369 

manière  sur  le  mobile  ,  dont  elle  augmente  ou  di- 
minue la  vitesse  d'une  quantité  égale  en  tems  égaux, 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement. 

186.  Proposons-nous  de  déterminer  enfonctiondii 
tems,  l'espace  parcouru  par  un  mobile  qui  sèment 
d'un  mouvement  uniformément  varié.  Soient  e  cet 
espace,  t  le  tems,  v  la  vitesse  au  bout  du  tems  /; 
désignons  aussi  par  a  la  vitesse  initiale ,  et  par  g  la 
quantité  constante  dont 'la  vitesse  augmente  dans 
chaque  unité  dé  tems;  de  sorte  que  a  soit  la  vitesse  à 
l'origine  du  mouvement;  a+g-,  la  vitesse  à  la  fia 
de  la  première  unité  de  tems;  a-j-^  a+3#,  etc., 
à  la  fin  delà  deuxième,  de  la  troisième,  etc. ,  nous 
aurons,  à  la  fin  du  tems  t ,  v 

v=a  +  gt.  (1) 

Si  l'on  suppose  que  t  augmente  d  une  quantité 
infiniment  petite ,  et  devienne  t+dt,  e  deviendra 
e-\-de9  et  la  différentielle  de  exprimera  l'espace  par- 
couru dans  le  tems  infiniment  petit  du  En  considé- 
rant donc ,  pendant  cet  instant ,  le  mouvement 
comme  uniforme,  et  dû  à  la  vitesse  v  dont  le  mo- 
bile est  animé  à  la  fin  du  tems  *,  il  vient 

de  =  vdt ,      ou      de  -=z.  adt  -f-  gtdt  \ 

d'où  l'on  tire ,  en  intégrant 

*  =  b  +  at  +  £;  (a) 

i  étant  une  constante  arbitraire,  qui  dépend  de  la 
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position  du  mobile  k  l'instant  où  l'on  fixe  Forigth» 
du  tems  ,  et  pour  lequel  on  a  fcto.  Ainsi,  en  sup* 
posant  que  le  mobile  se  meure  sur  k  ligne  AB 
(  fig.  49)  y  que  e  exprime  sa  distance  variable  au 
point  Cy  pris  arbitrairement  sur  cette  ligne,  et  que  D 
soit  le  lieu  du  mobile  à  l'instant  dont  nous  parlons, 
on  aura  b=.CD.  Au  reste,  lorsqu'on  ne  considère 
qu'un  seul  mobile  ,  on  est  maître  de  supposer  A— o 
dans  l'équation  de  son  mouvement ,  puisque  cela 
revient  à  compter  l'espace  e  ,  à  partir  du  lieu  da 
mobile  à  l'origine  du  tems. 

187.  Ces  équations  (1)  et  (2)  Renferment  Mme  la 
théorie  du  mouvement  uniformément  varié. 

Quand  la  quantité  g  sera  positive  ,  ce  mouvement 
sera  accéléré;  il  sera  retardé  quand  g  sera  négative. 
Lorsqu'on  aura  £=0,  le  mouvement  deviendra 
Uniforme. 

En  supposant  nulle,  la  vitesse  initiale  <z,  et  en 
prenant  aussi  pour  simplifier,  b=o  >  on  aura 

Alors  le  corps  partira  du  repos ,  et  le  mouvement 
sera  produit  par  la  seule  action  de  la  force  accélé- 
ratrice constante  ;  or  ,  on  voit  que  dans  ce  cas , 
l'espace  parcouru  croît  comme  le  carré  du  tems  em- 
ployé à  le  parcourir. 

On  voit  aussi  que  l'espace  -,  parcouru  dans  la  pre- 
mière unité  do  tpn*£,  est  la  moitié  de  la  vitesse  gv 
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acquise  à  la  fin  de  cette  unité  ;  et  comme  on  peut 
prendre  pour  unité  ,  tel  intervalle  de  tems  qu'on 
voudra,  il  en  résulte  qu'une  force  accélératrice 
constante  communique  à  un  mobile  dans  un  tems 
quelconque,  une  vitesse  double  de  ï } espace  qu'elle  lui 
a  fait  parcourir  dans  ce  même  tems* 

188.  La  chute  des  corps  pesans  dans  le  vide,  nous 
offre  un  exemple  d'un  mouvement  uniformément 
accéléré.  L'expérience  a  démontré  que  les  espaces 
qu'ils  parcourent  sont  proportionnels  aux  carrés  des 
tems,  tandis  que  les  vitesses  qu'ils  acquièrent  sont 
simplement  proportionnelles  aux  tems  (*).  La  pe- 
santeur est  donc  une  force  accélératrice  constante  ; 
et  si  l'on  prend  la  seconde  pour  unité  de  tems  ,  il 
suffira  de  connaître  l'espace  qu'un  corps  parcourt 
dans  la  ire  seconde  de  sa  chute, pour  être  en  état  de 
déterminer  toutes  les  circonstances  du  mouvement 
de  ce  corps.  Or,  on  a  trouvé ,  par  des  expériences 
faites  avec  une  extrême  précision,  et  que  nous 
ferons  bientôt  connaître ,  que  cet  espace  est  te  même 
pour  tous  les  corps ,  qu'il  varie  arec  la  latitude,  et 
qu'à  celle  de  Paris,  il  est  égal  à  4m>9°44< 

En  fusant  donc 


(*)  On  rend  sensible  en  physique ,  la  loi  des*  espaces  par- 
courus et  celle  des  vitesses  acquises  y  par  les  corps  graves ,  au 
moyen  d'un  appareil  connu  sous  le  nom  de  Machine  (F Athood> 
et  dont  noua  donnerons  la  théorie  dans  le  livre  suivant. 
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dans  les  formules 

elles  feront  connaître,  après  un  nombre  quelconque 
de  secondes ,  la  vitesse  du  mobile  et  la  hauteur  d'où 
il  est  tombé;  et  réciproquement,  on  en  déduira  le 
tems  de  la  chute  du  corps  3  lorsque  la  valeur  de  c 
ou  celle  de  h  sera  donnée.  Que  je  sache,  par  exem- 
ple ,  qu'un  corps  pesant  a  acquis  une  vitesse  de 
ioom,  en  tombant  dans  le  vide,  d'une  hauteur  in- 
connue; je  divise  cette  vitesse  par  la  valeur  de  g, 
et  j'ai  le  tems  de  la  chute,  exprimé  en  secondes, 
savoir  10",  2.  De  même,  si  Ton  sait  qu'un  corps  est 
tombé  dune  hauteur  de  5om,  et  qu'on  demande 
le  tems  de  la  chute  ;  on  divisera  le  double  de  cette 
hauteur  par  la  valeur  de  g ,  on  extraira  ensuite  la 
racine  carrée  du  quotient,  et  le  résultat  exprimera  le 
nombre  de  secondes,  contenu  dansje  tems  demandé; 
on  trouve,  dans  ce  cas  ,  *  =  5f,  2. 

189.  Si  on  élimine  t  entre  les  deux  équations  pré- 
cédentes ,  il  vient 

v=  Vâge; 

ce  qui  donne  la  vitesse  acquise  par  le  mobile,  quand 
il  est  tombé  d'une  hauteur  égale  à  e.  Comme  on  a 
souvent  occasion  de  faire  usage  de  cette  vitesse , 
on  l'appelle,  pour  abréger,  la  vitesse  due  à  une  hait* 
leur  donnée. 

Soit,  par  exemple,  e=5om;  nous  aurons 

nous 
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nous  dirons  donc  que  3im,3a,  est  la  vitesse  due 
à  une  hauteur  de  50%  la  seconde  étant  l'unité  de 
tems  à  laquelle  cette  vitesse  est  rapportée. 

190.  L'action  de  la  pesanteur  sur  un  corps,  est  in* 
dépendante  de  la  vitesse  dont  il  est  déjà  animé  dans 
le  sens  de  cette  force;  car  elle  lui  communique  des 
vitesses  égales  en  tems  égaux.,  à  toutes  les  époques  du 
mouvement ,  quoiqu'à  ces  différentes  époques ,  le 
corps  soit  animé  de  vitesses  différentes.  Si  cette  action 
ne  dépend  pas  de  la  grandeur  de  la  vitesse  du 
mobile ,  il  est  naturel  de  penser  qu'elle  ne  dépend 
pas  davantage  de  sa  direction  j  en  supposant  donc 
un  corps  lancé  verticalement  de  bas  en  haut  ,  la 
pesanteur  doit  diminuer  continuellement  la  vitesse, 
par  les  mêmes  degrés  qu'elle  l'augmenterait  pen- 
dant la  chute  de  ce  corps  ;  c'est-à-dire,  que  si  l'oa 
désigne  sa  vitesse  initiale  para,  sa  vitesse  à  la  fin 
de  la  in  seconde,  sera  a — g;  à  la  fin  de  la  a* ,' 
tf— •  3g-  ;  à  la  fin  de  la  3* ,  a  — 5g",  etc.  ;  g  ayant  la 
même  valeur  numérique  que  dans  le  numéro  pré- 
cédent. C'est ,  en  effet  y  ce  que  l'expérience  con- 
firme :  ainsi  le  mouvement  d'un  corps  pesant,  lancé 
•verticalement  de  bas  en  haut ,  sera  donné  par  les 
équations  (1)  et  (2)  du  n°  186,  dans  lesquelles  il 
suffira  de  changer  le  signe  de  g.  Si  l'on  y  fait  aussi, 
pour  simplifier  ,  £=0,  on  aura 

v=a— gt,      e;=a/  —  «-• 

Le  corps  s'élèvera  jusqu'à  ce  que  sa  vitesse  soft 
1.  16 
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devenue  nulle;  en  désignant  donc  par  h  la  pins 
grande  hauteur  à  laquelle  il  parviendra,  et  par  0, 
le  teins  qu'il  emploiera  pour  y  parvenir ,  bous 
aurons 


d'oii  Ton  tfrç 


6  H 


Parvenu  à  ce  point,  le  corps  retombera  vers  la 
terre;  et  ai  l'on  demande  la  vitesse  qu'il  acquerra  , 
en  parcourant  dans  sa  chute  toute  la  hauteur  h ,  on 
aura,  pour  la  vitesse  due  à  cette  hauteur % 

v —\/lîgh  ~  y' cf  z=z  a. 

Le  mobile ,  quand  il  sera  revenu  k  son  poiut  de 
départ ,  aura  donc  repris  uqc;  vitesse  égale  k  sa  vi- 
tesse de  projection  ;  d'où  l'on  conclut  que  pour 
élever  un  corps  à  une  hauteur  donnée  4  il  faut,  hi 
imprimer  une  vitesse  égale  à  cçllç  çuil  aqquwwit 
en  tombant  de  cette  haufeur. 

Ainsi  ^d'après  l'exemple  du  n*  précédent ,  si  im 
corps  pesant  est  lancé  de  bas  en  haut ,  avec  une 
vitesse  de  3im,  Sa  par  seconde  ,  il  s'élèvera  à  qnç 
hauteur  de  5o  mètres  *  et  quand  il  sera  retombe;  cfo 
cette  hauteur,  sa  vitesse  sera  redevenue  égale  à 
3i-,5a. 

191.  Considéras,  xpaintçqapt  h  mftuvçjnçnt  d'*a 


Digitized  by 


Google 


LIVRE  IL  DYNAMIQUE.  s75 

point  matériel  pesant,  sur  un  plan  incliné.  La  pe- 
santeur ce  décompose  en  deux  forces  ,  Tune  per- 
pendiculaire au  plan,  l'autre   dirigée  suivant  ce 
plan  ;  la  première  est  détruite  ,  et  c'est  la  seconde 
qui  produit  le  mouvement.  Mais  cette  composante 
de  la  pesanteur  produira-t-elle  ,  comme  la  pesan- 
teur elle-même ,  un  mouvement  uniformément  ac- 
céléré ,  et  quel  sera  le  rapport  de  la  vitesse  com- 
muniquée   dans  chaque  unité    de   tems  ,   par   la 
composante,  à  la  vitesse  qui  serait  communiquée 
dans  le  même  tems  par  la  pesanteur  ?  On  conçoit 
que  pour  répondre  à  ces  questions ,  il  faut  con- 
naître la  loi  que  suivent  les  vitesses,  quand  les 
intensités  des  forces  qui  les  produisent ,   varient 
dans  un  rapport  donné  ;  or ,  c'est  un  principe  gé- 
néralement admis ,  que  les  vitesses  communiquées 
en  tems  égaux  à  un  même  corps ,  par  des  forces 
différentes,  sont  entre  elles  comme  les  intensités 
de  ces  forces.  Si  donc  la  pesanteur  décomposée 
suivant  le  plan  incliné ,  est  la  moitié,  par  exemple, 
de  la  pesanteur  absolue,  la  vitesse  communiquée 
par  far  première  force ,  dans  un  tems  quelconque , 
sera  la  moitié  de  la  vitesse  qui  serait  produite  par 
la  seconde  force ,  dans  le  même  teifas  ;  par  con- 
séquent ,  le  mouvement  sur  le  plan  incliné  sera 
uniformément  accéléré,  et  la  vitesse  acquise  dans 
chaque  unité  de  tems  ,  sera  égale  à  la  moitié  de  la 
quantité  désignée  précédemment  par  g*  Relative- 
ment à  un  plan  quelconque,  dont  la  hauteur  est  h 
et  la  longueur  /,  ou  a  déjà  vu  (  n*  98  )  que  la  pe- 

18. . 
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santeur  décomposée  suivant  ce  plan  y  est  à  la  pe- 
santeur absolue  ,  comme  h  est  à  /  ;  en  substituait 

donc  g.  7  à  la  place  de  g ,  dans  les  équations  du 

mouvement  vertical  d'un  corps  pesant ,  on  aura  les 
équations  de  son  mouvement  sur  un  plan  incliné, 
savoir  ; 

et  celle-ci  : 


v  =: 


qui  résulte  de  l'élimination  de  t,  entre  les  deux 
premières. 

Si  Ton  veut  connaître  le  teras  qu'il  emploie  pour 
parvenir  au  point  le  plus  bas  ,  et  la  vitesse  acquise 
en  ce  point ,  il  faut  supposer  e  =  /  ;  ce  qui  donne 


r=v/?>     «=Vï& 


192.  Cette  valeur  de  v  fait  voir  que  la  vitesse 
acquise ,  quand  le  corps  a  parcouru  toute  la  lon- 
gueur du  plan  incliné,  est  la  même  que  s'il  fût 
tombé  verticalement  de  la  hauteur  du  plan  ;  de 
manière  que  si  Ton  a  une  suite  de  droites  CA , 
CB,  CD,  CJE  (fig.  5o),  partant  dun  même  point, 
et  aboutissant  à  un  même  plan  horizontal,  les  points 
matériels  pesans  qui  glissent,  sur  ces  droites ,  et  qui 
partent  ensemble  du  poûit  C  y  auront  tous  acquis 
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des  vitesses  égales,  lorsqu'ils  seront  parvenus  à  ce 
plan  horizontal. 

On  peut  aussi  conclure  de  la  valeur  de  t ,  que 
toutes  les  cordes ,  telles  que  CA>  CA',  CA*  (  fig.  5i\ 
inscrites  dans  un  même  Cercle  ,  et  aboutissant  à 
une  même  extrémité  d'un  diamètre  vertical ,  sont 
décrites  dans  le  même  tems  par  des  corps  pesan* 
qui  partent  ensemble  du  point  C.  Car  en  supposant 
que  l  soit  la  longueur  de  la  corde  CA ,  en  dési- 
gnant par  b  celle  du  diamètre  vertical  CB  ,  et  en 
menant  la  droite  horizontale  AD ,  la  hauteur  h 
sera,  dans  ce  cas,  la  partie  CD  de  ce  diamètre, 
et  Ton  aura,  d'après  une  propriété  du  cercle, 
Z*  sss  bk  ;  ce  qui  réduit  la  valeur  précédente  de  t9  à 

•Vf. 

quantité  indépendante  de  la  longueur  de  la  corde 
CA  y  et  qui  exprime  le  tems  de  la  chute  par  le 
diamètre  CB. 

Les  cordes  AB  ,  A'B ,  A'B ,  qui  aboutissent  à 
son  autre  extrémité  B  ,  sont  aussi  parcourues  dans 
le  même  tems  que  ce  diamètre,  par  des  points  ma- 
tériels pesans,  partant  ensemble,  sans  vitesses  ini- 
tiales ,  des  points  A ,  jf,  A9. 

193.  La  loi  des  vitesses  proportionnelles  au» 
forces  qui  les  produisent ,  dont  nous  venons  de 
faire  usage ,.  est  un  principe  fondamental  de  la  dy~ 
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namique.  A  proprement  parler,  cette  loi  n'est  qu'une 
hypothèse  ;  car ,  de  ce  que  nous  entendons  par  le 
rapport  numérique  des  forces  (  n°  4  )  y  nous  ne 
pouvons  rien  conclure  relativement  aux  vitesse* 
quelles  produisent.  Nous  disons  ,  par  exemple , 
qu'une  force  est  double  d'une  autre  ,  quand  la 
première  est  formée  par  la  réunion  de  deux  forces 
égales  à  la  seconde ,  agissant  simultanément  et  dans 
ie  même  sens,  sur  un  point  matériel;  or,  il  ne 
s'ensuit  pas  nécessairement  que  cette  force  double 
doive  communiquer  au  mobile ,  une  vitesse  pré- 
cisément double  de  celle  que  la  force  simple  lui 
communiquerait  dans  le  même  tems. 

La  vitesse  communiquée  à  un  mobile  ,  par  une 
force  qui  agit  sur  lui  pendant  un  tems  déterminé  , 
est  une  fonction  du  nombre  qui  représente  l'in- 
tensité de  cette  force  ;  le  peu  de  données  que 
nous  avons  sur  la  nature  des  forces  ,  ne  nous  per- 
met pas  de  déterminer  a  priori  la  forme  de  cette 
fonction  ;  nous  sommes  donc  obligés  ,  pour  ré- 
soudre les  problèmes  de  dynamique  ,  de  partir 
d'une  supposition  ;  et  nous  choisissons  la  plus 
simple  ,  en  regardant  la  vitesse  comme  propor- 
tionnelle à  la  force.  L'accord  des  résultats  qui  6e 
déduisent  de  cette  hypothèse,  avec  l'expérience, 
prouve  ensuite  que  cette  loi  la  plus  simple ,  est 
effectivement  celle  de  la  nature.  Au  reste,  cette 
loi  et  l'inertie  de  la  matière  sont  les  deux  seules 
hypothèses  sur  lesquelles  toute  la  dynamique  est 
fondée;  mais,  à  cet  égard,  la  théorie  du  motive- 
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ment  est  moins  étendue  que  celle  de  l'équilibre  , 
car  celle-ci  ne  dépend  absolument  d  aucune  suppo- 
sition. En  eflfetj  il  n'est  pas  nécessaire  pour  ré- 
soudre les  problèmes  de  statique,  de  connaître  les 
Vitesses  que  des  forces  qui  Ont  entre  elles  un  rap- 
port donnée  pourraient  communiquer  à  leurs  pointé 
d'application  :  il  suffit  de  connaître  ce  rapport  nu- 
mérique, tel  qu'il  a  été  défini  dans  le  n°  4,  et  les 
directions  de  ces  forte*. 

194.  Lorsque  dey*  forces  sont  appliquées  à  un 
même  point  matériel,  et  que  le  rapport  numérique 
de  ces  forces  est  donné,  on  en  conclut  celui  des 
vitesses  qu'elles  communiqueraient  dans  le  même 
tems  à  ce  point  ;  c'est  ce  qîii  arrive  quand  elles  pro- 
viennent de  la  décomposition  d'une  autre  force  :  lé 
rapport  des  intensités  des  composantes ,  comparée* 
entre  elles ,  ou  de  l'une  des  composantes  compa-* 
rée  à  là  résultats*  *  est  donné  par  la  règle  du  pa- 
rallélogramme des  forces  ;  connaissant  donc  la 
vitesse  que  la  résultante  communiquerait  au  mobile, 
d}ns  Pûnité  dé  tettis ,  on  en  déduira  immédiate- 
ment là  vitesse  qui  serait  due  k  l'une  des  deux  com- 
posantes ,  ainsi  qu'on  vient  de  le  voir  relativement 
à  la  composante  dé  là  pesante»  dirigée  suivant  un 
pkn  itftlifaé. 

Quand,  au  contraire,  leé  vitesses  communiquées 
par  deux  forces,  à  un  même  mobile  et  datis  tin  même 
tems  ,  sont  connues ,  leur  rapport  donne  celui  cte 
e#s  forées.  C'est  ainsi,  par  exemple,  qu'on  a  déter- 
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miné  par  l'expérience,  la  loi  de  la  pesanteur  à  la 
surface  de  la  terre.  L'observation  fait  connaître  , 
sous  les  différens  parallèles ,  la  hauteur  d'où  les 
corps  .tombent  dans  la  iw  seconde  de  leur  chute; 
en  doublant  cette  hauteur ,  on  a  la  vitesse  acquise 
à  la  fin  de  ce  tems,  ou  la  Mesure  de  la  pesanteur 
à  ces  différentes  latitudes;  or,  on  a  trouvé  de  cette 
manière  que  si  l'on  appelle  g  la  pesanteur  en  un 
lieu  dont  la  latitude  est  de  5o°,  et  g'  la  pesanteur  en 
un  autre  lieu  quelconque  dont  la  latitude  est  repré- 
sentée par  %|/ ,  la  valeur  de  ^'«st  donnée  par  cette 
formule 

^=#(1 — o, 00^837. cos.^4). 

Au  pèle,  on  a  4==  ioo-  et£==£/i  +0,002857); 
^Féquateur,  4  =  p  et  g'=g  (  J  -—0,002837  ); 
donc  l'accroissement  de  la  pesanteur  ,  dans  re- 
tendue entière  du  quart  du  méridien ,  est  égal  a 

3^.(0^00^837),  c'est-à-dire^  à  enviw»  ^g.desava- 
leur  moyenne. 

ig5.  Non -seulement  la  loi  de;  forces  propor- 
tionnelles aux  vitesses  &  lieu  pour  les  forces. ac- 
célératrices ,  mais  .elle  s  applique  également  aux 
forces  qui  agissent  sur  les  corps  pendant  un  teips 
dont  la  durée  est  inappréciable.  Deu*  forces  de 
cette  espèce  sont  entre  elles  comme  les.  vitesses 
qu'elles,  communiqueraient  à  un  même  corps ,  si 
elles  agissaient  successivement  suf  lui v 

Il  est  bon  d'observer  que  si  Ton  voulait  campa- 
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rer  une  force  de  cette  espèce  avec  mie  force  accé- 
lératrice ,  il  faudrait  prendre  les  vitesses  produites 
par  ces  deux  forces  dans  un  même  intervalle  d# 
tems  ;  or  ,  la  première  n'agissant  que  pendant  uu 
tems  qu'on  peut  regarder  comme  infiniment  petit  , 
il  faudrait  prendre  les  vitesses  produites  par  la  se-? 
conde ,  pendant  un  tems  qui  fut  aussi  infiniment 
petit  ;  et  comme  cette  vitesse  se  trouvé  infiniment 
petite,  tandis  que  la  vitesse  produite  par  la  pre- 
mière force  est  toujours  une  quantité  finie ,  il  en 
résulte  que  cette  force  instantanée,  ou  que  noué 
regardons  comme  telle,  est  infinie  par  rapport  à 
celle  dont  l'action  est  continue  ;  ou  plutôt ,  ces 
deux  forces  ne  sont  pas  de  même  nature,  et  ne  peu- 
vent être  comparées  numériquement. 

§.  in.  Formules  générales  du  mouventent  varié. 

196.  Lorsque  l'intensité  dune  force  accélératrice 
varie  pendant  le  tems  qu'elle  agit  sur  le  mobile,  la 
vitesse  acquise  dans  chaque  unité  de  tems  est  va-, 
riable  comme  cette  intensité,  et  le  mouvement  pro- 
duit n'est  plus  uniformément  varié..  Les  forces  qui 
dépendent  à  chaque  instant  de  la  vitesse  actuelle  du 
mobile  ,  telles  que  la  résistance  des  fluides  et  le, 
frottement ,  nous  offrent  des  exemples  de  forces, 
accélératrices  variables.  Il  en  est  de  même  de  la. 
pesanteur,  quand  les  corps  pesans  tombent  d'une 
grande  hauteur  ,  et  que  l'on  veut  tenir  compte  de 
la  variation  continuelle  de  la  gravité,  due  à  leur, 
rapprochement  du  centre   de  la  terre.  Le  mou- 
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vement  dû  corps  dépend  de  la  loi  suivant  la- 
quelle k  forée  accélératrice  varie  ;  et  dans  un  mou- 
Yement  quelconque  ,  l'espace  parcouru  ,  la  vitesse 
acquise  à  chaque  instant,  et  la  force  accélératrice  , 
sont  trois  fonctions  du  tems  qui  sont  liées  entre 
elles ,  comme  on  va  le  voir. 

197.  Représentons  le  tems  par  t ,  l'espace  par- 
couru par  e ,  la  vitesse  acquise  par  p,  et  par  <p  la 
force  accélératrice.  On  verra  sans  peine  ,  Comme 
dans  le  n°  186,  que  v  est  égal  au  coefficient  dif- 
férentiel -$-j  mais  il  ne  sera  pas  inutile  de  montrer 

comment  on  parvient  à  ce  résultât  par  la  considéra- 
tion des  lifnitès. 

Pour  cela,  partageons  le  tems  t  en  un  nombre 
indéterminé  de  parties  égales  ;  soit  n  ce  nombre  , 

et  faisons ,  pour  abréger,  -  =  Ô.  Supposons  qu'une 

force  agisse  sur  le  mobile  au  commencement  de 
chacun  de  ces  intervalles  de  tems  égau*  ,  et  qu'elle 
lui  communiqué,  chaque  fois  qu'elle  agit  sur  lui, 
une  vitesse  finie,  qui» s'ajoute  à  celle  dont  le  mo- 
bile est  déjà  animé»  Désignons  par  a  la  vitesse  com- 
muniquée au  commencement  du  premier  intervalle 
de  tems,  par  d  la  vitesse  communiquée  au  commen- 
cement du  second ,  par  eC  la  vitesse  communiquée 
au  commencement  du  troisième,  et  ainsi  de  suite, 
jusqu'à  a0—0  qui  désignera  la  vitesse  communiquée 
au  commencement  du  »*"■*,  ou  du  dernier  intervalle 
dte  tems. 
Le  mouvement  restant  uniforme  pendant  la  dosée 
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de  chaque  intervalle  de  tems,  et  les  vitesses  succes- 
sives du  mobile  étant,  a^  t<-\-d,a~{-a'-\~d'y  etc. ., 
bous  aurons /z9  ,  («-f-^)  .fl^  («-f-^-f-rf").^,  etc.  > 
pour  les  espaces  parcourus  dans  le  premier ,  le 
second.,  le  troisième,  etc.,  intervalle  ;  d'où  nous 
concluons  que  l'espace  parcouru  dans  le  tems  en- 
tier ftd ,  ou  la  somme  de  tous  ces  espaces ,  est 
égala 

La  vitesse  du  mobile  à  la  fin  de  ce  tems  est  égale  k 

a  +  tf  +  a*. . .'.  .+aC»-0; 

l'espace  qui  serait  parcouru  en  vertu  de  cette  vi- 
tesse |  d'u»  mouvement  uniforme  et  pendant  le  tems 
nfl>  serait  donc 

a.n6  +  a'.n&  +  a".ri& +  dC*-0.n9; 

or,  on  voit  qu'il  est  plus  grand  que  le  précèdent, 
pourvu  que  l'on  suppose  positives ,  toutes  les  vitesses 
d>d'...  i^--0,  ajoutées  successivement  à  la  vitesse 
initiale  ay  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  pourvu 
que  le  mouvement  du  corps  soit  accéléré  pendant 
toute  la  durée  du  tems  nô. 

Ainsi  dans  tout  mouvement  accéléré,  l'espacé 
parcouru  pendant  un  tems  quelconque  est  plus  petit 
que  celui  qui  serait  parcouru  uniformément  dans 
un  tems  égal,  en  vertu  de  la  vitesse  acquise  par 
le  mobile  k  la  fin  de  ce  tems  ;  et  comme  ce  résultat 
est  indépendant  de  la  grandeur  de  l'intervalle  qui 
sépare  les  actions  successives  de  la  force,  il  s'en-* 
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suit  qu'on  doit  1  étendre  au  cas  où  l'action  de  la 
force  est  continue ,  et  où  la  vitesse  du  mobile 
varie  par  degrés  insensibles.  Nous  savions  déjà 
(n°  187),  que*  dans  le  mouvement  uniformément 
accéléré,  l'un  de  ces  espaces  est  toujours  la  moitié 
de  l'autre. 

Cela  posé,  soit  Ft  la  fonction  du  teins  qui  re- 
présente l'espace  e  ;  si  le  tems  devient  t  -f-  *',  cette 
fonction  deviendra  F(t-\-t'),  et  l'on  aura  i^H"0 — Fh 
pour  l'espace  parcouru  pendant  le  tems  t'.  Or ,  on 
peut  donner  à  t'  une  valeur  assez  petite  pour  que 
le  mouvement  soit  toujours  accéléré  ou  toujours 
retardé,  pendant  la  durée  de  ce  tems.  Supposons  , 
par  exemple,  que  le  mouvement  soit  toujours  accé- 
léré, et  désignons  par  u  la  vitesse  gagnée  par  le 
mobile  pendant  le  tems  f,  de  manière  que  v>-\-xi  $oit 
sa  vitesse  à  la  fin  du  tems  *+*'  >  puisque'  v  est  sa 
vitesse  à  là  fin  du  tems  t  :  d'après  ce  qu'on  vient  de 
prouver,  on  aura  !"  » 

D'ailleurs  le  mouvement  étant  toujours  accéléré  pen- 
dant le  tems  t>  l'espace  jF(*.-f-*/) — Ft  est  évidem- 
ment plus  grand  que  celui  qui  serait  parcouru  en 
.vertu  de  la  seule  vitesse  u  ;  on  aura  donc  aussi 

.d'où  il  suit  que  pour  des  valeurs  dç  *'  que  l'on  peut 
prendre  aussi  petites  que  l'on  voudra  ,  la  valeur  dt 
la  fonction 

■  "    "  F(t  +  t?)  —  Ft 

?  »      ' 
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est  comprise  entre  les  quantités  c  et  p-f-u.  Mais  si  Ton 
suppose  que  €  diminue  indéfiniment,  il  résulte  de  ce 
que  la  vitesse  du  mobile  varie  par  degrés  insensibles, 
que  son  accroissement  u  correspondant  au  tems  t'y 
diminuera  de  même  indéfiniment,  et  pourra  devenir 
plus  petit  que  toute  quantité  donnée  ;  la  quantité 
9  y  constante  par  rapport  à  i,  est  donc  la  limite  de 
la  fonction  précédente;  or,  on  sait  que  cettfe  limite 
est  en  général  le  coefficient  différentiel  de  la  fonc- 
tion Fi  y  ou  -pj  par  conséquent  on  aura  -£  =  v  , 
comme  on  voulait  le  prouver.  • 

198.  Pour  avoir  la  mesure  de  la  force  accélé- 
ratrice que  nous  avons  désignée  par  <p ,  il  faut  la 
comparer  à  une  force  accélératrice  connue.  Or  , 
quand  on  compare  deux  forces  accélératrices  cons- 
tantes ,  elles  sont  entre  elles  comme  les  vitesses 
qu'elles  communiquent  à  un  même  corps  pendant 
un  même  tems ,  que  Ton  peut  alors  choisir  arbi- 
trairement ;  mais  si  Tune  des  deux  forces  que  l'on 
compare  est  une  forte  accélératrice  variable ,  il  est 
évident  qu'il  '  faudra  prendre  les  vitesses  produites 
dans  un  intervalle  de  tems  infiniment  petit ,  afin 
qu'on  puisse  regarder  l'intensité  de  cette  force 
comme  constante  pendant  cet  instant.  Soit  donc  p  > 
une  force  accélératrice  constante  qui  communique 
au  mobile,  ijne  vitesse  g  dans  1  unité  de  tems  ;  gdt 
sera  la  vitesse  due  à  cette  force  pendant  l'instante; 
mais  pendant  le  même  instant ,  la  force  ^produit 
une  vttésse  dp  ;  car  la  vitesse  du  mobile  étant  v  y  a 
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la  fin  dnîtems  t,  et  p  ■+•  dv  à  la  fin  du  tenu  i<+-dt,dv 

est  I*  vîtease  produite  pendant  le  tems  <ft  ;  on  aura 

donc 

d'où  l'on  tire 

Or  simplifiera  eette  expression  en  supposant 
que  p  est  la  force  que  Ton  prend  pour  unité ,  et 
que  g  est  aussi  égale  à  l'unité  linéaire  ;  ee  qui  re- 
vient à  prendre  pour  unité  de  force  ,  celle  qui  pro- 
duit dans  l'unité  de  tems ,  une  vitesse  égale  à  l'unité 
de  longueur.  De  cette  manière  la  valeur  de  9  se 

réduit  h  ' 

dv 

et  si  Tony  substitue  la  valeur  de  vy  trouvée  dans  le 
n°  précédent,  on  aura  aussi 

*--&- 

La  force  que  Ton  prend  pour  unité ,  et  à  laquelle 
on  compare  l'intensité  de  la  force  <p,  dépend  du  choix 
que  l'on  fera  de  l'unité  de  longueur  et  de  l'unité  de 
teins.  Si  l'on  veut,  par  exemple,  que  la  pesanteur  soit 
Funité  de  force;  il  n'y  aura  qu'à  prendre  la  seconde 
pour  unité  de  tems ,  et  faire  l'unité  linéaire  égale  à 
,gmfio8&*  (n#  188).  Alors  «n  exprimant ,  au  moyen 
de  ces  unités,  le  tems  et  les  quantités  linéaires  qui 

entrent  dans  ^  ou  dans  ^~ ,  ce»  expressions  pour- 
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ront  âtré  converties  en  nombres  abstraits»cpû  expri- 
meront k  chaque  instant, le  rapport  de  la  force  ç  k 
la  pesanteur, 

H  serait  facile  de  trouver  ces  valeurs  de  $,  en  fei- 
sant  usage  de  la  méthode  des  limites  ;  mais  comme 
le  raisonnement  ne  serait  qu'une  répétition  de  celui 
du  n°  précédent,  nous  croyons  inutile  de  nous  y 
arrêter. 

§.  IV.  Jpplicfltian  dis  formules  générales  à  différent 
problèmes. 

199.  Lorsque  la  force  accélératrice  qui  agit  sur 
un  mohile  est  donnée  en  fonction!  di»  tems ,.  les 
écniations. 

font  connaître,  par  de  simples  intégrations,  la 
vitesse  acquise  et  l'espace  parcouru  à  chaque  in*» 
tant.  Mais  ordinairement  cette  force  est  donnée, 
soit  en  fonction  de  l'espace  parcouru ,  soit  en  fonc- 
tion de  la  vitesse  acquise,  soit  même  en  fonction 
de  l'un  et  de  l'autre;  et  alors  ces  deux  équation» 
deviennent  des  équations  différentielles  du  premier 
et  du  second  ordre,  dont  il  faut  trouver  les  inté- 
grales; ce  qui  présente  Souvent  des  difficultés  insur- 
montables. Voici  néanmoins  plusieurs  problèmes 
importons  ,  da&9:  lesquels  les  intégrations  pçuveift 
s'effectuer    d'une    manière  complète. 

Quoique  ces  formules  ne  convièrent  qu'à  des 
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points  matériels  isolés,  cependant  les  conséquences 
qu'on*  en  déduira  pourront  s'appliquer  à- des  corps 
d'une  dimension  quelconque ,  en  supposant  que  tous 
leurs  points  décrivent,  d'un  même  mouvement,  des 
droites  parallèles ,  et  que  chacun  de  ces  points  se 
meut  de  la  même  manière  que  s'il  était  isolé  et  in- 
dépendant des  autrcp<  . 

Ier.  Problème. 

aoo.  Déterminer  le  mouvement  vertical  ctun  point 
matériel  pesant,  en  ayant  égard  à  la  variation 
de  la  pesanteur. 

Soient  r  le  rayon  de  la  terre,  g  la  pesanteur  à  sa 
surface  ,  a  la  distance  du  mobile  au  centre  de  la 
terre,  à  l'instant  où  le  mouvement  commence  ; 
quand  il  aura  parcouru  un  espace  e ,  en  tombant  vers 
la  terre  ,  sa  distance  au  centre  sera  a — e\  par  con- 
séquent sa  pesanteur,  ou  la  force  accélératrice  <p 
qui  agit  sur  lui,  sera  donnée  par  cette  proportion 

*:#::>:  (a— ey; 

car  on  sait  que  l'intensité  de  la  pesanteur ,  sur  une 
même  verticale ,  suit  la  raison  inverse  du  carré  de 
la  distance  du  corps  pesant  au  centre  de  la  terre. 
On  aura  donc 

ce  qui  donne ,  pour  l'équation  du  mouvement, 

dt*~~(a  —  eym 

Pour 
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Pour  intégrer  cette  équation,  je  multiplie  ses 
deux  membres  par  ade  ;  j'ai  alors 

ade.d*e        .   de%  $e 

et  en  intégrant 

C  étant  la  constante  arbitraire.  Si  l'on  suppose  la 
vitesse  nulle  à  l'origine  du  mouvement,  on  aura  à 

la  fois  <?=2  0  et  ^  =s  o;  d'où  il  résulte ,  pour  déter- 
miner £7, 

oecC+3S£# 
a 

Retranchant  cette  équation  de  la  précédente,  il  vient 

<ft*       a—  e         a    * 
de 

et  comme  js:^  on  aura,  en  réduisant, 
+=3SH.JL-.  (1) 

a      a—e  K/ 

équation  qui  donne  la  vitesse  p  du  mobile,  eu  chaque 
point  de  la  verticale  qu'il  décrit. 

Si  Ton  résout  l'équation  précédente  par  rapport 
à  dt9  on  trouve 
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expreéskm  qu'on  peut  mettre  sous  cette  forme  : 

et  d'où  l'on  tire  ,  en  intégrant, 

-?V|-C»/s=ït*-ïw(— 'TOI   « 

Je  n'ajoute  pas  de  constante  arbitraire ,  ou  plutôt 
je  la  suppose  nulle,  parce  que  je  compte  le  tems  t 
à  partir  de  l'origine  du  mouvement,  de  manière 
qu'on  ait  *=o,  quand  e=o. 

Cette  équation  donne  immédiatement  le  tems  en 
fonction  de  l'espace  parcouru.  En  la  résolvant  par 
rapport  à  e,  on  aura  cet  espace  en  fonction  du  tems; 
mais  la  valeur  de  e  sera  exprimée  par  une  série  in- 
finie. Les  équations  (i)  et  (2)  renferment  la  solution 
complète  du  problème  proposé. 

201.  Lorsque  le  mobile  ne  tombe  pas  d'une  très- 
grande  hauteur  ,*  e  est  très-petit  par  rapport  à  a,  et 
a  difiere  très-peu  de  rj  l'équation  (1)  se  réduit  donc, 
à  très-peu  près ,  a 

v*  =  âge ,      ou      v  =  y  *ge* 

Quant  à  l'équation  (2),  j'observe  que 

arc . f  cos .  =  — — — j  =  arc . f rin.  =,a . i/ ae~e  J ; 
or,  le  sinus  a.y/-^^-  étant  très -petit,  l'arc  qui 
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lui  correspond ,  est  sensiblement  égal  à  ce  sinus; 
d'ailleurs  ,  nous  pouvons  négliger  le  carré  e»,  par 
rapport  au  produit  ae,  et  si  nous  mettons  de  plus 
r  à  la  place  de  o,  l'équation  (3)  se  réduit  à 

d'où  Ton  tire 

1 

Ces  valeurs  de  e  et  de  v ,  sont  en  effet  celles 
qui  ont  lieu  dans  le  mouvement  des  corps  pesans 
qui  tombent  dune  petite  hauteur,  ce  qui  permet  de 
regarder  la  pesanteur  comme  une  force  accéléra- 
trice constante  (n°  188). 

202.  Si  le  mobile,  après  avoir  atteint  la  surface 
de  la  terre,  pénétrait  dans  son  intérieur,  la  nature  du 
mouvement  changerait,  parce  que  la  loi  de  la  pesan- 
teur n'est  pas  la  même  dans  l'intérieur  et  hors  du  sphé- 
roïde terrestre.  Ainsi,  par  exemple,  le  mouvement 
des  corps  pesans  dans  les  mines  d'une  grande  pro- 
fondeur ne  doit  pas  être  déterminé  par  les  formules 
\  précédentes,  quand  on  veut  avoir  égard  à  la  variation 
de  la  pesanteur.  Cette  force  est,  dans  ce  cas,  propor- 
tionnelle à  la  distance  au  centre  <Je  la  terre,  et  cons- 
tamment dirigée  vers  ce  point.  Concevons  donc  un 
point  matériel  pesant  qui  se  meuve  suivant  un  rayon 
terrestre;  soient  toujours  r  la  longueur  de  ce  rayon  f 
eig  l'intensité  de  la  pesanteur  à  la  surface;  appe- 
lons e  la  distance  variable  du  mobile  à  cette  surface  ; 

19.. 
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r  —  e  sera  sa  distance  au  centre,  et  la  pesanteur  à 

cette  distance,  sera  exprimée  par*.(r — é)  :  c'est  l'ex- 
pression de  la  force  accélératrice  du  mobile  ;  on  a 
donc  pour  l'équation  de  son  mouvement 

multipliant  par  zde9  et  intégrant  il  vient 

v  étant  la  vitesse,  et  Cy  une  constante  arbitraire.  Je  la 
détermine  en  supposant  que  le  mobile  parte  de 
l'extrémité  du  rayon  sans  vitesse  initiale,  de  manière 
qu'on  ait  à  la  fois  e  =  o  et  e=o  ;  d'où  il  résulte 
C  =  gr,  et  par  conséquent 

*==*.[>•- (r-tf]; 

équation  qui  fait  connaître  la  vitesse  en  un  point 
quelconque  de  l'espace  parcouru. 

En  faisant  e  =  ry  il  vient  v  =  \fgry  pour  la  vitesse 
acquise  par  le  mobile  quand  il  a  parcouru  le  rayon 
entier.  U  est  évident  que  cette  vitesse  doit  être  plus 
petite  que  si  la  pesanteur,  au  lieu  de  décroître ,  fût 
restée  constante  et  égale  à  g9  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement;  et  en  effet,  dans  cette  hypothèse,  elle 

serait  égale  à  \fïgr> quantité  plus  grande  que  l'autre 
dans  le  rapport  de  \/z  à  i.  Parvenu  au  centre,  le 
mobile  dépassera  ce  point  en  vertu  de  sa  vitesse  ac- 
quise; lorsqu'il  aura  parcouru  le  diamètre  entier,  on 
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âurae=3r,  ce  qui  donne  ^=0;  sa  vitesse  sera  donc 
nulle  à  l'extrémité  du  diamètre,  comme  à  l'origine  de 
son  mouvement;  par  conséquent  le  mobile  revien- 
dra vers  le  centre ,  et  il  parcourra  le  diamètre  une 
seconde  fois,  en  sens  contraire  de  la  première.  Ce 
second  mouvement  sera  identiquement  le  même  que 
le  premier.  Le  mobile  se  retrouvera  à  son  premier 
point  de  départ,  avec  une  vitesse  nulle;  puis  il  par- 
courra une  seconde  fois  le  diamètre,  et  l'on  conçoit 
qu'il  fera  ainsi,  de  part  et  d'autre  du  centre,  une 
suite  infinie  d'oscillations  qui  seront  toutes  d'égale 
durée,  c'est-à-dire,  qu'il  emploiera  toujours  le 
même  tems  à  parcourir  le  diamètre  entier. 

ao3.  Pour  avoir  la  valeur  de  e  en  fonction  de  t>  je 
mets  dans  la  dernière  équation,  ^-  à  la  place  de  v; 
en  la  résolvant  ensuite  par  rapport  à  dty  il  vient 


Vf 


%.dt= 


de 


rm     '     V  r%—  (r  —  e)*' 
et  en  intégrant,  on  a 

La  constante  arbitraire  est  nulle,  parce  que  je  sup- 
pose qu'on  ait  t=zo,  quand  e=o.  En  renversant 
cette  formule,  on  en  déduit  la  valeur  demandée  de  e  , 
savoir  : 


i  =  r—  r.coa.fl/*.  A 
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Si  on  la  substitue  dans  celle  de  v ,  on  aura  aussi  la 
vitesse  en  fonction  du  tems  ;  ainsi  l'on  connaîtra  à 
chaque  instant  l'espace  parcouru  et  la  vitesse  acquise 
par  le  mobile. 

La  supposition  e=rr  donne 

i/a.t=arc.(co8.  =o)=  -, 

tf  désignant  la  demi-circonférence;  donc  le  tems  que 
le  mobile  emploie  à  parcourir  le  rayon  entier,  est 

égal  à  -  .  %/-•  H  emploie  un  tems  double  à  parcou- 
rir  le  diamètre;  car  en  faisant  e=ar,  on  a 

\/*.t=aic.(cos.= — i)  =  w,      ou      *=flr.w-. 

II.    PROBLEME. 

2o4*  Déterminer  le  mouvement  rectiligne  d'un  point 
matériel y  attiré  vers  deux  centres  JLxesy  en  supposant 
V attraction  en  raison  inverse  du  carré  des  distances. 

Pour  fixer  les  idées,  considérons  le  cas  où 
le  mobile  se  meut  entre  les  deux  centres,  sur  la 
droite  qui  les  joint  ;  soit  ABy  cette  droite  (fig.  49)  > 
l  sa  longueur,  e  la  distance  variable  du  mobile  au 
pointa,  et  par  conséquent  /— ey  sa  distance  au 
point/?  :  nous  pourrons  représenter  les  deux  attrac- 

tions  par  —  et    .     yÂ>  a*  été*  étant  deux  coefficiens 

constans  et  positifs,  qui  désignent  les  intensités  de  ces 
forces  à  l'unité  de  distance,  intensités  qui  peuvent 


Digitized  by 


Google 


LIVRE  H.  DYNAMIQUE.  a95 

être  entre  elles  dans  tel  rapport  qu'on  voudra.  La 
force  accélératrice  qui  sollicite  le  mobile,  n'est  autre 

chose  que  l'excès  de  la  force  ■ .      ^  sur  la  force  y  } 

l'équation  de  son  mouvement  sera  donc 


d*e  i! 


i* 


ar 


d'où  Ton  tire,  en  multipliant  par  ide  et  intégrant  > 

de*         _         ai*        aa*  ,  ,_ 

^=^  =  /— e+T  +  c>        (,) 

r  étant  la  vitesse  du  mobile,  et  c  la  constante  arbi- 
traire. Pour  la  déterminer ,  je  suppose  qu'on  ait  à 
l'origine  du  mouvement  e= a  et  v =A;  j'ai  alors 

aia  aa* 

et  en  retranchant  cette  équation  de  la  précédente ,  il 

vient 

%  _  ai*         ai*      .    aa*       sa* 

l — e       / — *  e  a 

Nous  connaîtrons  donc,  au  moyen' de  cette  équar 
tion,  la  valeur  de  v  en  fonction  de  ey  ou  la  vitesse 
du  mobile  en  chaque  point  de  la  droite  qu'il  décrit. 

ao5.  Il  existe  un  certain  point  Csur  cette  droite^ 
au  les  deux  attractions  sont  égales;  si  l'on  désigne 
par  ï  sa  distance  au  point  A ,  on  aura 


(/— o*"~/y 
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équation  qui  donne  deux  valeurs  de  /',  dont  l'une  Se 
rapporte  au  point  C,  et  l'autre  à  un  second  point 
d'égale  attraction ,  situé  sur  le  prolongement  de  la 
droite  AB;  A  étant  la  plus  grande  des  deux  quantités 
et  a  étant  h  ,  la  valeur  qui  se  rapporte  au  point  C  est 


'=rô* 


+  < 


Tant  qu'on  aura  e<f,  l'attraction  du  centre  A  l'em- 
portera sur  celle  de  2?;  dès  que  l'on  aura  è>t9  la  se- 
conde attraction  surpassera  la  première.  Or,  suppo- 
sons «</',  de  manière  que  le  mobile  soit  parti  d'un 
point  situé  entre  A  et  C>  et  supposons  aussi  que  la 
vitesse  initiale  k  était  dirigée  de  A  vers  C;  il  est 
évident  qu'il  peut  arriver  deux  cas  :  on  la  valeur  de  p 
deviendra  nulle  avant  que  le  mobile  ait  atteint  le 
point  Cy  ou  le  contraire  aura  lieu  ;  dans  le  premier 
cas,  le  mobile  parvenu  au  point  où  la  vitesse  est 
nulle,  retombera  vers  le  point  A\  dans  le  second  cas, 
il  dépassera  le  point  C ,  et  il  parcourra  la  droite  en* 
tière  AB. 

Si  l'on  demande  la  plus  petite  valeur  de  ky 
nécessaire  pour  que  le  mobile  atteigne  le  point  Cy 
on  la  déterminera  en  supposant  qu'on  ait  e=o, 
quand  es  /'  ;  ce  qui  donne 

substituant  pour  t,  sa  valeur,  on  trouve ,  toute  ré- 
duction faite, 

l _  /*a%  1  g&~   fl(6+gy 
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Le  point  de  départ  du  mobile  restant  le  même ,  il  dé- 
passera le  point  C  toutes  les  fois  que  la  vitesse  ini- 
tiale sera  plus  grande  que  cette  valeur  de  k>  et  il  ne 
l'atteindra  pas  toutes  les  fois  qu'elle  sera  plus  petite. 
Si  elle  était  précisément  égale  à  fcette  valeur,  le  mo- 
bile atteindrait  le  point  C;  la  vitesse  y  serait  égale  à 
zéro  ;  et  comme  les  deux  forces  qui  le  sollicitent  eu 
ce  point *,  sont  égales  et  contraires,  il  y  resterait  en 
équilibre. 

206.  Maintenant  il  hous  reste  k  détetrfrritier  là  va- 
leur de  è  en  fonction  de  t,  ou  de  t  en  fonction  de  e. 
Pour  cela,  je  résous  l'équation  (1)  par  rapporta  dly 
ce  qui  donne 

- \/el  —  e*.de 


\/*a*l  +  (aA*—  aaa  +  cl) .  c— ce*  * 

En  général,  cette  formule  n'est  point  intégrable 
sous  forme  finie  ,  par  les  règles  connues  j  elle  ne 
Test  que  dans  le  cas  particulier  où  le  trinôme  2a*l 
+(a4*— 2flâ+c0#e — ce*  est  un  carré,  ce  qui  exige 
qu'on  ait 

(a&*  —  aa*  +  cî)* =  —  8a*c/, 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose  , 

c*P  +  4c/(6a  +  à*)  +  4  (A*  —  a*)*  =  o  ; 

d'où  l'on  tire 

,__-fl(q±*y 

Substituant  cette  double  valeur  de  c  dans  lequa- 
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tion  (3),  on  en  déduit 


ou 


-  /àaa         â5*         a(i — a)s 

*  =  V  T+/= 2 — " 


Ce  n'est  donc  que  pour  Tune  ou  l'autre  de  ces  deux 
valeurs  de  la  vitesse  initiale  que  Ton  peut  assigner 
sous  forme  finie,  la  relation  des  deux  variables  e  et  t. 
La  première  est  la  limite  des  vitesses  pour  lesquelles 
le  mobile  ne  dépasse  pas  le  point  C;  la  seconde  est 
évidemment  plus  grande  que  cette  limite;  de  sorte 
qu'en  l'adoptant,  on  peut  être  certain  que  le  mobile 
parcourra  la  droite  entière  AB  ;  mais  on  n'est  pas 
obligé  de  choisir  entre  ces  deux  vitesses,  et  la  valeur 
de  dt  s'intègre  également  dans  l'un  et  l'autre  cas. 

En  effet,  je  substitue  dans  cette  formule,  à  la  place 
de  c,  sa  double  valeur;  je  trouve 


*=v/M 


y/fe  —  e\de 
l— (a±b).e 


Soit,  pour  la  rendre  rationnelle, 

on  aura ,  par  rapport  à  cette  nouvelle  variable  x 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 
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{U~ (a±  *)fc 'L  "(1  +**)•     —  ax^Aj' 

où  Ton  doit  prendre  ensemble  tous  les  signes  supé- 
rieurs, et  ensemble  tous  les  signes  inférieurs.  Or,  on  a 

/'    dx \__  .       /x\/a—  \/ï\ 

d  où  l'on  conclut,  dans  le  cas  des  signes  supérieurs, 
.=-^-[^+K«-»)--C^.=*) 

et  dans  le  cas  des  signes  inférieurs , 

—  V/ôSarc/tang.a:.  V/zYj  +  C'- 

En  remettant  dans  ces  formules,  pour  x>  sa  valeur 
en  e,  savoir  : 


a?= 


on  aura,  pour  l'un  et  l'autre  cas,  la  valeur  de  t  en 
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fonction  de  e  :  on  déterminera  les  constantes  arbi- 
traires C  et  Cfy  en  supposant  fc=o  à  l'origine  du  mou- 
vement, c'est-à-dire,  quand  c= a. 

III.  PROBLEME. 

207.  Déterminer  le  mouvement  vertical  d'un  corps 
pesant,  en  ayant  égard  à  la  résistance  de  Y  air,  sup- 
posée proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse. 

Il  faut  distinguer  deux  cas  :  celui  où  le  corps 
tombe,  et  celui  où  il  est  lancé  verticalement  de  bas 
en  haut.  Examinons  d'abord  le  premier. 

La  force  accélératrice  <p>  est  alors  la  différence  de 
deux  forces  qui  agissent  constamment  sur  le  mobile, 
en  sens  contraire  l'un  de  l'autre,  savoir,  la  pesanteur 
et  la  résistance  du  milieu  dans  lequel  le  corps  est  efe 
mouvement.  Celle-ci  est  une  force  variable  qui  dé- 
pend de  la  vitesse  du  mobile  ,  et  qu'on  regarde 
généralement  comme  proportionnelle  au  carré  de 
cette  vitesse.  Nous  la  représenterons  par  mv*  +  m 
étant  un  coefficient  constant  pour  un  même  corps 
et  pour  un  même  milieu,  mais  variable  avec  la 
forme  du  corps ,  sa  densité  est  celle  du  milieu.  Si  le 
corps  tombait  d'un  grande  hauteur ,  m  varierait  à 
raison  du  changement  de  densité  des  couches  de  l'at- 
mosphère; mais  dans  une  petite  hauteur  on  peut  re- 
garder l'air  comme  un  fluide  homogène,  et  considé- 
rer m  comme  une  quantité  constante.  Nous  regarde- 
rons aussi  la  pesanteur  comme  une  force  constante, 
et  en  la  désignant  par#,  nous  aurons 

?=g  —  m. i>*; 
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d'où  il  résulte,  pour  l'équation  du  mouvement, 

dv 

Pour  l'intégrer,  je  la  mets  sous  cette  forme, 

,  _     dv _i C  dv dv  ~\ 

t~g—mv'~~a\/g'\-Vg  +  v.\/m      y/ï—  v.\/m  J"' 

ce  qui  donne,  en  intégrant, 

Je  n'ajoute  pas  de  constante  arbitraire,  parce  que  je 
suppose  nulle  la  vitesse  initiale  du  corps,  et  que  je 
compte  letems  t  à  partir  de  l'origine  du  mouvement, 
de  manière  qu'on  ait  à  la  fois£=o  et  e=o;  condi- 
tion remplie  par  cette  formule. 

En  passant  des  logarithmes  aux  nombres,  et  en 
désignant  par  e  la  base  du  système  dont  le  module  est 
l'unité,  il  vient 

l/É+v.1/5  '         () 

équation  qui  fera  ^connaître  la  vitesse  du  mobile  à 
chaque  instant. 

Pour  déterminer  l'espace  parcouru,  on  a 

vdv 


de  =  vdt  = 


g  —  mv*y 


intégrant  et  déterminant  la  constante  arbitraire,  de 
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manière  que  l'on  ait  en  même  tems  v =o  et  e=  o  ,  OA 

trouve 

—  ame=log.(i— ^-*);  (a) 

et  comme  p  est  donnée  en  fonction  de  t ,  par  l'équa- 
tion (i),  celle-ci  donnera  de  même  en  fonction  de  ty 
la  valeur  de  e.  Ainsi  la  solution  complète  du  problème 
proposé  est  renfermée  dans  ces  deux  équations. 

208.  A  mesure  que  le  tems  augmente,  l'exponen- 
tielle qui  entre  dans  l'équation  (1)  diminue;  de  sorte 
qu'après  un  tems  plus  ou  moins  court,  suivant  que 
le  coefficient  2  \fgm  est  plus  ou  moins  grand,  la  va- 
leur de  cette  exponentielle  est  sensiblement  nulle  ; 
et  alors  l'équation  (1)  donne 

Vg  —  v-  y/m  =  o,       ou      v  =  %/£-. 

t 

Il  s'ensuit  donc  que  le  mouvement  d'un  corps  pe- 
sant qui  tombe  dans  un  fluide  homogène,  tend  con- 
tinuellement à  devenir  uniforme;  ce  qui  provient  de 
ce  que  la  résistance  du  milieu  détruit  sans  cesse 
l'accélération  due  à  la  gravité. 

La  vitesse  constante  de  son  mouvement  final  est, 
comme  on  voit ,  en  raison  inverse  de  la  racine  carrée 
du  coefficient  m,  qui  exprime  l'intensité  de  cette  ré- 
sistance; or,  nous  montrerons  dans  la  suite  que  ce 
coefficient  est  proportionnel  à  la  densité  du  fluide , 
et  que  pour  des  corps  de  figure  semblable,  par 
exemple ,  pour  des  sphères ,  il  est  en  raison  inverse 
du  rayon  et  de  la  densité  du  corps  ;  de  sorte  qu'en 
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désignant  le  rayon  par  r,  la  densité  du  corps  par  D, 
et  celle  du  fluide  par  £/,  on  a 

m=lD7'> 

fi  étant  une  quantité  dont  la  valeur  sera  la  même  pour 
tous  les  corps  sphériques ,  mais  qui  ne  peut  être  dé- 
terminée que  par  l'expérience.  La  vitesse  finale  de- 
vient donc 


-V© 


vJT 

Toutes  choses  d'ailleurs  égales  ,  cette  valeur  est 
proportionnelle  à  la  racine  carrée  de  la  densité  du 
mobile  ;  d'où  l'on  voit  qu'en  ayant  égard  à  la  résis- 
tance de  l'air,  les  corps  les  plus  denses  doivent  tom- 
ber le  plus  vite,  tandis  que  dans  le  vide,  tous  les 
corps  tombent  avec  la  même  vitesse  ;  ce  qui  est 
conforme  à  l'expérience. 

209.  Si  nous  supposons  la  résistance  du  milieu 
égale  à  zéro,  nous  devons  retrouver  le  mouvement 
uniformément  accéléré  des  corps  pesans  qui  tombent 
dans  le  vide  ;  mais  en  faisant  /7»=o  dans  les  équa- 
tions (1)  et  (2),  elles  deviennent  identiques,  et  les 
valeurs  de  ^  et  de  e  restent  inconnues. 

On  peut  cependant  en  déduire  ces  valeurs;  et 
pour  cela ,  j'observe  que  l'équation  (1)  peut  s'écrire 
ainsi 

d  ailleurs  on  a  ,    en    développant   l'exponentielle 
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g-vTSw  suivant  la  série  connue, 

f-«|/,m.t  _  2  _  fl  ^/—  Aj^  éSH  .  |«  _  etc >; 

substituant  cette  valeur  dans  le  second  membre  de 
notre  équation,  il  vient 

(i  +6-B|/T«  •■). v.  \/m=(&^gm.t — sgm. P+ etc.) •  l/g* 

Maintenant  le  facteur  \/m  est  en  évidence  dans  tous 
les  termes  de  l'équation  ;  en  supprimant  ce  facteur 
commun,  et  faisant  ensuite  m=e=Q,  l'équation  ne 
devient  plus  identique  :  elle  se  réduit  à  y~gt. 

D'après  la  série  comme  qui  donne  le  développe- 
ment du  logarithme,  on  a 

**■{>— £-)=-  T-  — -^—  etc., 

substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (a),  divisant 
tous  ses  termes  par  m,  et  faisant  ensuite  /n=:o,  fille 

se  réduit  àae?=~;  donc,  à  cause  de  *>=gt,  on 


aurae=€./* 
a 


Ces  valeurs  de  v  et  de  e  sont  celles  qu'il  fallait 
trouver. 

aïo.  Considérons  maintenant  un  corps  lancé  ver- 
ticalement de  bas  en  haut.  Dans  ce  cas,  la  pe- 
santeur  et  la  résistance  de  l'air  agissent  dans  le 
même  sens,  et  en  sens  contraire  de  la  vîtesse  ini- 
tiale ; 
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tiale;  on  a  donc,  en  conservant  les  dénominations 
précédentes ,  ■ 

?=  —  g  —  ro.v*, 

et  ,  pour  l'équation  du  mouvement 
d'où  Ton  tire 

g  +  mv*' 

ce  qui  donne ,  en  intégrant, 

—  V'gm.*=C+arc/tang.  =t/— .vj; 

tétant  la  constante  arbitraire.  Soit,  pour  détermi- 
ner cette  constance,  a  la  vitesse  de  projection  ;  en 
comptant  le  tems  t  à  partir  de  l'origine  du  mouve* 
ment,  on  aura ,  a  la  fois ,  /  =  o  et  v ss  a  ,  et  par 
conséquent 

o  =  C  +  arcYtang.  =  l/.— .a\ 

Eliminant  C,  il  vient 

V/gw.  *=  arc/tang.  =  \J  ^-«)— arc/tang.=y -.v\ 

En  résolvant  cette  équation  par  rapport  k  t> ,  on 
aura  la  vitesse  du  projectile  à  chaque  instant. 
Quant  à  l'espace  parcouru,  on  a 

is=:vA=! —  ; 

I.  30 
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ou  itilégQmk  &  en  déterminant  la  constante  arbi- 
traire par  la  condition  qu'on  ait  à  la  fois  e  =  o  et 
v=.a9  on  trouve 


amez 


"*(S3> 


Comme  on  connaît  h  chaque  instant  la  vitesse  du 
mobile ,  au  moyen  de  l'équation  précédente ,  on 
aura  aussi ,  au  moyen  de  cette  dernière  équation , 
l'espace  parcouru  à  un  instant  quelconque. 

Ce  qu'il  importe  le  plus  de  connaître ,  c'est  la 
plus  grande  hauteur  à  laquelle  le  corps  s'élèvera , 
en  vertu  de  la  vitesse  de  projection.  Or,  il  s'élèvera, 
jusqu'à  ce  que  sa* vitesse  soit  devenue  nulle;  on  a 
d&mq  vzx  Q  y  quaijdle  çorp*  est  parvenu  3  cette  hau- 
teur ;  si  dans  an  1*  désigne  far  h ,  on  awa 


A=  —  .log.  (  i-4 — r.a*  J 
a»       -    \        g        J 


8 

On  voit  que  cette  hauteur  sera  d'autant  plus  grande 
en  général ,  qpe  le  coefficient  /?*  sera  plus  petit  ; 
d'où  il  suit,  que  toutes  choses  d'ailleurs  égales  , 
les  corps  les  plus  denses  sont  oeux  qui  s'élèvent  à 
une  plus  grande  hauteur  ;  car  nous  avons  dit  plus 
haut  que  le  coefficient  m  est  en  raison  inverse  de 
la  densité  du  mobile. 

21 1»  Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  > 
relativement  à  un  corps  pesant  qui  se  meut  dans 
un  milieu  résistant,  comprend  aussi  le  mouvement 
d'un  corps  pesant  qui  glisse  le  long  d'un  plan  in- 
cliné ,  le   frottement  étant  supposé  proportionnel 
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eu  éarré  de  la  vitesse»  Pour  avoir  la  solution  de 
celui-ci,  il  suffira  de  substituer  dans  les  Valeurs  de 
e  et  de  o,  trouvées  précédemment^08  207/  et  2 16)  9 
la  pesanteur  relative  au  plan  incliné,  à  la  place  de 
la  pesanteur  absolue  que  nous  avons  représentée 
parc.  Si  le  plan  est  horizontal,  il  faudra  faire  £=0 
dans  ces  formules  ;  mais  au  lieu  de  chercher  à  dé- 
duire ce  cas  particulier  du  cas  général,  il  vaut 
mieux  le  considérer  directement  En  effet,  l'équa- 
tion du  mouvement  se  réduit  alors  à 

d'où  Ton  tire  sans  difficulté,  en  intégrant  et  en  dé- 
terminant les  constantes  arbitraires, 

«  étant  toujours  la  vitesse  initiale. 

On  voit  par  cette  valeur  de  v ,  que  la  vitesse  du 
corps  qui  serait  constante  sans  le  frottement ,  di- 
minue continuellement,  etqrôaprèsttn  certain  tems, 
elle  devient  tout-à-fait  insensible  k  canse  du  déno- 
minateur 1  -f-  amtqtxi  croit  indéfiniment  avec  t.  C'est 
ainsi  que  les  frotteitoens  et  lés  résistances  de  tout 
genre  que  les  corps  éprouvent,  anéantissent  les 
mouvemens  qui  soa*  produits  par  des  forcer  ins- 
tantanées ,  et  qui  ae  sent  pas  entretenus  par  des 
forces  accélératrices,  sans  cesse  agissant  sur  le 
mobile, 

20.. 
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CHAPITRE  H. 

DU  MOUVEMENT  CURVILIGNE  D'UN  POINT 
MATÉRIEL  LIBRE. 

S*  ïcr  Théorie  générale  de  ce  mouvement.   * 

212.  JLje  mouvement  d'un  point  matériel  qui  ne 
se  fait  pas  en  ligne  droite ,  est  nécessairement  dû 
à  l'action  de  plusieurs  forces  agissant  sur  le  mobile 
dans  des  directions  différentes.  La  première  ques- 
tion qui  doit  nous  occuper ,  sera  donc  de  détermi- 
ner la  vitesse  et  la  direction  que  prend  un  point 
libre ,  ou  qui  n'est  retenu  sur  aucune  ligne  ou  sur- 
face courbe  donnée ,  pour  obéir  à  l'action  simula 
tapée  de  ces  forces. 

Considérons  d  abord  un  point  m  sollicité  par  deux 
forces  ,  du  gçnre  de  celles  qui  agissent  instantané- 
ment  sur  le  mobile ,  et  qui  l'abandonnent  ensuite  à 
lui-môme  (n°  i83).  Soient  P  et  Q  leurs  intensités; 
prenons  sur  leurs  directions  mÀ  et  mB  (fig.  5a)  , 
des  lignes  ma  et  mb9  qpi  représentent  les  vitesses 
quç  ces  forces  imprimeraient  au  mobile ,  si  chacune 
d'elles  agissait  seule  sur  lui;,  de.  sorte  que  ma  soit  l'es- 
pace que  le  point  m  parcourrait  pendant  l'unité  de 
tems,  pour  obéir  à  l'action  de  la  seule  force  P,  et  mb 
l'espace  qu'il  parcourrait  dans  le  même  tems,  en  vertu 
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'de  la  seule  force  Q.  Je  dis  que  si  Von  construit  un 
parallélogramme  m*^,  sur  ces  deux  lignes  ,1e  point 
m  parcourra  sa  diagonale  me  dans  l'unité  de  teins, 
pour  obéir  à  Faction  simultanée  des  deux  forces. 
En  effet,  les  forces  étant  proportionnelles  aux 
vitesses  qu'elles  impriment  à  un  même  corps  (n*ig5), 
il  s'ensuit  que  les  intensité?  P  et  Çsont  entre  elles 
comme  les  lignes  ma  et  mb  ;  donc  la  résultante  dès 
forces  P  et  Q  est  représentée  en  grandeur  et  en 
direction  par  la  diagonale  du  parallélogramme  cons- 
truit sur  ces  lignes  (n*  16).  Si  donc  oh  appelle  R 
l'intensité  de  cette  résultante,  et x  la  vitesse  qu'elle 
imprimera  au  mobile ,  on  aura ,  en  comparant  Ta 
résultante  R,  à  Fune  des  composantes,  par  exemple 
à  la  force  Py 

R:  P  :imc:  ma; 

.et  comme  les  vitesses  sont  entre  elles  dans  le  rap~ 
port  des  forces  qui  les  produisent,  on  aura  aussi. 

xlmai:MlP„ 
par  conséquent 

xlma  lime  l  ma.y 

d'où  Ton  conclut  x-=mc.  Or,  on  peut  remplacer 
"Faction  simultanée  des  deu£  forces  P  et  Q9  par  celle 
de  leur  résultante  if;  le  mobile  prendra  donc  une* 
vitesse  égale  à  me ,  et  dirigée  suivant  cette  diagonale. 

Ainsi,  tant  qu'aucune  nouvelle  force  n'agira  sur  le 
jpoint  m  ,  il  se  mouvra  uniformément  sur  la  diago* 
nale  prolongée  mC>  et  il  décrira ,  dans  chaque  unité 
de  tems,  une  portion  de  cette  ligne,  égale  à  771c.  Ea 
chaque  point  de  cette  droite  ,  le  mobile  sera  dans 
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le  même  <état  que  si  la  force  R  agissait  actuellement 
sur  lui  ,  et  lui  imprimait  la  vitesse  me. 

m  3.  Supposons  qu'une  nouvelle  force  *?,  du 
même  genre  que  P  et  Q,  et  de  direction  quelcon- 
que ,  soit  appliquée  au  mobile,  quand  il  est  par- 
venu en  un  point  m  de  la  droite  mC  ;  soit  rnD  la 
direction  de  cette  force,  et  nid  la  vitesse  qu'elle  lui 
imprimerait ,  s'il  n'était  pas  déjà  en  mouvement  :  le 
mobile  se  trouve  dans  le  même  cas  que  si  les  deux 
forces  R  et  S  agissaient  simultanément  sur  lui;  ou 
aura  donc  la  vitesse  et  la  direction  qu'il  doit  prendre  , 
en  portant  à  partir  du  point  m'y  une  ligne  wtV,  égale 
à  me  y  sûr  la  droite  m'C,  direction  actuelle  de  son 
mouvement  ou  de  la  force  JR,  et  en  achevant  en-» 
suite  le  parallélogramme  m'efed,  dont  les  deux 
droites  m'c'ei  m  d  sont  les  côtés  adjacens  :  la  diagonale 
nie  sera ,  en  grandeur  et  en  direction,  la  vitesse 
demandée. 

Si  l'on  supposait  encore  qu'une  nouvelle  force  fut 
appliquée  au  mobile,  lorsqu'il  sera  parvenu  au  point 
ni'  de  sa  nouvelle  direction,  l'action  de  cette  force 
ferait  changer  lavitese  et  la  direction  de  son  mou- 
vement, et  il  est  aisé  de  voir  cqmment  on  détermi- 
nerait la  vitesse  et  la  direction  que  le  mobile  pren- 
drait. £h  général ,  on  voit  que  si  une  suite  de  forces 
R  9  S,  U y  Vy  etc.,  agissent  à  des  intervalles  de 
tems  déterminés,  sur  le  point  m,  il  décrira  dans 
l'espace  un  polygone  dont  il  sera  facile  de  cons- 
truire successivement  tous  les  côtés.  Chacun  de  ces 
côtés  sera  décrit  d'un  mouvement  uniforme  et  avec 
une  vitesse  constante  pour  un  même  côté,  mata 
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variable  d'un  côté  k  l'attire  *  le  premier  -côté  sern 
décrit  avec  la  vitesse  dme  à  la  force  R  ;  ie  second, 
avec  la»  vitesse  due  k  la  résultante  ries  fdrces  R 
et  S;  le  troisième*  avec  k  \Atefcse  due  à  k  résul- 
tante des  forces  Ry  S  <rt  V\  et  ainsi  de  mite.  Oh 
conçoit  qu'à  mesure  que  les  intervalles  de  lattis  qgi 
séparent  les  actions  successives  des  fortes  RjSy 
U9  etc.,  deviendront  pktë  petits,  le  polygone  décrit 
approchera  de  se  confondre  avec  «km  cMrbe  fel*i«- 
tinue;  mais  pour  tiiiëuX  CéWltâttte  k  YAtûtfe  *te  ffe 
polygone  et  de  la  tfouHbe  qui  ta  Wt  là  limite,  m 
pour  déterminer  k  t&i  dû  tttôuvétoetft  stifr  cètffe 
courbe  ;  il  est  nécessaire  dfe-stoivre  tinte  ifeattfcfe  difc* 
férente  de  celle  que  notais  indiquons  ici,  d&ftfe,  IltH- 
tention  seulement  éemarèftter  le  passage  àb  m&avet. 
ment  rectiligne  *u  ïnouvettèM;  vurvilignè. 

Dans  le  cas  particulier  ou  toutes  les  forces  îl^S, 
Uj  V}  etc.,  agiront  simultanément  oh  à  intervalles 
quelconques,  mais  toutes  datas  la  même  direction , 
le  polygone  décrit  par  le  mobile  se  réduira  à  une 
ligne  droite  ,  et  là  vitesse  définitive  sera  égale  à  la 
somme  des  vitesses  qui  correspondent  à  ces  forcés; 
et  si  une  partie  d'entre  elles  est  dirigée  en  sens  con- 
traire des  autres,  cette  vitesse  sera  égale  à  la  sommé 
des  vitesses  relatives  aux  forces  qui  agissent  dans 
un  même  sens,  moins  la  somme  de  celles  qui  cor- 
respondent aux  autres  forces. 

a*4-  L*  moyen  le  plus  simple  de.  déterminer  le 
mouvement  d'un  point  matériel  dans  l'espace ,  est 
d'assigner  à  chaque  instant  la  position  de  ses  pfa-t 
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jections  sur  trois  axes  fixes.  On  peut  se  représenter 
ces  projections,  comme  trois  points  mobiles  qui 
suivent  le  point  matériel  pendant  son  mouvement  : 
la  question  se  réduit  alors  à  chercher  les  lois  de  ces 
trois,  mouvemèns  recti lignes,  et  voici  comment  on 
parvient  à  la  résoudre. 

Soit  O  (fig.  53)  le  point  de  départ  du  mobile  ; 
par*  ce  point ,  menons  trois  axes  fixes  et  rectangu- 
laires ,  Ox,  Ojr  9  Oz;  supposons  que  des  forces  de 
grandeur  et  de  direction  quelconques  ,  soient  appli- 
quées au  mobile  quand  il  est  au  point  O  ,  qu'elles 
agissent  sur  lui  simultanément ,  et  qu'elles  l'aban- 
donnent ensuite  à  lui-même.  En  quelque  «nombre 
que  soient  ces  forces,  on  peut  toujours  les  re- 
faire à  trois,  dirigées  suivant  les  trois  axes;  soient 
donc  A  y  B9  Cy  les  intensités  de  ces  forces;  a  la 
vitesse  que  la  force  A  imprimerait  au  mobile  dans  la 
direction  Ox,  si  elle  existait  seule;  h  la  vitesse  qui 
aurait  lieu  suivant  Ojr  ,  en  vertu  de  la  force  B;  c  la 
vitesse  suivant  Oz9  qui  serait  due  à  la  force  C.  Pour 
obéir  à  l'action  simultanée  de  ces  trois  forces  ,  le 
mobile  se  mouvra  dans  la  direction  de  leur  résultante, 
et  avec  la  vitesse  correspondante  à  l'intensité  de 
cette  force.  Or,  en  appelant  R  cette  résultante;  a  , 
fi  y  y,  les  angles  que  fait  sa  direction  avec  celles  des 
composantes  A  yB ,  C,  on  aura  (n°  20) 

A=R. cos. a,  2f=fl.cos.Ç,  C=R.co*.y,  fl*=^+£'-K>; 

de  plus  e  désignant  la  vitesse  due  à  la  force  B  ,  de 
mime  que  ay  byc  désignent  les  vitesses  dues  aux 
forces  AyB y  Cy  on  peut  substituer  dans  ces  équa- 
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lions,  à  la  place  de  .chaque  force ,  la  vitesse  corres- 
pondante ,  attendu  que  les  rapports  de  ces  vitesses 
sont  les  mêmes  que  ceux  des  forces  qui  les  produi- 
sent ;  on  aura  donc  aussi 

a=v.cos,*,  &=v.cos.C,   c=v.co8.y,   v*=à*  +  J*  +  c!l; 

d'où  Ton  peut  conclure  que  la  vitesse  v ,  due  à  l'ac- 
tion simultanée  des  trois  forces  A ,  B ,  Cy  est  repré- 
sentée en  grandeur  et  en  direction. par  la.  diâgo-r 
naledu  parallélépipède  construit  sur  les  trois  vitesses 
a y  byCy  comme  côtés  adjacens. 

Le  mobile ,  en  vertu  de  sa  vitesse  v ,  décrira  sur 
cette  diagonale  une  droite  égale  à  *>8,  dans  un  tems 
quelconque  6  ;  les  projections  de  cette  droite  sur  les 
axes  Oxy  Of,  Ozy  sont  respectivement  égales  à 
t>Q.cos.a,  fô.cos.£,  cO.cos.^,  ou,  ce  qui  est  la  même 
chose,  à  afl,  bQ9  <?ô ;  il  s'ensuit  donc  que  les  projec- 
tions du  mobile  se  meuvent  uniformément  sur  ces 
axes,  avec  les  vitesses  a,  4,  c9  tandis  que  ce  point 
matériel  se  meut  uniformément  dans  l'espace,  avec 
la  vitesse  v. 

ai 5.  A  la  fin  du  tems  9,  supposons  que  de  nou- 
velles forces  agissent  sur  le  mobile ,  et  soient^,,  Bé%  C/9 
leurs  composantes  parallèles  aux  axes  Ox>  Ojr>  Oz; 
soient  aussi  a/9  bt>  cn  les  vitesses  que  chacune  de  ces 
forces  produirait  dans  sa  direction  ,  si  elle  agissait 
seule  sur  le  mobile  en  repos  :  ce  point  matériel  se 
trouve  ,  à  cet  instant,  dans  le  même  état  que  s'il  était 
en  repos,  et  qu'il  fût  soumis  à  l'action  simultanée  des 
forces^,  B,  CyJ„  B„  C„  ou  seulement  des  trois 
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forces  J  +  J/9  B  +  B/,  C-\-Cê9  parallèles  aux 
droites  Oxy  Ojr,  0z9  et  auxquelles  correspondent 
les  vitesses  a+a/9  b+bt9  c^f-ci9  car  à  la  somme 
des  forces  répond  la  somme  des  vitesses ,  d'après  ce 
qu'on  a  vu  dans  le  n°*2i5.  En  désignant  donc  par  vt% 
la  vitesse  que  le  mobile  doit  prendre  ,  on  aura 

v/=  (a +«,)•+ (b  +  b,y  +  tc+c,y; 

et  si  Ton  voulait  déterminer  la  nouvelle  direction  de 
•on  mouvement,  on  aurait 

fl+g/  b  +  bÂ  c  +  Cj 

~ï~»         "ITT»         ~v      ' 

pour  les  cosinus  des  angles  qu'elle  fait  avec  les  axes 
Oxy  Oy9  Oz. 

•  Pendant  un  tems  quelconque  fi, ,  qui  succède  au 
tems  fi ,  le*  projections  du  mobile  sur  les  axes  >  par- 
courront des  espaces  (*+*,)  A,9  (b+b) .  9,9  (<N-*,)  A,  » 
donc  à  la  fin  du  tems  fl  +  fl,,  les  distances  de  ce* 
points  au  point  09  seront 

aê+(a  +  a,).tét      M+{*  +  *,).a,f      cS+fc+O.ft,. 

Appliquons  encore  au  mobile,  à  la  fin  du  tems 
fi -M,,  des  forces  dont  les  composantes  parallèles 
aux  axes,  soient  A%9  B%9C%9  et  auxquelles  corres- 
pondent les  vitesses  a%9  b%9  c%.  On  verra  sans  peine 
que  les  projections  sur  les  axes  décriront ,  pendant 
un  troisième  intervalle  de  temps  fi»,  des  espaces 

(*+«,+«M>  (*+*,+  *0-§o  {c+ct+c%yA;  de 
sorte  qu'à  la  fin  du  tems  0H-0,+&»>  "s  projections 
se  trouveroût  à  des  distancés  du  point  O,  égales  à 
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rf+(*  +  *,).,*,  +  <fa  +  */+«0.fci 

•» + (*+*,)••,  +  c*  +  *,+ *o.».* 
cfl  +  (c  +  c^.a.+cc  +  c,+o.a,. 

Continuons  de  même ,  et  considérons  successive- 
ment un  nombre  quelconque  d'intervalles  de  tems , 
représentés  par  0,6,,  8,. . . .  ô»;  soient,  en  général , 
AnJ  Bny  Cmy  les  composantes  parallèles  aux  axes,  des 
forces  que  Ton  applique  au  mobile  au  commence- 
ment de  l'intervalle  quelconque  6»;  désignons  p^r 
**t  b*>  c*9  les  vitesses  correspondantes  à  ces  forces,; 
enfin  soient  x,jr>  *>  les  espaces  parcourus  par  les 
projections  de  m  sur  les  axes ,  depuis  le  commence- 
ment du  içms  Ô  jusqfe'à  la  fin  du  tems  8»;  noqs  aurons, 
en  généralisant  ce  qu'on  vient  dé  trouver, 

Au  moyen  de  ces.  valeurs  de  x9jr7z,qai  sont  leys 
Hrois  coordonnées  du  mobile,  rapportées  aux  axes 
Ox,  Oy,  Oz9  on  déterminera  immédiatement  sa  po- 
sition dans  l'espace,  satisètre  obligé  de  construite  le 
polygone  qu'il  décrit.  Chacune  de  ces  valeurs  »  prise 
isolément,  renferme  la  loi  du  mouvement  de  la  pro- 
jection de  ce  point,  matériel  sftr  l'axe  correspondant. 

si 6.  Il  se  présente  ici  une  observa tidn  importante 
à  faire ,  relativement  à  la  composition  dés  valeurs 
de  Xyjy  z.  Elle  nous  montre  clairement  que  l'es- 
pace parcouru  par  la  projection  du  mobile  my  sur 
l'un  des  trois  axes,  ne  dépend  que  des  vitesses  qui 
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seraient  produites  par  les  forces  parallèles  à  cet  axe; 
si  ces  composantes  agissaient  seules  sur  le  mobile  ; 
de  manière  que  cet  espace  n'est  aucunement  modifié 
par  Faction  des  forces  parallèles  aux  deux  autres 
axes.  Ainsi  la  valeur  de  x  ne  renferme  que  les  vi- 
tesses a>  ayJ  a,,.... a,,  qui  seraient  imprimées  au 
mobile  par  les  forces  Ay  Af9  A%, . . . .  Any  parallèles 
à  Taxe  Ox9  si  toutes  les  autres  étaient  nulles  ;  de 
même  l'action  des  forces  parallèles  aux  axes  Ox9  Ozy 
ne  contribue  ni  à  augmenter  ni  à  diminuer  la  valeur 
de  j  ;  et  celle  de  z  est  la  même  que  si  les  forces  pa- 
rallèles à  Taxe  Ozy  avaient  agi  seules  sur  le  mobile. 

Comme  ce  résultât  est  indépendant  de  la  gran- 
deufr  des  intervalles  de  tems  0,  6,,  0», ...  •  0„,  qui  sé- 
parent les  actions  des  forces  appliquées  successive- 
ment au  mobile,  ainsi  que  de  la  grandeur  des  vitesses 
dues  à  ces  forces,  il  s'ensuit  qu'on  peut  Fe tendre  au 
cas  où  ces  intervalles  et  ces  vitesses  deviennent,  en 
tout  où  en  partie,  infiniment  petits ,  c'est-à-dire,  au 
cas  où  le  mobile  est  soumis  à  l'action  d'une  ou  plu- 
sieurs forces  accélératrices,  combinées  avec  d'autres 
forcés  dbnt  Faction  est  instahtanéè. 

Concluons  donc  que  ti  ton  décomposé'  en  trois 
forces  parallèles  à  trois  axes  fixes  y  les  forces  quel- 
conques qui  produisent  le  mouvement  curviligne  dun 
point  matériel,  et  si  ton  considère  comrte  des  points 
mobiles  les  projections  du  point  matériel  sur  ces 
axes  9  le  mouvement  sur  chaque  axe  sera  du  aux  forces 
parallèles  à  cette  ligne,  et  le  même  que  si  les  autres 
forces  étaient  nulles. 

Dans  chaque  cas  particulier,  on  déterminera  les 
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mouvemens  sur  les  axes,  d'après  les  équations  du 
mouvement  rectiligne  données  dans  le  chapitre  pré- 
cédent; la  solution  d'un  problème  quelconque ,  rela- 
tif au  mouvement  curviligne,  sera  donc  réduite  à 
considérer  trois  mouvemens  rectilignes,  ou  seule- 
ment deux,  quand  on  sera  certain,  par  la  nature  de 
la  question ,  que  le  mobile  doit  toujours  rester  dans 
un  même  plan;  car  alors  on  pourra  prendre, dans  ce 
plan,  deux  des  trois  axes  coordonnés. 

217.*  Pour  éclaircir  ceci  par  un  exemple  fort  sim- 
ple, considérons  le  mouvement  d'un  point  matériel 
pesant,  auquel  on  imprime  une  vitesse  dirigée  sui- 
vant une  droite  horizontale. 

Il  est  d'abord  évident  que  le  mobile  ne  saurait 
sortir  du  plan  vertical  mené  par  cette  droite ,  puisque 
tout  est  semblable  de  part  et  d'autre  de  ce  plan;  de 
plus,  si  l'on  fait  abstraction  de  la  pesanteur,  afin  de 
déterminer  le  mouvement  de  la  projection  sur  cette 
même  droite,  on  voit  qu'il  sera  uniforme  et  dû  à  la 
vitesse  donnée  ;  de  même,  en  supposant  cette  vitesse 
nulle,  on  voit  que  le  mouvement  de  la  projection 
sur  la  verticale  menée  par  le  point  de  départ ,  sera 
uniformément  accéléré  ;  or,  en  vertu  du  théorème 
précédent,  ces  deux  mouvemens  doivent  avoir  lieu 
ensemble,  sans  s'altérer  en  aucune  manière;  il  s'en- 
suit donc  que  la  courbe  décrite  par  le  mobile  sera 
telle,  que  les  abcisses  horizontales,  comptées  du  point 
de  départ,  croîtront  proportionnellement  au  tems, 
tandis  que  les  ordonnées  verticales,  comptées  du 
même  point,  croîtront  proportionnellement  au  carré 
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du  tema  :  les  abcisses  seront  donc  proportionnelles 
aux  carrés  des  ordonnées  ;  et  par  conséquent  la 
courbe  décrite  sera  une  parabole,  qui  aura  son  grand 
axe  vertical,  et  son  sommet  au  point  de  départ*  Quant 
au  paramètre  >  il  dépendra  du  rapport  de  la  vitesse 
donnée  à  la  pesanteur.  Nous  reprendrons  bientôt, 
plus  en  détail,  la  solution  de  ce  problème. 

21 8.  Le  théorème  précédent  est  essentiellement 
fondé  sur  la  loi  des  vitesses  proportionnelles  aux 
forées  qui  les  produisent,  sans  laquelle  il  n'aurait 
pas  lieu.  Voici  un  corollaire  général  qui  s'en  déduit 
immédiatement  et  qui  va  nous  fournir,  par  son  ac- 
cord avec  l'expérience,  une  confirmation  frappante 
de  cette  loi  que  nous  avons  admise  comme  étant 
celle  de  la  nature  (n°  193). 

Considérons  un  plan  indéfini,  sur  lequel  se  meu- 
vent un  nombre  quelconque  de  points  matériels  sou- 
mis à  des  forces  dirigées  dans  ce  plan  ;  supposons 
que  l'on  applique  à  tous  les  points  de  ce  plan  des 
forces  égales  entre  elles ,  et  qui  lui  soient  perpendi- 
culaires; de  sorte  que  ce  plan  soit  mis  en  mouvement 
dans  l'espace,  en  restant  toujours  parallèle  à  lui- 
même.  Il  est  évident  que  chacun  des  points  mobiles 
sur  le  plan,  se  trouvera  soumis  à  l'action  simultanée 
des  forces  particulières  qui  agissaient  d'abord  sur  lui , 
et  de  la  force  appliquée  à  tous  les  points  du  plan  ;  le 
mouvement  de  chaque  point  matériel  daqs  l'espace 
sera  donc  produit  par  la  résultante  de  ces  différentes 
forces;  or,  d'après  le  théorème  du  r>#  216,  si  l'on 
rapporte  le  mouvement  à  trois  axes  fixes,  dont  un 
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soit  perpendiculaire  et  les  deux  autres  parallèles  à  ce 
plan  mobile,  les  mouvemens  des  projections  des  mo* 
foies  sur  ces  deux  derniers  axes  *  ne  seront  point  al- 
térés par  ta  forée  parallèle  au  premier,  ou  autrement 
dit,  le  mouvement  de  chaque  point  matériel  sur  le 
plan  devenu  mobile,,  demeurera  le  même  que  si  ce 
plan  f&t  resté  en  repos* 

Ce  résultat  est  conforme  à  une  expérience  que  nous 
avons  souvent  l'occasion  de  répéter,  et  qui  nous 
prouve  qu'un  mouvement  commun  à  tous  les  corps 
d'un  système,  n'altère  pas  les  mouvemens  particu- 
liers de  ces  corps,  c'est-à-dire,  que  ces  corps  con- 
servent entre  eux  les  mêmes  distances  et  les  mêmes 
vitesses  relatives ,  que  si  le  mouvement  commun 
n'existait  pas. 

319.  Cherchons  maintenant  les  équations  diffé- 
rentielles du  mouvement  curviKgne  d'un  point  ma- 
tériel, soumis  à  l'action  d'une  ou  plusieurs  forces 
accélératrices,  et  à  celle  d'une  autre  force  qui  lui  a 
imprimé  instantanément  une  vitesse  finie  k  l'origine 
de  son  mouvement. 

Après  un  temps  quelconque  t>  soient  x>  yy  z>  les 
trois  coordonnées  rectangulaires  du  mobile,  rappor- 
tées aux  trois  axes,  fixes  Oxy  Ojr,  Oz;  ces  coordon- 
nées seront  des  fonctions  de  t>  et  le  mouvement  sera 
entièrement  déterminé  quand  ces  fonctions  seront 
connues ,  puisqu'alors  on  ans*,  à  chaque  instant,  la 
position  dumohile  dans  l'espace.  Décomposons  cha- 
cune des  force*  accélératrices  données ,  en  trois 
autres,  parallèles  aux  axes  des  coordonnées,  et 
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soient  X,  F,Z,  les  sommes  des  composantes  res- 
pectivement parallèles  aux  axes  des  x,  des jr  et  de&£. 
Les  quantités  Xy  Y,  Z  seront  données  dans  chaque 
cas  particulier ,  en  fonction  de  x9  jr9  z;  et  je  les  sup- 
poserai positives  ou  négatives,  selon  que  les  forces 
qu'elles  représentent  tendront  à  augmenter  ou  à  di- 
minuer les  coordonnées  du  mobile. 

D'après  ce  qu'on  vient  de  démontrer,  le  mouve- 
ment de  la  projection  du  mobile  sur  chaque  axe, 
est  dû  aux  forces  parallèles  à  cet  axe*  En  appliquant 
donc  à  chacun  de  ces  trois  mouvemens  rectilignes  , 

l'équation  générale  -g£  =^  du  n*  198 ,  on  aura 

i£-x>    iâ*-'Y>     d?-z-        (m)    . 

Telles  sont  les  équations  générales  du  mouvement 
d'un  point  matériel  dans  l'espace.  On  voit  que  la  vi- 
tesse initiale  du  mobile  n'y  entre  pas;  mais  cette  vi- 
tesse et  sa  direction  serviront,  avec  la  position  du 
mobile  à  l'origine  du  mouvement,  à  déterminer  les 
constantes  arbitraires  qui  doivent  completter  les  in- 
tégrales de  ces  équations  ;  lesquelles  constantes  se- 
ront au  nombre  de  six ,  puisqu'il  s'agit  de  trois  équa- 
tions différentielles  du  second  ordre.  La  solution 
complette  de'  chaque  problème  particulier  exigera: 
donc  que  l'on  intègre  le  système  de  ces  trois  équa- 
tions, et  que  l'on  détermine  ensuite  les  constantes 
arbitraires  de  leurs  intégrales ,  d'après  les  conditions 
initiales  du  mouvement.  Mais,  si  l'on  sait  d'avance 
que  le  mobile  doit  se  mouvoir  dans  un  plan  donné, 

on 
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on  simplifiera  la  question  en  le  prenait  pour  l'un  de» 
trois  plans  des  coordonnées ,  par  exemple  ,  pour 
celui  des  xyyf  il  faudra  y  pour  cela,  que  la  force  Z 
n'existe  pas,  et  Ton  aura  aussi  z=o  :  le  problème 
alors  ne  dépendra  plus  <jtre'de  deux  équations  diffé- 
rentielles secondes,  savoir,  des  deux  premières  équa- 
tions (//*). 

Lorsqu'on  sera  parvenu  à  intégrer  les  équations  (/t*)^ 
on  aura,  dans  le  cas  général,  trois  équations  entre  x9 
j-,  zet  t;  si  l'on  élimine  le  tems  t9  entre  elles,  il  en 
restera  deux,  entre  les  coordonnées  x,jtj  zy  qui  seront 
les  équations,  de  la  courbe  décrite  par  le  mobile  dans 
l'espace  :  on  appelle  cette  courbe,  qui  sera  généra- 
lement à  double  courbure,  la  trajectoire  du  mobile.  § 

a  20.  Le  cas  particulier  le  plus  simple  que  l'on 
puisse  considérer,  est  celui  dans  lequel  les  trois 
forces  X9  Y,  Z  sont  nulles.  Lès  équations  (m)  se 
réduisent  alors  à 

frx  dy  d*z 

4F=°'     W=°>     dT*=0;    . 

d'où  l'on  tiré,  en  intégrant, 

x  —  at  +  a',      y  =  bt+b\      z^zct  +  c'; 

ç,  by  0,  d,b\  c'y  étant  les  six  constantes  arbitraires. 
Si  l'on  place  l'origine  des  coordonnées  au  point  de 
départ  du  mobile,  et  que  Ion  compte  le  tems  t9  de 
l'instant  de  ce  départ,  on  aura,àlafoisrar=o,^-=o,- 
s=o,  /r=o  ;  d'où  il  suit  */:=*>;  i=t=o,  c'=o;  et  par 
conséquent 

x*=:at,      y=bt,      z  =  ct, 
1.  21 
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En  éliminant  *,  on  a 

a  b 

c     *      J       c     ' 

ce  qui  nouT  apprend  que  la  trajectoire  est  une  ligne 
droite. 

Soit  u  la  partie  de  cette  ligne ,  comprise  entre  l'ori- 
gine et  le  point  qui  répond  aux  coordonnées  x>  f> 
z;  nous  aurons 

u  étant  proportionnelle  au  tems,  il  s'ensuit  que  le  mou- 
vement du  point  matériel  dans  l'espace,  est  uniforme, 
comme  celui  de  chacune  de  ses  projections  sur  les 
axes.  La  vitesse  du  mobile  est  V*°+ £*+£*]  celles 
des  projections  sont  a,  h,  c  ;  or,  en  général,  la  vi- 
tesse de  la  projection  d  un  point  matériel  sur  une 
droite,  est  ce  qu'on  appelle  la  vitesse  de  ce  point  dé- 
composée suivant  cette  droite  :  a>b9c  s'appelleront 
donc  les  composantes  de  la  vitesse  v^«* +*•+«*  sui- 
vant les  trois  axes;  et  réciproquement  Va*  +  **+cî* 
sera  la  résultante  des  vitesses  a,  6,  c. 

Si  l'on  désigne  par  et,  £,  yf  les  angles  que  fait  la 
direction  de  cette  résultante  avec  les  axes  des  x, 
des/  et  des  z,  et  si  Ton  observe  que  x,  j>  z  sont  les 
projections  de  u  ,  sur  ces  axes ,  on  aura 

x  =  u.cos.*,     y=z.  u. co$. C ,      z'=zu.coh.yf 
mettant  pour  x,y,  ztlu  leurs  valeurs  ,  divisant  par  t, 
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•t  faisant  pour  abréger, 

il  vient 

6SV.CQ8.*,         &±?V.COS*C9         C^WCÔfli^v 

Ces  quatre  dernières  équations  renferment  toute 
là  théorie  de  la  composition  et  de  la  décomposition 
des  vitesses,  ou  des  mouvemens  uniformes;  et  l'on 
Voit  que  ces  deux  Opérations  -,  inverses  Tune  de 
l'autre,.  Se  feront  d'après  les  mêmes  règles  que  la 
composition  et  la  décomposition  des  forces  (n*  20) } 
ce  qui  vient  de  ce  que  les  vitesses  sont  entre  elles  , 
dans  le  taème  rapport  que  les  forces  qui  les  pro- 
duisent. 

.  aait  É.epi*ent>ns  \e  Caà  général  où  JT,  K,  Z  sont 
fies  forces  accélératrices  données* 

Si,  à  une  époque  quelconque  du  mouvement,  oit 
Suppose  que  ces  forces  viennent  à  Cesser  subitement 
leur  action  sur  le  mobile  >  le  mouvement  sûr  chaque 
ûxe  des  coordonnées  deviendra  uniforme  :  la  vitesse 

sera  g-  sur  Yàtè  des.£,  ^  sur  l'axe  desj,  g-  sur  l'axe 

des  z  (n*  197);  pat  Conséquent  le  mouvement  du 
corps  dans  l'espace,  se  changera  en  un  mouvement 
ïectiligne  et  uniforaie;  et  si  nous  désignons  par  v  la 
vitesse  de  ceiAouvement,  par  as  l'élément  de  la  tra- 
jectoire ,  ou  S/dx%-+*  4ra+  <&%  n<>us  aurons ,  d'après 
le  n*  précédent, 

t  /<ix*    \    dy*    ;    &'        es 

21.. 
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Nous  aurons  aussi,  en  appelant  a,  6,7,  les  angles 
que  fait  la  direction  de  cette  vîtçpse  avec  les  axes 
des  x,f,  *> 

dx  M      dy  dz 

ds 
ou  bien,  en  mettant  pour  v  sa  valeur  -t-,  et  divisant 

par  cette  valeur, 

■  dx  >      dy  dz 

Or,  on  sait  que  les  connus  des  angles  que  hit  h  tan» 
gente  à  lé  trajectoire,  avec  les  axes  des  coordonnées, 

•    »  dx    dy    dz    ••         » 

sont  aussi  égaux  aux  rapports  ^-,*  J  9  -=-*,  il  en  faut 

donc  conclure  que  la  direction  de  la  vitesses  coïncide 
avec  cette  tangente. 

frous  voyons  par  là  que  si  Ton  supprimait  tout* 
à-coup  les  forces  qui  infléchissent  et  qui  font  va- 
rier le  mouvement  d'un  point  matériel  dans  l'espace, 
le  mobile  s'échapperait  par  la  «tangente  à  la  trajec- 
toire ,  avec  une  vitesse  égale  à  l'élément  de  cette 
courbe,  divisé  par  l'élément  du  tem&.. 

222.  On  parvient  encore  à  cette  conclusion,  d'une 
autre  manière  qu'il  né  sera  pas  inutile  d'indiquer. 
Quel  que  soit  le  mouvement  d'un  point  matériel , 
on  peut  partager  la  ligne  qu'il  décrit  ern  une  infi- 
nité d'élémens  infiniment  petits ,  que  l'on  regardera 
comme  des  lignes  droites  décrites  d'un  mouvement 
uniforme.  La  vitesse  du  mobile,  tant  qu'il  restera  sur 
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un  même  élément,  eera^Oïw?  égjfle  à  la  longueur  de 
cet  élément ,  divisée  par  le  tara»  infiniment,  îfetit , 
employé  à  parcourir  celte  longueur.  Or  y  si  l'on 
supprime  à  un  instant 'quelconque,  les  forces  accé- 
lératrices ,  le  mokil*,  en  tertu  de  l'inertie  de  la 
matière,  doit  continuer  à  se  mouvoir  avec  la  même 
vitesse  sur  le  prolongement  de  l'élément  q^'il  décrit 
à  cet  instant,  lequel  prolongement  n'es V autre  cliose 
que  la  tangente  à  la  trajectoire  ;  il  s'échappera  donc 
par  cette  tangente  ,  avec  une  vitesse  égale  au  rap- 
port de  l'élément  de  la  courbe  à  celui  du 4exns, 

223.  Dans  le  mouvement  curviligne,  on  entend 
par  la  vitesse  du  mobile  à  un  instant  quelconque  ,. 
celle  du  monvement  rectiligue  et  uniforme  ,  qui 
aurait  lieu  si,  à  cet  instant,  les  causes  qui  infléchis* 
sent  et  font  varier  le  mouvement  *  venaient  k  cçsset 

leur  action  :  cette  vitesse  est  donc  égale  à  -£ ,  et. 

dirigée  suivant  la  tangente  à  la  trajectoire. 

La  variable  s  est  une  fonction  du  tems  qui  exprime- 
la  longueur  de  la  ligne  combe,  parcourue  par  le 
oraobile;  ainsi,  Ton  peut  dire  qu'ici,  comme  dans 
le  mouvement  rectiligne,  la  vitesse  est  égale  au 
premier  coefficient  différentiel  de  l'espace  parcouru, 
considéré  comme  une  fonction  db  tems. 

On  peut  aussi  remarquer  que  le  second  coeffi- 
cient différentiel  de  cette  fonction  exprime  la  force 
accélératrice  ,  décomposée  suivant  la  tangente  à  la- 
trajectoire.  En  effet ,  pour  avoir  cette  force ,  il  faut 
décomposer,  suivant  sa  direction,  IqiUçs  Je*  force»* 
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qui  agissent  sur  le  mobile  ;  or ,  ces  forced  sont 

X,YjZ>  dont  les  composantes  suivant  la  tangente 

Si  la  trajectoire  ,  sont  X.  ^  ,  Y.  J£,  Z .  ^  puisque 

ÏE"  >  T*9  S8011'  *cs  cog"lus  <ks  angles  compris  entre 
cette  droite  et  les  axes  des  or,  jr,  z;  leur  somme  * 
en  *yant  égard  aux  équations  (/»),  sera  donc 

'  *^  ; 

mais  eu  différentiant  l'équation  identique, 

il  vient 

ce  qui  réduit  la  quantité  précédente  à  ^s  >  qui  est  s 

comme  nous  l'avons  avancé,  la  force  accélératrice  du 
mobile  décomposée  suivant  la  tangente  à  la  tra- 
jectoire, 

424.  Si  Von  ajoutées  équations  (m)>  après  avoir 
multiplié  la  première  par  *dx>  I4  deuxième  p*r  ^r, 
}*  dernière  par  ads,  qn  trouve 

Ct  en  intégrant 

(?  étant  une  constante  arbitraire. 
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Lorsque  la  formule  Xdx  -+•  Ydy  -\-Zdz  ,  qui  se 
trouve  sous  le  signe/,  sera  une  différentielle  exacte 
à  trois  variables  x,y,z,  cette  dernière  équation 
donnera  la  vitesse  du  mobile  en  un  point  quelcon- 
que de  la  trajectoire,  pourvu  que  Ton  connaisse 
cette  vitesse  en  un  point  déterminé*  En  effet ,  en 
intégrant  cette  formule,  on  aura  une  certaine  fonc- 
tion de  x9jry  s,  que  je  désignerai  par  f(x  jJVO* 
et  l'équation  précédente  deviendra 

Or,  si  Ton  représente  par  À^  la  vitesse  au  point  de 
la  trajectoire  dont  les  coordonnées  sont  a  ,  £,  c,  on. 
aura,  pour  déterminer  C% 

^=C  +  fl/(a,*,  *U 

d'où  Ton  conclut 

"*  —  J*=*if(x$y>z)~ af(a,  b%  c>; 

équation  qui  fera  connaître  la  valeur  de  c,  quand 
celle  de  A  sera  donnée,  et  que  les  coordonnées 
xyjyZy  a  ,  £ ,  c ,  correspondantes  à  ces  deux  vitesses, 
seront  aussi  connues. 

225.  Il  est  remarquable  que  L'on  puisse  déterrai-* 
*er  la  différence  des  carrés  des  vitesses,  en  deux 
points  de  la  trajectoire ,  au*  moyen,  seulement  des 
coordonnées  de  ces  points ,  et  sans  connaître  la 
courbe  que  le  mobile  suit  en  passant  d'un  poiht  à 
l'autre.  Mais  on  ne  doit  point  oublier  que  ce  résultat: 
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suppose  que  Xdx-±-  Ydy+Zdz  e&%  un$  différen- 
tielle exacle  à  trois  variables;  ce  qui  n'a  pas  toujours 
lieu  dans  la  nature.  Si ,  par  exemple ,  les  forces 
X y  Y9Z,  proviennent  d'un  frottement  cm  de  la  ré- 
sistance d'un  fluide  ,  elles  renfermeront  dans  leurs 

valeurs  les  vitesses^,  h£,  -^,  ainsi  qu'on  le  verra 

bientôt  ;  par  conséquent  la  formule  Xdx-\-  Ydjr-\-Z<k 
ne  saurait  être  alors  la  différentielle  exacte  d'unq 
fonction  de  xyjr9  z,  regardées  comme  des  varia- 
bles indépendantes  :  pour  l'intégrer  dans  ce  cas  , 
il  faudra  y  substituer  les  valeurs  de  ces  variables  et 
de  leurs  différentielles  en  fonction  du  tems  >  ce  qui 
suppose  déjà  le  problème  résolu. 

Il  existe  un  cas  particulier,  fort  étendu,  dans 
lequel  cette  formule  est  une  différentielle  exacte  ; 
c'est  celui  où  toutes  les  forces  accélératrices  qui 
agissent  sur  le  mobile  sont  dirigées  vers  des  centres 
fixes  ,  et  où  l'intensité  de  chacune  d'elles  est  une 
fonction  de  la  distance  du  mobile  à  son  centre 
dactiqn. 

Soit ,  pour  le  prouver  ,  F  l'intensité  d'une  pa- 
reille force,  dirigée  vers  un  point  fixe;  Z,  wi,n  les 
coordonnées  de  ce  point; y*  sa  distance  au  mobile 
dont  les  coordonnées  sont  les  variables  jc9  f ,  a  :  JF* 
sera  une  fonction  de  f,  et  l'on  aura 

Les  cosinus  des  angles  que  fait  la  ligne  f>  avec  les 
axes  des  x>  des jr  et  des  zy  seront,  comme  il  est 
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aisé  de  le  voir  , 

rc —  /  y — -m  z —  n 

~T~'       /  '     T"' 

les  composantes  de  F,  parallèles  à  ces  axes,  seront 
donc 

-j-.f,     —-F>       /   ^ 

par  conséquent  5  la  partie  de?  la  valeur<le  Xdœ-\-Ydf 
*j~Zd&,  qui  provient  de  ïa  force  Fy  sera  Fdfy  en 
observant  que 

Donc ,  si  l'on  a  un  nombre  quelconque  de  forces 
semblables  à  F9  représentées  par  F'y  F'y  etc. ,  et 
dirigées  vers  des  points  fixes  dont  les  distances  mo- 
biles soient  fy  f\  etc. ,  on  aura,  en  ayant  égard  à 
toutes  ces  forces  , 

Xdx  +  Ydy  +  Zdzz^.Fdf+F'df  +  F'df  +  etc.  : 

or>  tous  les  termes  de  cette  valeur.,  et  par  consé- 
quent la  valeur  entière  9  sont  des  différentielles 
exactes  ,  puisque  F  est  une  fonction  àef>  F*  de/*, 
F'  de/',  etc. 

Si  une  ou  plusieurs  de  ces  forces  étaient  dirigées 
vers  des  centres  mobiles  ;  61 ,  par  exemple ,  les 
coordonnées  ly  my  ny  n'étaient  pas  constantes  ,  la 
valeur  précédente  de  dfne  serait  plus  complète  ,  et 
la  formule  Xdx-\*  Y(fy-\-Zdz  ne  serait  plus  une 
différentielle  exacte. 
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m6.  Lorsque  le  mobile  est  sollicité  par  une  seule 
force,  dirigée  vers  un  point  fixe,  on  obtient  immé- 
diatement trois  intégrales  premières  des  équations 
(m)  ,  qu'il  est  important  de  connaître. 

Plaçons  l'origine  O  des  coordonnées  à  ce  point 
fixe;  soit  m  une  position  quelconque  du  mobile; 
prenons  la  droite  Om,  pour  représenter  l'intensité 
de  la  force  qui  lui  est  appliquée  ,  et  qui  agit  suivant 
cette  droite.  Si  Ton  construit  le  parallélépipède  dont 
Om  est  la  diagonale ,  et  qui  a  ses  trois  côtés  sur  les 
axes  Ox,  Ojr  9  Ozy  il  est  évident  que  ces  côtés  seront 
les  coordonnées  x,jj  &du  point  m;  les  forces  X,  Y, 
Z,  qui  sont  les  composantes  de  la  force  Om,  suivant 
ces  axes ,  seront  donc  représentées  par  es  coor- 
données; par  conséquent,  on  aura 

X\Y\Z\\x\y\zy 

«Toù  Ton  tire 

xY—yX,      zXz=xZ,     yZ  =  zY. 

Or ,  les  équations  (m)  donnent,  par  une  combi- 
naison fort  simple  , 


r—  jr^x  =  (xr—  yX).dt*t    \ 
~x&z  =  (zX—xZ).dr,    >  (m') 

—  zdy  =  (yZ  —  zY).dr.    ) 


xdy  —y&x  =  (  xY  —yX).dt*t 

z&x> 

yd>z 


En  vertu  des  équations  précédentes,  les  second» 
membres  de  celles-ci  sont  nuls;  d'ailleurs  leurs  pre- 
miers membres  sont  les  différentielles  de  xdj — jdx± 
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$dx—~xd%  pfdz-^&fyi  on  aura  donc,  en  intégrant , 

$dy—ydx=cdt>  zdx>~x4z3=c'dt,  yd^^%ày=.t"àX\   (m*) 

e>  c'>  c"y  étant  des  constantes  arbitraires. 

Si  Von  ajoute  ces  intégrales ,  après  avoir  nralti*» 
plié  la  première  par  * ,  la  deuxième  par/  4  la  troi- 
sième par  x  9  on  trouve  ; 

«6+  (fy+c'x  sz  o. 

Cette  équation  appartenant  à  un  plan,  il  en  faut 
conclure  que  dans  le  cas  que  nous  considérons ,  la 
trajectoire  est  une  courbe  plane;  et  en  effet,  tout  est 
semblable  de  part  et  d'autre  du  plan  mené  par  la 
direction  de  la  vitesse  initiale  du  mobile,  et  par  la 
point  fixe  vers  lequel  la  force  qui  le  sollicite  est 
constamment  dirigée  ;  il  n'y  a  donc  pas  de  raison 
pour  que  le  mobile  sorte  de  ce  plan  ,  qui  sera  celui 
de  sa  trajectoire, 

22j.  Pour  énoncer  un  théorème  remarquable  que 
les  équations  (m")  renferment,  considérons  la  pro- 
jection du  mobile  sur  le  plan  des  x  yy.  Soit  p  cette 
projection,  rson  rayon  vecteur  Op>  et  9  l'angle 
xOp  compris  entre  ce  rayon  et  l'axe  des  xj  on  aura 
a?=r . cos . p,  jrrss r.sin.v;  d'où  Ton  tire 

xdy  —  yd*  =  fdv. 

Prenons  l'angle  infiniment  petit  p'Op  pour  repré- 
senter l'angle  dp,  de  manière  que  Op  et  Op  soient 
deux  rayons  vecteurs  consécutifs  de  la  projection  du 
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mobile,  et  ppf  l'arc  décrit  par  cette  projection  pendant 
l'instante  :1e  secteur  pOp'  sera  Faire  décrite  par  son 
rayon  vecteur  pendant  cet  instant  ;  or  ,  en  négligeant 
les  quantités  infiniment  petites  du  second  ordre,  ce 
secteur  pOp'  peut-être  regardé  comme  un  secteur  cir- 
culaire, et  son  aire  est  égale  a  \.i*dv9  ou  à  la  moitié 
àeacdjr — ydx;  donc;  en  vertu  de  la  première  des  ■ 
équations  (/»")  cette  aire  sera  une  quantité  constante 
et  égale  à  \.cdt\  par  conséquent  Taire  décrite  par 
le  même  rayon ,  pendant  un  tems  t  quelconque  ,  est 
proportionnelle  k  ce  tems,  et  égale  à  i.ct.  Les  deux 
autreséquations  (m")  signifient  de  même  que  les  aires 
décrites  par  les  rayons  vecteurs  des  projections  du 
mobile  sur  les  p]an$  des  xfz9e%  desjr ,  s,  sont  pro* 
portionnçlles  au  tems  employé  à  les  décrire. 

Ainsi,  toute*  les  fois  quq  la  force  accélératrice  qui 
Hgit  sur  un  mobile  ç$t  constamment  dirigée  vers  un 
point  Jucey  les  aires  décrites  autour  de  ce  point ,  par 
le  rayon  vecteur  du  mobile ,  projeté  sur  un  plan  mené 
par  ce  même  point,  sont  proportionnelles  au  tems 
employé  à  tes  décrire.  Rien  n'empêche  en  effet  de 
prendre  ce  plan  quelconque,  pour  F  un  des  trois» 
plans  des  coordonnées  x9y>z. 

Réciproquement ,  quand  cette  propriété  a  lien 
relativement  i  trois  plans  rectangulaires  >  on  en  peut 
conclure  que  la  résultante  des  forces  qui  agissent 
sur  le  mobile  est  constamment  dirigée  suivant  la 
droite  qui  joint  le  point  d'intersection  de  ces  trois 
plans  et  le  mobile. 

En  effet ,  en  plaçant  l'origine  des  coordonnées 
X>J>S>  e&  ce  pdint,  et  prenant  les  trois  plans  don- 
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a  es  pour  ceux  de  ces-  coordonnées,  les  trois  aires 

d'après^l'hypothèse  ;  leurs  différentielkstfrfa/-^J^r, 
%frx-~xd%%,jr<frz--zd*j,  seront  donc  nulles*;  et  l'on 
aura,  en  vertu  des  équations  (m') , 

*•  «  •       *       ... 

Or  il  s'ensuit  que  .tes  composantes  Jl,  Jfy£,  sont 
entre,  elles  comme  le^  coordonnées  x ,  y>  z  j  parç 
conséquent  leur  résultante  est  dirigée  suivant  la 
droite  qui  joint  le  mqbiLe.e$  l'origine  de, ces  coor- 
données ,  puisque  cette  ljgne  est  la  diagonale  du 
parallélépipède  dont  a:  y  j'y  z  sont  les  trois  côtés. 

228.  Puisque  la  trajectoire  d'un  mobile  sollicité 
par  une  force  dirigée  vers  un  centre  fixe  ,  est  une 
courbe  plane  >  et  que  dans  l'énoncé  du  théorème 
précédent,  la  direction  du  plan  de  projection  est 
arbitraire  y  il  en  résulte  que  ce  théorème  a  également 
lieu,  par  rapport  aux  aires  décrites  par  le  rayon  vec- 
teur du  mobile  ,  dans  le  plan  même  de  la  trajec- 
toire. Cette  proposition  se  démontre  directement , 
de  la  manière  suivante. 

A  la  courbe  décrite  par  le  mobile ,  Substituons 
un  polygone  d'une  infinité  de  côtés  infiriimentpetits  J 
soient  mm  et  mm'  ( fig.  54 ) ,  deux  côtés  consécutifs 
de  ce  polygone ,  décrits  dans  des  intervalles  de  tems 
infiniment  petits,  que  nous  supposerons  égaux;  soit 
<aussi  Cy  le  centre  d'action  de  la  force  qui  agit  sur  le 
mobile  :  pendant  qu'il  décrit  les  èiAês'mm  et  irvri, 
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§.  II.  Mouvement  des  Projectiles  dans  le  vide  et 
dans  un  milieu  résistant, 

22Q.  .Noms  allons  maintenant  appliquer  cette 
théorie  générale  du  mouvement  curviligne,  à  un 
corps  pesant ,  projeté  avec  une  vitesse  quelcon- 
que ,  soit  dans  le  vide  ,  soit  dans  un  milieu  résis- 
tant ,  et  nous  commencerons  d'abord  par  le 
premier  cas. 

Il  est  évident  que  la  courbe  que  décrira  le 
projectile  sera  entièrement  comprise  dans  le  plan 
vertical  mené  par  la  direction  de  la  vitesse  de  pro- 
jection; prenons  donc  ce  plan  pour  celui  des 
x>jr;  l'axe  Ox  horizontal,  l'axe  Ojr  vertical,  et  les 
y  positives  au-dessus  de  Taxe  horizontal.  Il  neus 
suffira  des  deux  premières  équations  (m)  du  il*  a  19; 
de  plus,  la  force  accélératrice  X  sera  nulle ,  et  la 
force  Y  sera  égale  à  —g>  g  étant  la  pesanteur  que 
nous  regarderons  comme  une  force  constante.  Ces 
équations  deviendront  donc 

d'où  Ton  tire  en  intégrant 

x=zbt  +  V,     j  =  — Ç+c*  +  c'; 

cyc\by  V y  étant  les  constantes  arbitraires. 

Pour  les  déterminer ,  plaçons  l'origine  des  coor- 
données Xyj-y  au  point  de  départ  du  projectile, 

et 
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tt  comptons  le  téms  *,  de  l'instant  de  ce  départ; 
nous  aurons  ,  à  cet  instant  ,  *=o  ,  x^o,  j^=o  ; 
àonc  b'  =  o>  c=:o.  Désignons  par  a  la  vitesse  de 
projection  ;  pour  fixer  les  idées  ,  supposons  que  le 
corps  a  été  lancé  dans  l'angle  des  x  et  des^  positi- 
ves; soit  OJ(ûg.  55)  sa  direction  initiale,  et  a  l'angle 
AOx  y  que  cette  direction  fait  avec  Taxe  des  x  : 
ioo°  —  cl  sera  l'angle  de  cette  même  direction  avec 
Taxe  des  j-,  et  Ton  aura  a.cos.a,  a.sin.*  pour  les 
vitesses  horizontale  et  verticale  du  mobile,  à  l'origine 
du  mouvement.  Or,  à  un  instant  quelconque,  ces 

vitesses  sont  exprimées  par  -£  et  -fc  ;  on  a  >  en  dif- 

férentiant  les  valeurs  de  x  et  y  , 

dt=b>      3^=-^  +  cî 
faisant  donc  *=o ,  on  aura 

A  r^  a. cos.*      et      c£=â.an.«. 

Les  constantes  arbitraires  étant  ainsi  déterminées, 
les  valeurs  de  x  eXjr  deviennent 

Eliminant  t  entre  Ces  équations ,  on  trouvera,  pour 
celle  delà  trajectoire, 

J         ^  aû\cos\*       ' 

ce  qui  nous  fait  voir  que  cette  courbe  est  une  pa- 
rabole dont  le  grand  axe  est  vertical.  Au  sommet  % 
1.  M 
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que  je  suppose  être  le  point  C  >  la  tangente  est 

horizontale  ,  et  Ton  a  -£  —  o  ;  d'où  l'on  conclut, 

pour  les  coordonnées  OD  et  CD >  de  ce  point, 

Quant  à  la  vitesse  $n  un  point  quelconque  de  la 
trajectoire,  on  aura 

k  étant  cette  vitesse. 

23o.  L'ordonnée  CZ>  du  sommet  de  la  parabole 
exprime  la  plus  grande  hauteur  à  laquelle  le  mobile 
s'élève  sur  cette  courbe  ;  c'est  ce  qu'on  appelle  la 
hauteur  du  jet.  Après  avoir  atteint  le  sommet ,  le 
mobile  redescend,  et  comme  la  branche  descen- 
dante de  sa  trajectoire  est  semblable  à  sa  branche 
ascendante  ,  il  revient  couper  l'axe  des  x ,  en  un 
point  dont  l'abscisse  OB  est  double  de  celle  qui  ré- 
pond au  sopmet.  On  appelle  cet  abscisse  Y  amplitude 
du  jet ,  e  t  en  observant  que  2  •  cos .  cl  .  sin .  a=sin .  20e, 
on  a 

e 

où  Ton  voit  que  pour  une  force  de  projection  donnée, 
l'amplitude  est  la  plus  grande  ,  quand  le  projectile 
est  lancé  sous  un  angle  de  5o%  c'est-à-dire,  quand  on 
aa=5o0.  On  obtiendrait  aussi  cette  valeur  de  03, 
en  faisant  j-sk  o  dans  l'équation  de  la  trajectoire. 
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r  Là  vitesse  a  étant  toujours  donnée,  si  l'oû  de- 
mande quel  doit  être  l'angle  a ,  pour  que  le  pro- 
jectile atteigne  un  point  donné  ,  dont  les  coordon- 
nées sont  jc~€  ,f=zy,  on  mettra  ces  valeurs  dans 
4'équaûon  de  la  trajectoire,  et  Fon  aura,  p<Jur  dé- 
terminer *  , 

y  =  tang.*.C«— ■■      S       ..ft 

Pour  simplifier  cette  équation  ,  soit  A  la  hauteur 
due  à  la  vitesse  a  ,  de  manière  qu'on  ait  <fss*  a^* 
(n°  189)  ;  soit  aussi  tang.  ssse9  et  par  conséquent 

— ~  ài  +  a»;  notre  équation  deviendra 


d'où  Ton  tire 


_  *h  ±.  y/4h*—4hy—  è 


*=- — — r 


On  peut  donc ,  en  général  ,  atteindre  le  but 
donné  en  tirant  sous  deux  directions  différentes , 
puisque  nous  trouvons  deux  valeurs  de  tang. et; 
mais  si  l'on  a  i^hy  -+-£*>  4*%  ces  deux  valeurs  sont 
imaginaires,  et  le  problème  est  impossible. 

2  3 1.  Rien  ne  serait  donc  plus  simple  que  la  théo- 
rie des  projectiles  ,  si  l'on  pouvait  faire  abstraction 
de  la  résistance  que  l'air  oppose  à  leur  mouvement  ; 
mais  cette  résistance  est  trop  grande  pour  qu'il  soit 
permis  de  la  négliger,  et  nous  allons  maintenant  y 
«voir  égard. 
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La  résistance  d'un  milieu  quelconque  est  ime 
force  dirigée  suivant  la  tangente  à  la  trajectoire , 
toujours  en  sens  contraire  du  mouyement  du  mo- 
bile; une  telle  force  irempêchera  pas  Ja  trajectoire 
d'un  corps  pesant  d'être  uhe  courbe  plane  ,  com- 
prise dans  le  plan  vertical  qui  contient  la  direction  de 
la  vitesse  initiale;  nous  prendrons  donc  les  axes 
des  x  et  des  y  comme  précédemment  ;  de  plus , 
nous  désignerons  par  s  Tare  Om  (fig.  56)  delà  tra- 
jectoire ,  compris  entre  l'origine  dés  coordonnées, 
ou  le  point  de  départ  du  projectile ,  et  le  point  m 
qui  répond  aux  coordonnées  x  et  y  :  les  rapports 

3J  et  3T  wront  les  cosinus  des  angles  que  la  droite 

mTy  tangente  au  point  m,  a  la  trajectoire,  fait  avec 
les  axes  des  x  et  des  y;  en  désignant  donc  par  R, 
la  résistance  du  milieu,  et  observait  que  cette 
force  agit  suivant  le  prolongement  m T' de  la  droite 

ïïnTy  nous  aurons  —  R+j-  et — -S.s£,poursescom- 

^posaoles  horizontale  et  verticale;  et  il  est  aisé  de 
voir  que  soit  dans  la  branche  ascendante  de  la 
trajectoire;,  soit  dans  la  branche  descendante,  ces 
-valeurs  sont  positives  ou  négatives,  selon  que  la  force 
jR  tend  a  augmenter  ou  à  diminuer  les  x  et  les  y; 
en  ayant  donc  égard  en  outre  à  la  pesanteur,  que  je 
désignerai  par  g>  les  deux  équations  du  mouvement 
seront  (^219) 

.  <P  jc  dx  d?y  D  dy 

-dF—^dl-*        df=-S-R"d*m    -, 

a5a.  Ces  équations  conviennent  également  à  tous 
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les  points  du  projectile,  pourvu  que  tous  ces  points 
aient  le  même  mouvement  dans  l'espace ,  de  ma- 
nière qu'ils  décrivent  des  courbes  parallèles,  et  qu'à 
chaque  instant,  leurs  vitesses  soient  toutes  égales,  pa- 
rallèles et  dirigées  dans  un  même  sens.Daiis  cette  hy- 
pothèse, on  peut  considérer  le  mouvement  d'un  pro- 
jectile qui  n'est  pas  un  point  matériel  isolé,  mais  bien 
un  corps  de  dimension  finie.  La  résistance  Adépend 
alors  de  la  forme ,  des  dimensions  >  de  la  densité 
et  de  la  vitesse  du  corps  ;  elle  dépend  aussi  de  la 
densité  de  l'air,  dans  lequel  il  se  meut  ;  mais  on 
peut,  sans  erreur  sensible,  supposer  cette  den- 
sité constante  dans  toute  l'étendue  do  la  trajectoire 
qu'on  a  besoin  de  considérer  :  R  est  donc  pour 

chaque  corps  une  certaine  fonction  de  ^  $  <{**  l'on 

suppose  le  plus  communément  proportionnelle  a* 
carré  de  celte  vitesse;  ensorte  que  Ton. a 

m  étant  un  coefficient  constant,  pendant  tonte  la' 
durée  du  mouvement.  Relativement  aux  corps  sphé- 
riques  et  homogènes ,  nous   avons  déjà  supposé 
(n#ao8), 

1/  représentant  la  densité  de  l'air,  D  celle  du  corps  ^ 
r  son  rayon  ,  et  p>  un  coefficient  numérique  ^  te 
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même  pour  tous  ces  corps  et  donné  par  l'expé- 
rience* 

233.  Les  équations  du  mouvement  qu'il  s'agit 
d'intégrer,  deviendront  donc,  en  y  mettant  pour 
JR  sa  valeur  > 

d?x  ds  dx  <Py  ds    dy  r   x 

La  première  s'intègre  immédiatement  et  donne 

e  étant  la  base  dés*  logarithmes  dont  le  module  est 
l'unité,  et  C  la  constante  arbitraire.  An  point  O, 

a .  cos*  a ,  en trônservant les  dénominations  du  n*  iat); 
donc  Ct=.a  .  cos.a,  et  par  conséquent 

-j-  =a.co3,tf.c"",,w. 
»  a* 

Soit  /?  la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  que 
la  tangente  j»ÎP,  à  la  trajectoire  ,  fait  avec  Taxe  des 

xy  de  manière  qu'on  ait  ^=x  >  on  aura  aussi, 

dy  dx 

«tea-dîfférentîant,  '  .  :  •    -   - 


> 
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d'y  _dp     à**       &%x 

!&  —  Tt%  dt+p-~d?> 

substituant  ces  valeurs  dans  la  seconde  des  équa- 
tions (ah),  elle  se  réduit ,  en  vertu  de  la  première > à 

dp   dx 

i 

divisant  cette  équation  par  le  carré  de  la  valeur 
précédente  de  j- ,  il  vient 

dx  a*.cos*.«  >  y 

Cette  nouvelle  équation  est  intégrablfe.  En  effet,  si 
Ton  multiplie  le  second  membre  par  ds,  et  le  pre- 
mier par  dx*  \A  -J-J*%  qui  est  la  même  chose  que 
.  \/da?-{-4ty*y  ou  dsy  on  a 

et  comme  les  variables  /?  et  s  sont  séparées  dans  cette  , 
équation,  il  ne  reste  plus  qu'à  intégrer  les  deux 
membres  par  les  règles  connues  $  ce  qui  donne 

c  étant  la  constante  arbitraire.  On  la  déterminerait 
ca  observant  qu'a»  point  d*  départ  on  *  k  la  foi» 
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s=o ,  /?=tang.  <t\  ce  qui  donne 

es=  tang.«. v/ï+tâ^.«e.-fIog.(tang.*+  tA-H»Dg».«H-        £_    ; 

mais  nous  conserverons,  pour  abréger,  la  lettre  c. 

Pour  déterminer  x  et  jr,  j'élimine  e""  entre  les 
équations  (i)  et  (a),  et  j'ai 

<£r= ■ ,„  i £ ■  —        ;    (3) 

w[^ï/i+pa  +  log.(p+  l/i+pa)  — c] 

et  à  cause  de  djr=zpdx9  j'ai  aussi 


m 


[p|/i+/i*  +  to6.(/>+i/i+^)_c3' 


Ces  équations  donneront  ^  par  la  méthode  des 
quadratures,  les  valeurs  de  x  etjr  en  fonction  de  p. 
On  peut  encore  obtenir  une  troisième  équation  qui 
donnera  semblablement  le  tems  en  fonction  de  la 
même  variable.  En  effet,  Tune  des  équations  précé- 
dentes donne 

g 

substituant  donc  la  valeur  de  dx  et  extrayant  la  ra- 
cine carrée,  il  vient 

4t=— . ~g  ;     (5J 

y/^êlc— p  |/H^-log.(/>+  v/i+^rf 
Je  prends  ici  le  signe— devant  le  radical,  parce  que 
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l'angle  dont/?  est  la  tangente,  diminue  à  mesure  que 
le  tems  augmente  ;  de  sorte  que  les  différentielles*//? 
etdt  doivent  être  des  signes  contraires. 

234.  La  solution  complète  du  problème  qui  nous 
occupe  est  donnée  par  les  équations  (3),  (4) ,  (5).  Si 
Ton  pouvait  intégrer  les  deux  premières  sous  forme 
finie ,  on  aurait  x  et  y  en  fonction  de  p  ;  éliminant 
donc  py  il  resterait  une  équation  en  x  ,y,  qui  serait 
celle  de  la  trajectoire;  mais  les  méthodes  connues  ne 
s'appliquent  point  aux  expressions  de  dx  et  djy  et 
leur  forme  ne  permet  pas  d'espérer  qu'on  parvienne 
jamais  à  les  intégrer.  Néanmoins,  nous  allons  mon- 
trer comment  les  équations  (3)  et  (4)  peuvent  servir 
à  décrire  la  trajectoire  par  points. 

Pour  abréger,  désignons  par  Fp9  le  coefficient 
de  dp  y  dons  la  valeur  de  dx ,  de  sorte  qu'on  ait 

t     dx=:Fp.dp      et      x=fFp*dp. 

Cette  intégrale  doit  être  prise  de  manière  qu'elle  s'é- 
vanouisse au  point  0,  où  Ton  a/?  =  tang.  <t\  l'abs- 
cisse d'un  point  quelconque  de  la  trajectoire  est  donc 
égale  à  la  somme  des  valeurs  infiniment  petites  de 
Fp.  dp,  comprises  depuis  p=  tang.  et,  jusqu'à  la 
valeur  de  p  qui  répond  au  point  que  Ton  considère  ; 
par  conséquent  on  aura  la  valeur  de  x  par  approxi- 
mation, en  partageant  l'intervalle  des  valeurs  ex- 
trêmes de  p  en  un  très-grand  nombre  de  parties, 
égales  pour  plus  de  simplicité;  calculant  ensuite 
les  valeurs  de  Fp  qui  répondent  à  ces  divisions,  et 
prenant  la  somme  de  ces  quantités,  multipliées  par  la 
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différence  très-petite  dès  valeurs  consécutives  de  p% 
que  Ton  substituera  à  la  différence  infiniment  pe- 
tite dp.  Soit  donc  /,  une  très  «petite  quantité  posi- 
tive; nous  aurons  cette  suite  de  valeurs  correspon- 
dantes : 

p^tang.c,  x=^o'y 

p=tang.«—  ït    cr=rr— F(tang.rt— Jv)/; 

p=tang.*— a/,  xs=— -^(tang.*— /).^— F^tang.*— al^)>, 

p=tang.«— 3^,  ar= — F(tai)g.«-~-/).^—  F(tang.*— -a/)./ 

—  FCtang.*-^/).^ 
etc.  etc. 

Il  est  évident  que  ces  valeurs  de  x  approcheront 
d'autant  plus  d'être  exactes ,  que  la  différence  «T  sera 
plus  petite.  En  continuant  le  calcul  jusqu'à  ce  qu'on 
soit  parvenu  a  p=0,  on  aura,  aussi  exactement 
qu'on  voudra,  les  abscisses  dé  tous  les  pointe  de  là 
branche  ascendante  de  la  trajectoire,  et  la  dernière 
sera  celle  du  sommet  de  cette  courbe.  Au-delà  de  ce 
point,  dans  la  branche  descendante,  les  valeurs de  p 
deviendront  négatives,  et  la  continuation  du  même 
calcul  donnera  les  abscisses  des  points  de  cette 
branche.  Par  un  procédé  semblable,  appliqué  à  l'é- 
quation (4)>on  aura  les  ordonnées  qui  correspondent 
à  toutes  les  valeurs  positives  et  négatives  de  p.  En 
prenant  ensuite  les  valeurs  de  x  et  déjr  qui  se  rap- 
portent à  chaque  valeur  de  p ,  on  construira  la  courbe 
entière  par  points.  ' 

L'ordonnée  relative  à  la  valeur  /?— 0,  exprimera 
la  hauteur  du  jet  ;  l'abscisse  qui  répond  à  la  valeur 
de  p  pour  laquelle  l'ordonnée  passe  du  positif  au  n&* 
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gatif ,  sera  l'amplitude  du  jet.  La  direction  de  la  tan- 
gente ,  en  un  point  quelconque  de  la  trajectoire,  se/a 
connue,  puisque  l'on  part  dé  la  valeur  de  p  pour 
trouver  les  coordonnées  de  chaque  point  de  cette 
ttturbe.'La  longueur  de  Tare  correspondant  à  chaque 
valeur  de  py  est  aussi  donnée  par  l'équation  (a). 
Quant  au  teins  que  le  mobile  emploie  à  parcourir 
cet  arc  y  on  le  déterminera  au  moyen  de  l'équation  (5), 
et  pat  un  procédé  semblable  à  celui  qui  a  donné  les 
valeurs  de  x  et  de  jr.  Il  ne  reste  donc  plus  à  de- 
mander que  la  vitesse  du  mobile,  en  un  point  quel- 
conque de  la  trajectoire;  or,  en  la  désignant  par  v> 
on  a 

à  cause  de  l'équation  -*-  .  -^= — g,  dun*  a35;  subs- 
tituant pour  -gr>  sa  valeur,  tirée  de  l'équation  (5)  , 

il  vient 

i 

yi  - gO  +/>'>_ ;  (g) 

m[c—p  V/i+pa-log.(p+  i/i +/>*)] 

équation  qui  donnera  la  vitesse  du  projectile  en  fonc- 
tion de /?.,    . 

'  *3&  Jktn&  Tair;  tes  deux  branches  de  la  trajec- 
toire ne  sont  pas  semblable*  comme  dans  le  vide, 
ta  branche  descendante  jouit  d\me  propriété  re- 
marquable ,  qui  se  démontre  fort  simplement  wm 
moyen  de  ttos  formules,  et  qui  consiste  en  ce  qri* 
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cette  branche  de  courbe  a  toujours  une  asymptote 

verticale. 

Pour  le  prouver,  transportons  l'origine  des  coor- 
données au  sommet  de  la  courbe  ;  prenons  toujours 
les  abscisses  horizontales  dans  le  même  sens  qu'au- 
paravant, et  les  ordonnées  verticales  en  sens  con- 
traire ,  de  manière  que  Cx  et  Çyr'  soient  ces  nou- 
veaux axes  :  x  etj/  étant  les  coordonnées  d  un  point 
quelconque  rapportées  à  ces  axes,  nous  aurons,  en 
les  comparant  aux  coordonnées  x  eïjr9  de  ce  même 
point,  x'  =  OD  +  x ,  /  =  CD— -j;  d'où  il  suit 

dx'z=dx>  dy=. — d/*  et  si  nous  faisons -g,  ==p', 

nous  aurons  aussi  //= — p;  par  conséquent 

iog-(p+  i/r+^)=iog.(— P'+  v  HyT)=  -h-(p'+  i/hTo  , 

à  cause  que 

Les  équations  (3)  et. (4)  deviendront  donc 


<ir'  = 


JpL 


™o'ia  +p" +iog.  ijf  +  i/r+71)  -i-  o ' 


*/= 


ÏÊL 


™I>'  /i  +  />'*  +  log.  (p'  +  »/i  +F)  +  c3 


Or,  en  construisant  la  branche  descendante ,  au 
moyen  de  ces  équations  et  par  le  procédé  du  n°  pré* 
cèdent,  on  pourra  donner  à  p  des  valeurs  positives, 
aussi  grandes  que  Ton  voudra;  mais,  quand  p" sera 
devenu  très-grand,  on  obtiendra  les  valeurs  appro 
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citées  de  x  et  àej  d'une  manière  plus  simple  :  on 
mettra  alors  p'  au  lieu  de  y'i  ■+•/*";  on  négligera 

aussi  log.(//-f-\A +/>'*)>  par  rapport  a/>'%  parce 
que  le  logarithme  d'un  nombre  très-grand ,  est  très- 
petit  par  rapport  à  ce  nombre;  négligeant  encore  la 
constante  c ,  par  rapport  à  //*,  on  aura  simplement 


djf 

_  V 

77ïp 

J         mp9 

et  en  intégrant, 

af  =  b  — 

1 

mp 

y=b'+iA°sp'-> 

b  et  V  étant  des  constantes  arbitraires. 

'  Cette  valeur  dey  n'a  pas  de  limite  ;  elle  croît  in- 
définiment avec  ffy  quoique  dans  un  moindre  rap- 
port- Mais  la  valeur  de  l'abscisse  horizontale  x'9 
ayant  pour  limite  la  constante  b ,  nous  en  devons 
conclure  que  la  branche  descendante  a  pour  asymp- 
tote une  droite  verticale,  c'est-à-dire,  que  si  nous 
prenons  sur  Taxe  Cx  y  à  partir  du  point  C>  une  partie 
CE y  égale  à  b ,  et  que  nous  menions  par  le  point  E  y 
la  verticale  EFj  la  branche  CBK  de  la  trajectoire  ap- 
prochera de  cette  droite  d'aussi  près  qu'on  voudra , 
sans  jamais  se  confondre  rigoureusement  avec  elle. 

a56.  En  mettant  de  même  — p'  k  la  place  de  p  f 
dans  l'équation  (5),  et  faisant  les  réductions  qui  sont 
permises,  quand/  devient  très-grand,  on  aura  , 
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et  en  intégrant, 

V  étant  la  constante  arbitraire. 

2   Eliminant  log.p',   entre  cette  valeur  de  t  et  celle 
dey,  il  Tient, 


y^Vi 


£  -f-  COMt. 
771 


ce  qui  nous  enseigne  que  le  mouvement  du  projec- 
tile, en  même  tems  qu'il  s  approche  d'être  verti- 
cal, tend  aussi  à  devenir  uniforme  avec  une  vi- 
tesse \/£-. 
V   m 

.  On  obtiendrait  aussi  cette  limite  de  la  vitesse,  au 
moyen  de  l'équation  (6)  ;  et  l'on  peutobserver  quelle 
est  la  même  que  nous  avons  déjà  trouvée  dans  le 
V  ao8, 

257.  Lorsque  l'angle  de  projection  AOx  est  très- 
petit  (fig.  57),  le  mobile  ne  s'élève  qu'à  une  très- 
petite  hauteur  au-dessus  de  l'axe  horizontal  Ox;  or, 
dans  ee  cas  on  peut  trouver,  par  approximation , 
Téquatioti  en  x  et  jr  de  la  portion  OCB  de  la  trajec- 
toire ,  qui  est  située  au-dessus  de  cet  axe. 

En  effet ,  dans  toute  cette  partie ,  la  tangente  à  la 
courbe  est  presque  horizontale;  ce  qui  rend  la  quan- 
tité p  très-petite  :  en  négligeant  donc  son  carré,  on 
aura  

à  où  il  suit 

dp  =  dx.  \/i  +p%  =zdx,       et      $  =  x; 
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je  mets  donc  a;  à  la  place  de  s  dans  l'équation  (1)  du 
n*  a35  ;  il  Tient 

dx  aft.coa'.flt' 

l'angle  de  projection  cl  étant  supposé  très-petit,  ona,1 
h  très-peu  près ,  cos.  *=  i  ;  de  plus ,  j'appelle  h  la 
hauteur  due  à  la  vitesse  initiait  a,  c'est-à-dire,  que  je 
suppose  a%=  2gh  (n°  189)  ;  on  aura  donc 

dP——  -iïé""-dx'>. 

intégrant  et  déterminant  la  constante  arbitraire  par 
k  condition p = tang.a,  au  point  0,  où  l'ona x=o, 
on  trouve 

p=taiig.*-^.(a'---i). 

Je  multiplie  cette  équation  par  dx ,  j'observe  que 
pdx=djr,  j'intègre  ensuite,  et  je  détermine  la  cons- 
tante arbitraire  de  manière  qu'on  ait,  au  point  O, 
x = o  et^=  o  ;  j'ai ,  pour  résultat ,  1 

jr  =  a:.tang.*—  __-(«*»*_  &,& — i). 

Cest  l'équation  demandée  de  la  courbe  OCB\  et  l'on 
peut  observer  que  le  premier  terme  x. tang.a,  de 
cette  valeur  de j,  est  l'ordonnée  verticale  de  la  droite 
0-^,que  le  projectile  aurait  décrite,  sans  l'action  de 
la  pesanteur;  de  sorte  que  le  second  terme  exprime 
en  chaque  point  de  la  courbe,  la  hauteur  d'où  le  mo- 
bile est  tombé,  en  vertu  de  la  pesanteur  combinée 
avec  la  résistance  du  milieu  4 
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En  donnant  à  oc  différentes  valeurs,  les  deux  âer- 
nières  équations  donneront  les  valeurs  correspon- 
dantes dej  et  de  p;  ainsi,  Ton  pourra  construire  la 
courbe  OCB,  et  Ton  connaîtra  de  plus  la  direc- 
tion de  la  tangente  en  chaque  point.  Ces  équa- 
tions pourront  même  servir  à  prolonger  la  courbe 
au-delà  du  point  2?  :  elles  seront  suffisamment  exactes, 
tant  que  la  valeur  de  p  n'aura  pas  cessé  d'être  très- 
petite;  mais,  passé  ce  terme ,  il  faudra  recourir  aux 
formules  rigoureuses  du  n°  233. 

On  peut  déterminer  directement  la  hauteur  du  jet  f 
ou  la  plus  grande  ordonnée  DC;  car,  au  sommet  Cf 
on*  p=o;  égalant  donc  à  zéro  la  valeur  précédente 
de  p>  et  résolvant  ensuite  l'équation  par  rapport  à 
e?"*,  il  vient 

par conséquent 

x  =  OD^=' — .  log.  (i  +  ^mh .  tang.  a); 

substituant  ces  valeurs  de  e*"1*  et  de  x,  dans  cellede/, 
oh  aura  la  valeur  de  l'ordonnée  DC. 

Quant  à  l'amplitude  du  jet  OBy  on  la  détermi- 
nera en  égalant  à  zéro  la  valeur  de  jr;  ce  qui  donne 

e%mx  =  j  _j.  2^  ^_  Shm%.  tang.  a.  x  ; 

équation  transcendante,  d'où  l'on  tirera,  par  ap- 
proximation ,  la  valeur  numérique  de  x  ou  de  OBf 
lorsque  les  quantités  A,  et  et  m  seront  données. 

S   Ht 
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§.  III.  Mouvement  elliptique  des  Planètes* 

238.  £>ans  le  problème  que  nous  venons  de  ré~ 
soudre,  les  forces  appliquées  au  mobile  nous  étaient 
données,  et  il  s'agissait  de  déterminer  toutes  les  cir- 
constances de  son  mouvement;  nous  allons,  dans 
celui-ci ,  suivre  une  marche  inverse  :  nous  suppose* 
rons  connues  les  lois  du  mouvement,  et  nous  nous 
proposerons  de  déterminer  en  conséquence  la  force 
qui  le  produit. 

Les  lois  du  mouvement  des  planètes  autour  du  so* 
ïeil ,  sont  généralement  connues  sous  le  tiôm  de  /o/> 
de  Kepler,  parce  qu'elles  ont  été  découvertes  par  cet 
astronome,  qui  les  a  déduites  de  l'observation.. Elles 
sont  au  nombre  de  trois,  dont  voici  les  énoncés. 

i*.  Les  planètes  se  meuvent  dans  descowbès  planes >' 
*t  leurs  rayons  vecteurs  décrivent,  autour  du  centre 
du  soleil,  des  aires  proportionnelles  au  iems. 

2°.  Les  orbites  (c'est-à-dire  les  trajectoires)  des 
planètes  sent  des  ellipses  dont  le  centre  du  soleil  oc-* 
cupe  un  foyer. 

5°.  Les  carrés  des  lems  dès  révolutions  des  planètes 
autour  du  soleil  sont  Centre  eux  comme  les  cubes  des 
grands  axes  de  leurs  orbites* 

Ces  lois  se  rapportent  au  mouvement  du  centre  de 
gravité  de  chaque  planète;  c'est  donc. le  mouvement 
de  ce  point  que  nous  allons  considérer  ;  et  quand  il 
sera  question  de  la  position  ou  de  la  vitesse  dune 
planète,  il  faudra  entendre  la  position  ou  Ja, vitesse 
£e  son  centre  de  gravité» 


** 
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a3g.  La  première  loi  nous  montre  d'abord  que  la 
force  accélératrice  qui  agit  sur  chaque  plané  te,  et  qui 
est  appliquée  à  son  centre  de  gravité,  est  constam- 
ment dirigée  suivant  la  droite  qui  joint  ce  centre  et 
celui  du  soleil  (n°  228).  La  direction  de  la  force 
étant  ainsi  connue ,  voyons  comment  la  seconde 
loi ,  combinée  avec  la  première,  nous  fera  connaître 
son  intensité  dans  les  différentes  positions  de  la 
planète. 

Soit  ADBE  (fig.  58)  l'ellipse  décrite  par  1*  pla- 
nète, AB  son  grand  axe,  Cson  centre,  O  l'un  de  ses 
deux  foyers  que  nous  prendrons  pour  le  centre  du 
soleil;  soit  aussi  m  la  position  de  la  planète  à  un  ins- 
tant quelconque,  rson  rayon  vecteur  Om9  et  9  l'angle 
mOx,  compris  entre  ce  rayon  et  une  ligne  fixe  Ox9 
menée  arbitrairement  dans  le  plan  de  l'orbite  :  r 
et  e  seront  les  coordonnées  polaires  d'un  point  quel- 
conque de  l'ellipse ,  et  son  équation  entre  ces  coor- 
données aura  cette  forme  : 

c(i—  a») 

0  étant  le  demi-grand  axe  CA,  ne  la  distance  CO  du 
centre  à  l'un  des  foyers,  a.  \/i — e*  le  demi- petit 
axe  CD,  m  l'angle  AO'x  compris  entre  le  grand  axe 
et  la  ligne  fixe  d'où  Ton  compte  l'angle  u.  Cette  équa- 
tion de  l'ellipse  se  trouve  dans  la  plupart  des  Traités 
d'application  de  l'algèbre  à  la  géométrie ,  et  d'ail* 
leurs  elle  est  facile  à  déduire  de  l'équation  de  la 
même  courbe  ,  en  coordonnées  ordinaires. 

En  astronomie,  a  s'appelle  la  distance  moyenne  de 
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la  planète  ;  a  (  1 4-e)  et  a{  i  -<+e)  sont  la  plus  grande 
et  la  plus  petite  diatance;  e  ae  nomme  V excentricité 
de  l'orbite.  L'angle  variable  v  est  la  longitude  de  la 
planète ,  comptée  dans  le  pjan  de  l'orbite  ;  l'angle 
constant  »  est  la  longitude  du  périhélie,  ou  du  point 
jle  l'orbite  le  plus  prèsdu  soleil  ;  on  appelé ,  au  con- 
traire, aphélie,  le  powU  de  l'orbite  le  plus  éloigné 
•du  soleil.  Enfin  y  l'angle  *—  m ,  qui  expriige  la  di$^- 
tance  angulaire  de  la  planète  au  périhélie  de  son  or- 
bite, se  nomme  V anomalie  vraie  de  cette  planète. 

L'aire  décrite  pendant  l'instant  dty  par  le  rayon  r, 
est  égale  à  | .  i*dv  (n°  «7)  >  on  a  donc  aussi ,  en  vertu 
delà  première  loi,. 

T*dv  =  cdt;  (a) 

c  étant  une  quantité  constante  qui  exprima  le  double 
de  l'aire  décrite  dans  l'unité  de  tems. 

240.  Cela  posé,  désignons  par  x  et  jr  les  coordoq- 
nées  rectangulaires  deUplaçote,  rapportées  aux  axes 
Or  et  Oj,  menés  par  le  centre  du  soleil  et  dans  le 
plan  de  l'orbite.  Soit  R  la  force  accélératrice  qui  agft 
sur  la  planète  ;pous  sayoas  déjà  que  cette  force  eét 
dirigée  suivant  la  droite  Om  ;  ses  cpmppsa^tes,  paral- 
lèles aux  axés  des  coordonnées,  seront  donc  R.— 

r 

«et  R^L;  car  on  voit  sans  peine  que  ■*-  et  £  sont  les 

cosinus  des  angles  mOx  et  mQy.  Peplus,  là  CQu^bre 
décrite  étant  concave  vers  le  centre  ^u  soleil,  il.  c#t 
évident  que  la  force  qui  produit  le  mouvement,  doit 
être  dirigée  vers  ce  point;  ses  composantes  tendront 
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donc  à  diminuer  les  coordonnées  x  etj",  par  consé- 
quent les  équations  du  mouvement  (n*  219)  seront 

Multiplions  la  première  équation  par  2  dx>  la  se- 
conde par  %dy\  ajoutons-les  ensuite;  intégrons  et  re- 
présentons par  41a  constante  arbitraire,  nous  aurons 

*£££  =  *— JB*.         (3) 

en  faisant  Attention  que  Pon  a 

a;*  +^*  ==  r*      et      xdx+ydy  =  rdr. 

Gomme  nous  avons  pris  pour  axe  des  œ ,  la  ligne  Ox, 
d'où  Ton  compte  l'angle  ^ona  aussi 

xr^r.cos.v,     jr  =  r .  sin .  v  ; 

d'où  Ton  tire 

<£r*  +  dy  =  dr*  +  r*df. 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (3)  >  et  éli- 
minant^^ au  moyen  de  l'équation  (2),  il  vient 

Si  la  force  jR  nous  était  donnée  en  fonction  de  r, 
cette  équation  serait  celle  de  la  trajectoire;  sa  com- 
'pataisron  avec  l'équation  (i),  doit  donc  nous  servir  à 
déterminer  cette  force. 

Or,  l'équation  (1)  peut  s'écrire  ainsi  ^ 
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M.  *'~  '   «(*— *Ô  * 

en  la  diflerentiant,  on  a 

i    dr e.3În.(jr—  &) 

ou  bien  j  en  élevant  au  carré , 

\  'fr* '_e*.sina.(i/  —  ft)) ea  e\casa.(t>— .  *) 

mais  l'équation  (i)  donne  aussi 

ea.cosa.(y —  m)  i         'a  ,  r  ' 

donc 

i    —  —  — _JL_  I       ii 
r**dva       a(i  —  e*)>       r^  —  aa(i  — .  e*>; 

ce  qui  change  l'équation  (4)  en  celle-ci  ; 

flc8         r  ca 

o(i— 0-'r~^(i^^>  =  *  — a/**^ 

d  où  Ton  tire,  par  la  différentiation> 

-,      ,  *=** 

«n  faisant,  pour  abréger, 


Ainsi,  llntensité  de  la  force  iî,  qui  relienf  une 
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planète  dans  son  orbite,  est  ew  raison  inverse  du 
carré  de  son  rayon  vecteur.  C'est  dohe  par  la  com- 
binaison .d'une  force  accélératrice,  variable  suivant 
cette  loi,  avec  une  impulsion  primitive,  que  chaque 
planète  décrit  auteur  du  soleil,  une  ellipse  dont  cet 
astre  occupe  un  foyer.  La  quantité  p  exprime  l'in- 
tensité de  cette  force  à  l'unité  de  distance;  et  comme 
elle  dépend  des  trois  quantités  a,  è,  û  ,  qui  ont  deé 
valeurs  particulières  pour  chaque  planète,  nous  ne 
pouvons  décider  si  elle  change  ou  si  elle  reste  la 
même.,  en  passant  d'un  planète  à  une  autre.  Pour 
résoudre  cette  nouvelle  question ,  il  est  nécessaire 
de  recourir  à  la  troisième  loi  de  Kepler,  dont  nous 
n'avons  point  encore  fiât  usage, 

241  •  Soit  T  le  tems  de  la  révolution  d'une  planète 
autour  du  soleil;  c  Tserh  le  double  de  Faire  décrite 
pendant  ce  feras y  par  son  rayon  vecteur;  car  tes  aires 
sont  proportionnelles  au  tems  employé  à  les  décrire, 
et  c  exprime  le  double  de  Faire  décrite  dané  l'unité 
de  tems.  Mais  pendant  le  tems  T,  le  rayon  vecteur 
décrit  la  surface  entière  de  l'ellipse,' qui  est  égale , 
comme  on  sait,  au  produit  des  deux  demi -axes, 
multiplié  par  le  rapport  de  h  cîf  conférence  au  dia- 
mètre; en  désignant  donc  ce  rapport  par  rf,  et  ob- 
servant que  les  demi-axe*  sont  a  eta.s/^i  — e*,  nous 
aurons  tccC^x  —  *%  pour  l'aire  correspondante  m 
tems  Ty  et  par  conséquent 

eTt=s  aira*.  i/7-^?- 

Je  tire  de  là  la  Valeur  dé  c,  et  je  la  substitue  dans 
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celle  de;*;  U  vient 

Relativement  à  une  autre  planète,  soit  V  le  tems  de 
la  révolution ,  d  le  demi-grand  axe,  et  p'  ce  que  de- 
vient /*;  nous  aurons  de  même  i 

Mais ,  d'après  la  troisième  loi  de  Kepler,  on  a 

r*  :  T"1  ::  a*  :  a'3; 
donc  /*'=/*. 

L'intensité  de  la  force  accélératrice,  qui  agit  sur 
les  plane  tes  ,  est  donc  la  même  pour  tous  ces  corps  * 
a  l'unité  de  distance.  Cette  force  ne  varie,  d'une 
planète  à  une  autre,  qu'à  raison  de  la  différence  dé 
leurs  distances  au  soleil,  et  suivant  la  même  loi, 
qu'en  passant  d'une  position  k  une  autre ,  de  la  même 
planète;  par  conséquent  i\  l'on  conçoit  deux  pla- 
nètes placées  k  la  même  distance  de  cet  astre,  elles 
seront  soumises  k  la  même  force  accélératrice1,  et, 
abandonnée»  k  elles-mêmes,  sans  vitesse  initiale, 
elles  prendront  le  même  mouvement,  chacune  sui- 
vant la  droite  qui  joint  son  centre  k  celui  du  soleil; 
d'où  il  résulte  une  analogie  remarquable  entre  la 
force  qui  retient  les  planètes  dans  leurs  orbites ,  et 
la  pesanteur  terrestre  qui  imprime  aussi  le  même 
mouvement  à  tous  les  corps  placés  à  la  même  dis- 
tance du  centre  de  la  terre. 
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242.  II  ne  suffit  pas  de  connaître  la  nature  des 
bites  planétaires  qui  nous  est  donnée  par  Fobser*- 
yation;  il  faut  encore  avoir  la  valeur  de  Tune  ou    <3e 
l'autre  des  coordonnées  f  et  y%  en  fonction  du  terris^, 
afin  de  pouvoir  assigner/ à  chaque  instant,  la  posi- 
tion du  mobile  sur  sa  trajectoire.  On  trouverait  aise  — 
nient  cette  valeur,  en  combinant  ensemble  les  équLat— 
tions  (1)  et  (2)  dun*  239;  mais  nous  allons  reprend  r-o 
en  entier  et  dans  un  ordre  inverse  ,  le  problème  dix 
mouvement  des  planètes  autour  du  soleil  :   nous 
supposerons  donnée,  la  loi  de  la  force  accélératrice, 
et  nous  chercherons,  à  la  fois,  la  courbe  décrite  et 
la  loi  du  mouvement  sur  celte  courbe. 

nfô.  Représentons  toujours  par  r,  le  rayon  vec- 
teur du  centre  de  la  planète  à  un  instant  quelconque^ 

et  par  ~,  la  force  accélératrice  dirigée  suivant  ce 

rayon,  /jl  étant  un  coefficient  constant  et  positif.  Il 
est  évident  qu'un  point  matériel ,  projeté  dans  l'es- 
pace suivant  une ,  droite  quelconque,  et  soumis  à 
l'action  d'une  force  constamment  dirigée  vers  un. 
point, fixe,  doit  se-mouyoir  dans  le  plan  de  cette 
droite  et  de  celle  qui  le  joignoit  au  point  fixe,  à 
l'instant  de  6a  projection \  car,  tout  étant  semblable 
de  part  et  d'autre. de  ce  plan,  il  n'y  a  pas  de  raison 
pour  que  le-  mobile  s'en  écarte  jamais.  L'orbite  de 
chaque  planète  est  donc  une  courbe  plane,,  et  son 
plan  est  celui  qui  passait;  à  l'origine  du  mouvement, 
par  le  rayon  vecteur  et  par  la  direction  de  la  vi- 
tesse. Menons  dans  ce  plan,  par-  le  centre  dj*  soleil., 
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les  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Ojr  (fig.  58),  qui 
seront  ceux  des  coordonnées  xetjr  du  mobile; les 

«composantes  parallèles  à  ces  axes,  de  la  force  ~> 

seront  ^  et  ^i  et  comme  elles  tendent  visiblement 

à  diminuer  les  coordonnées  xetjràa  mobile,  nous 
aurons,  pour  les  deux •  équatiotis  du  mouvement 

A»  —        r*  •         <fta  —        r3  » 

<&  étant  toujours  l'élément  du  tems. 

On  en  déduit,  sans  difficulté  (n°*  224  ct  M6), ces 
deux  intégrales  premières, 

—X.  —  2£  +  ft =0,       xdy—  ydx=z  cdt; 

b  et  c  étant  les  constantes  arbitraires.  Si  Ton  fait  usage 
des  coordonnées  polaires  ret  c,  comme  dans  le 
n°  ^39,  et  que  l'angle  p  soit  compté  de  l'axe  Ox,  on 
aura  ■xzzsrr.cqs.^j'  =  r.sin.c,  et  ces  équations  de- 
viendront 

— -^ ^  +  5  =  0;       i*dv  =  cdt.  (a) 

Éliminant  A  entre  elles,  et  faisant,  pour  abréger, 

-=z,  il  vient 
r         * . 

pour  l'équation  différentielle  de  la  trajectoire.  En  la 
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fétotaaut;  par  rapport  ii^ana 


crf»                         VV  —  te* 
tfo  = — ' - — 


.dz 


\/  ipz—b  —  cV 


d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 

v  =  *  +  arc. f  cos.  =  -f~  1; 

T        \  y/p—be) 

cù  étant  la  constante  arbitraire.  On  aura  donc  réci- 
proquement 

c*z  =  fi—  )/y?  —  te*,  cos.  (1/  —  •); 
ou  bien,  en  remettant  —  à  la  place  de  s, 

c*  =  pr  +  \/p%—bo* .  r.  cos .  (v  —  •).  (A) 

À  cauàé  èè  Vangle  arbitraire  *,  il  est  permis  de 
changer  ïé  signe  dû  radical  ^/^«-a-fo^  é*  de  le 
prendre  avec  Te  Signé-f-,  e*r  cela  revient  évidemment 
à  augmenter  a  de  deux  angles  droits. 

D'après  cette  équation,  on  pourrait  déjà  voir  que 
la  trajectoire  est  une  section  conique;  mais-  on  s'en 
assurera  plus  aisément ,  en  transformant  les  coor- 
données polaires  en  coordonnées  orthogonales. 

244*  Menons  par  le  centre  du  soleil,  dans  le  plan 
de  l'orbite,  lès  axes  rectangulaires  Oie9  et  Oy,  et 
supposons  que  l'axe  Qx'  fait  avec  la  droite  Ox9  d'où 
fon  compte  l'angle  u ,  un  angle  a?Ôx  égal  à  laçons-» 
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tante  m.  Soient  a/  et  y  les  coordonnées  die  k  pla* 
nète,  rapportées  à  ces  nouveaux  axes  ;  le  rayon  vec- 
teur r  fera  avec  Taxe  Oxfy  un  angle  t> — &}  par  con- 
séquent, oïi  au**, 

y=r.cos.(v— •),  y=r.sîn.(v — m),  r=  V^+y^ 
L'équation  (b)  deviendra  donc 

et, en  faisant  disparaître  le  radical  Kx^+y»  on 
aura 

My +ic»x/*=  c*  —  acV.  VV— *«* 

Cette  équation  appartient  à  l'ellipse,  à  l'hyperbole  , 
oji  à  la  parabole,  selon  que  la  constante  b  est  posi- 
tive, négative,  ou  nulle';  et  comme,  d'après  l'équa*- 

tion  précédente,  le  rayon  vecteur  >^af%  +y*  tf ex- 
prime sous  forme  rationnelle ,  en  fonction  de  l'abs- 
cisse  af9  il  s'ensuit  que  l'origifiè  des-  Coordonnées  x 
et  j\  est  placée  dans  les  trois  cas,  a  l'un  des  foyers  de 
la  courbe. 

Ainsi ,  un  point  matériel  attiré  vers  uni  poitf  fl*é, 
en  raison  inverse  du  carré  des  distance»-,  décrit  une 
section  conique  dont  ce  point  occupe  un  foyer.  La 
nature  et  lés  dimensions  de  la  sectum  conique  dé- 
crite, dépendent  des  constantes  arbitraires  b  et  â> 
qui  dépendent  elles-mêmes  des  conditions  initiales 
du  mouvement,  comme  on  va  le  voir,  en  détermi- 
nant ces  constantes. 

345.  Soit,  à  l'origine  du  mouvement,  /  la  distanoe 
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du  mobile  au  point  fixe,  ou  la  valeur  de  r;. F*  la.  vi- 
tesse du  mobile ,  c'est-à-dire,  la  valeur  de— — — ; 

enfin  fl  l'angle  que  cette  vitesse  fait  avec  le  rayon  vec- 
teur ,•  V.cosA  sera  la  vitesse  /^décomposée  suivant  ce 

rayon,  ou  la  valeur  de  -^,  qui  répond  à  cet  instant; 

de  sorte  qu'on  aura  à  la  fois 

.        dr      v     *  dr*  +  i*dv*      v% 

d'où  Ton  tire  facilement 

dv       V.  sin.8 

.  dï  -v  ;  /    • 

Substituant  donc  ces  valeurs  de  r,  -^  et  ^-,  dans  le» 
.deux équations  (a),  il  vient 

On  voit  par  là  que  la  constante  b  sera  positive,  né- 
.  gative  ou  nulle  ,  selon  qu'on  aura  V%<rj%  V%  >  ^fr, 
ou  ^"=  ^p.  Il  s'ensuit  donc  que  la  nature  de  la  sec- 
tion conique  qui  sera  décrite  par  le  mobile,  ne  dé- 
pendra que  de  sa  vitessç  et  de  sa  distance  initiales  : 
elle  sera  indépendante  de  la  direction  de  cette  vitesse  ; 
mais  l'angle  ô  influera  çur  les  dimensions  de  cette 
courbe,  puisqu'il  entre  dans  la  valeur  de  c. 

L'observation  avait  appris  que  les  planètes  dé- 
crivent des  ellipses  dont  le  soleil  occupe  un  foyer; 
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on  en  a  conclu  que  la  force  qui  les  sollicite  vers  ta 
centre  de  cet  astre  est  en  raison  inverse  du  carré  du 
rayon  vecteur  ;  maintenant  l'analyse  nous  montre 
qu'une  telle  force  accélératrice,  combinée  avec  une 
impulsion  primitive  convenable,  peut  faire  décrire 
h  un  point  matériel,  non  -  seulement  une  ellipse, 
mais  encore  une  hyperbole  ou  une  parabole  :  il  est 
donc  possible  qu'il  existe  dans  la  nature,  desastrerf 
visibles  une  seule  fois  pour  nous,  parce  qu'ils  ont 
reçu,  à  l'origine  de  leur  mouvement,  la  vitesse  néces- 
saire pour  décrire  une  parabole  ou  une  hyperbole,' 

246.  Considérons,  en  particulier,  le  cas  de  Tel-* 
lipse^  et  déterminons,  pour  ce  cas,  les  ordonnées  r 
et  0,  en  fonction  du  tems.  •  ■  • 

En  éliminant  du  entre  les  deux  équations  (a) ,  on 
trouve 

D'où  l'on  conclut  d'abord  que  la  plus  grande  et  la 
plus  petite  valeur  de  r,  qui  ont  lieu  quand  on  a 

^-=0,  seront  données  par  cette  équation  du  second 

degré 

Si  donc  on  désigne  ces  valeurs,  ; comme  dans  le 
n*  239,  para('i+*)  et  a  (I—,0>  ^eur  somme  2a 
sera  égale  au  coefficient  ^,  et  leur  produit  a%  (1— e*) 
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sera  égal  au  dernier  terme  t-;  ce  qui  donne 

Ç'e*t<ce  quVn  «undt  *us$i  trouvé  en  comparent  l'é- 
quation (j)  du  u°  339,  à  réquatioti:(£)  dua°  ^43.  Eu 
effet,  pour  que  ces  deux  équations  de  la  trajectoire 
çofrcMsUnt*  il  faut  iairç 

d'où  Ton  tire  les  valeurs  précédentes  de  b  et  de  c\ 

Substituant  ces  valeurs  dans  r^pWtiw  (c),  et  1# 
résolvant  par  rapport  à  dt>  il  vient 

y/j.rdr 

dt=z         y  £ 

Or,  <m  fiât  disparaître  le  radical  qui  entre  dans  cette 
valeur  de  4t>  ea  prenant 

r  =  a(i— c.cos.u), 
u  étant  une  nouvelle  variable;  car  on  a  alors 

dr=ae.s\n.u.du,      aV—  (r— a)B=flV.dnA.ttf 
et  par  conséquent 
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En  disant,  pour  abréger — ■£*=»,  et  en  intégrant, 

ay  a 

on  aura 

nt = u  —  e,  si» .  u  «+•  const. 

Cette  équation  donnera  la  valeur  de  u  en  fonction 
de  /;  on  aura  ensuite  la  valeur  de  r,  an  moyen  de 
l'équation  r=  a(i  — •  e .  cos  •  m)  ;  et  enfin  la  valeur  de  v 
sera  donnée  par  l'équation  de  la  trajectoire.  Les  va- 
leurs de  r  et  de  v  étant  ainsi  exprimées  en  fonction 
du  tems,  on  pourra  déterminer,  à  un  instant  quel- 
conque ,  la  position  de  la  planète  dans  son  orbite. 

L'excentricité  des  orbites  planétaires  est,  en  gé- 
néral ,  une  fraction  très-petite;  ce  qui  permet  de  ré- 
duire les  valeurs  de  u ,  r  et  vy  en  séries  très-conver- 
gentes, ordonnées  suivant  les  puissances  de  e.  Si 
l'on  borne  l'approximation  à  la  première  puissance  . 
il  ne  sera  pas  nécessaire  d'employer  la  quantité  auxi- 
liaire u,  pour  avoir  les  valeurs  de  r  et  de  p  ;  on  les 
obtiendra  très-simplement  de  la  manière  suivante. 

p47«  Ea  négligeant  le  carré  de  eâ  l'équation  de 
l'orbite  elliptique,  ou  l'équatio*  (i)  du  n°  a 59, 
donne 

r*  =  a1  [|  i — %e .  cos .  (y  —  *)]  ; 

je  substitue  cette  valeur  dans  r^q^iion  (2)  du  même 
«%  savoir:  , 

fdv  =  «fc==  {/fia  (l  — £»)  M  y 

en  négligeant  toujours  e*,  et  faisant  pour  abréger 


aya 


£i  —  fl«.co».(v*~*)3.ifr  ssçA; 
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d'où  l'on  tire  yen  intégrant  y 

v  —  ae.  sin.  Çy  —  *)  =  nt  +  k  ; 

k  étant  la  constante  arbitraire. 

Pour  simplifier/ je  fais  les  constantes  où  et  k  égales* 
fcéro  ;  ce  qui  revient  à  compter  l'angle  v,  à  partir  de  la 
droite  Ox'j  qui  coïncide  avec  la  partie  ÙÀ  du  grand 
axe  et  qui  passe  par  le  périhélie ,  et  le  tems  ty  à  partir 
de  l'instant  du  passage  de  la  planète  par  ce  point,  de 
manière  qu  on  ait ,  à  la  fois ,  *=o  et  c=o,  au  point  À. 
On  aura  alors  ^=/î^+2e.sin.c;  par  conséquente 
est  égal  à  nt9  quand  on  néglige  la  quantité  e;  lors 
donc  qu'on  néglige  seulement  son  carré,  on  a 

v  =  nt  -f»  ae.  sin.  nt. 

La  valeur  correspondante  du  rayon  vecteur  r,  dé- 
duite de  la  valeur  précédente  de  r%  est 

r  ^  a  (i  —  e.  coa.  nt). 

Au  moyen  de  ces  deux  équations,  oh  aura ,  à 
/chaque  instant,  la  position  de  la  planète  dans  soa 
plan. 

248.  Pour  représenter  le  mouvement  de  la  pla- 
nète ,  les  astronomes  imaginent  Un  astre  fictif,  qui 
se  meutcirculairement  autour  du  soleil ,  dans  le  plan 
de  l'orbite  ;  qui  part  du  périhélie  au  même  instant 
que  là  planète,  et  dont  la  distance  angulaire  à  ce 
point  est  toujours  égale  au  premier  terme  nt  de  la 
valeur  de  v.  Le  rayon  vecteur  de  cet  aitrë  se  meut 
uniformément ,  et  fait  à  chaque  instant,  avec  celui  de 

la 
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la  planète,  un  angle  égal  à  2e.sin.7z/.  Cet  angle  va- 
riable s'appelle  X équation  du  centre.  Lorsque  l'angle  v 
est  égal  à  deux  ou  à  quatre  angles  droits,  les  deux 
angles  v  et  nt  sont  égaux;  par  conséquent  l'astre  fic- 
tif, passe  à  l'aphélie  et  revient  au  périhélie,  en  même 
tems  que  la  planète  ;  mais  dans  la  première  moitié  de 
la  révolution,  la  planète  précède 4'astre^  et  dans  la 
seconde %  l'astre  précède  la  planète.  Si  l'on  nomme  T 
le  tems  d'une  révolution  entière,  qui  est  achevée 
quand  l'angle  nt  est  devenu  égal  à  quatre  angles 
droits,  on  aura  nT^mit 9  *  désignant  la  demi-cir- 
conférence pour  Je  rayon  un.  En  remettant  pour  le 
coefficient  n,  ce  qu'il  représente ,  cette  équation 
donne 

résultat  qui  s'accorde  avec  celui  du  n°  241  • 


t .  24 
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CHAPITRE  lit 

t>tJ  MOUVEMENT  D'UN  POINT  MATÉRIEL  SUR 
UNE  COURBE  DONNÉE. 

*     §.  Ier.  Théorie  générale  dé  ee  Mouvement. 

249.  JLjtot$Q,v'iJft  point  matériel  est  astreint  à  se 
mouvoir  sur  ¥#e  courbe  donnée,  à  double  ou  à 
simple  courbure,  la  résistance  que  cette  courbe  op- 
pose à  son  mouvement ,  équivaut  à  une  force  qui 
agirait  continuellement  sur  le  mobile  dans  une  di- 
rection perpendiculaire  k  la  trajectoire ,  de  manière 
qu'en  ajoutant  aux  forces  données  dans  chaque  cas 
particulier ,  une  nouvelle  force  accélératrice ,  pour 
représenter  cette  résistance,  on  peut  ensuite  faire 
abstraction  de  la  courbe ,  et  considérer  le  mobile 
comme  un  point  matériel  libre. 

En  effet ,  si  Ton  décompose  chacune  des  forces  ac- 
célératrices données,  qui  agissent  sur  le  mobile,  en 
deux  autres,  Tune  dirigée  suivant  la  tangente  à  la  tra- 
jectoire, l'autre  perpendiculaire  à  cette  droite,  les  for- 
ces tangentes  auront  seules  leur  effet,  et  les  forces  nor- 
males seront  détruites  par  la  résistance  de  la  courbe* 
La  résultante  de  ces  dernières  forces,  que  j'appellerai 
Py  exprimera  la  pression  que  les  forces  données  exer- 
cent sur  la.  courbe,  en  chacun  de  ses  points;  et 
la  résistance  qui  détruit  cette  pression,  sera  une 
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force  accélératrice  égale  et  contraire  à  1*  force  P. 
Cette  pression  P  serait  la  seule  que  la  courbe  sup- 
porterait y  si  le  mobile  était  en  repos;  mais  son  état 
de  mouvement  fait  naître  une  autre  pression ,  pro- 
venant de  la  tendance  continuelle  du  mobile  à  s'é- 
chapper suivant  la  tangente  à  sa  trajectoire. 

Pour  le  faire  voir ,  partageons  la  courbe  donnée 
en  une  infinité  d'élément  infiniment  petits ,  que 
nous  regarderons  comme  des  lignes  droites  >  et  con- 
sidérons le  mobile  dans  son  passage  d'un  élément  k 
l'autre.  Soient  m /net  mni  (fig>  Sq),  ces  deux  élémens 
consécutifs  ;  mty  m't'  leurs  prolongemens ,  ou  les 
tangentes  aux  points  m  et  ni.  L'angle  tmi  s'appelle 
X angle  de  contingence  de  la  courbe  au  point  m.  II 
est  toujours  infiniment  petit  dans  les  courbes  conti- 
nues :  nous  supposerons  que  la  courbe  donnée  est 
de  cette  espèce  ,  et  nous  désignerons  l'angle  tmi. 
par  o>.  Le  plan  des  deux  élémens  consécutifs  m  pi 
et  mni,  ou  des  deux  tangentes  mt  et  mt'9  se  nomme 
le  plan  oscillateur  de  la  courbe  au  point  m.  Quand 
la  courbe  est  à  double  courbure  >  ce  plan  varie  d'un 
point  à  un  autre  ;  quand  elle  est  plane ,  le  plan  os- 
cillateur n'est  plus  autre  chose  que  le  plan  même  de 
la  courbe. 

Âpres  avoir  rappelé  ces  définitions,  représentons 
par  v  la  vitesse  du  mobile ,  quand  il  arrive  au  point 
m;  la  direction  de  cette  vitesse  ser*  lu  ligne  mt} 
et  si  on  la  décompose  dans  le  plan  oscillateur  en 
deux  autres ,  l'une  suivant  le  cpté  mni  de  la  courbe  , 
l'autre  perpendiculaire  à  nvri y  et  dirigée  suivant  mp, 
on  aura  ?  .  cos.  c*  et  9 .  sin .  »,  pour  ses  deux  com- 

q4-  • 


Digitized  by 


Google 


372  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 

posantes.  La  seconde  est  détruite  par  la  résistance 
delà  courbe;  or,  la  quantité  f.sin.a  étant  infiniment 
petite ,  à  cause  du  fecteur  sin.t»,  nous  pouvons 
concevoir  une  force,  du  genre  des  forces  accéléra- 
trices ,  qui  agisse  continuellement  sur  le  mobile  et 
qui  lui  imprime,  en  chaque  point  de  sa  trajectoire, 
une  vitesse  de  même  grandeur  et  de  même  direction 
que  cette  seconde  composante  :  en  désignant  cette 
force  par  Q ,  la  résistance  de  la  courbe  qui  détruit 
cette  vitesse  v.  si».  o>,  équivaudra  à  une  force  accé- 
lératrice égale  et  contraire  à  la  force  Q. 

Quant  à  l'autre  composante  v  .  cos  .  a ,  elle  ex- 
prime la  vitesse  avec  laquelle  le  mobile  commence 
a  se  mouvoir  sur  le  côté  mnï';  la  vitesse,  eu  pas- 
sant d'un  élément  au  suivant,  se  trouve  donc  dimi- 
nuée de  la  quantité  v  —  v  .  cos .  a  ,  qui  est  la  même 

chose  que  w  .  sinf.  -  ;  or,  on  peut  attribuer  cette 

diminution  de  vitesse  à  une  seconde  force  accélé- 
ratrice, agissant  suivant  la  tangente  à  la  trajectoire, 
et  en  sens  contraire  du  mouvement  ;  d'où  il  semble 
'd'abord  qu'on  devrait  joiudre  cette  force  tangente 
a  la  force  normale,  pour  remplacer  complètement 
la  résistance  de  la  courbe  donnée.  Mais  en  appe- 
pelant  Qy  la  force  tangente,  et  en  la  comparant  à  la 
force  normale  Q,  elles  seront  entre  elles  comme 

les  vitesses  2v  .  sin\~  et  ^.sin.wquileur  correspon- 
dent; et  comme  le  rapport  de.  la  première  à  la  se- 
conde est  égal  à  tang. .- ,  et  par  conséquent  infi- 
niment petit ,  il  s'ensuit  que  la  force  (£  est  aussi 
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infiniment  petite ,  et  doit  être  négligée  relativement 

.à  la  force  Q.  Ainsi,  dan»  le  calcul  on  n'aura  égard 

qu'à  la  force  Q,  et  l'on  ne  tiendra  aucuir  compte  de 

la  force  Q. 

Concluons  donc  que  la  pression  totale  quuti  corps 
en  mouvement  exerce  sur  la  courbe  qu'il  est  forcé 
de  décrire  ,  est  la  résultante  de  deux  forces  nor- 
males Q  et  P9  dont  la  première  est  due  à  la  vitesse 
du  mobile ,  et  la  seconde  aux  forces  accélératrices 
.qui  lui  sont  appliquées.  La  résistance  die  là  courbe 
est  une  force  accélératrice ,  égale  e,t  contraire  à  eette 
résultante. 

2S0.  Nous  n'avons  pas  besoin  de  connaître  cette 
résistance  ,  pour  former  les  équations  du  mouve- 
ment :  il  nous  suffit  desavoir  qu'elle  peut  être  assi- 
milée aux  autres  forces  accélératrices  qui  sollicitent 
le  mobile ,  et  que  sa  direction  est  normale  à  la  tra- 
jectoire. En  effet,  conservons  les  dénominations  du 
n°  219;  de  sorte  que  x,j'y  z,  soient  les  coordon- 
nées rectangulaires  du  mobile,  qui  correspondent 
au  tems  quelconque  t  y  et  X  y  YyX  ,  les  forces  pa~ 
rallèles  aux  axes  des  x9  désuet  des  z.  Soit  en  outre 
N  la  force  normale  qui  représtpte  la  résistance  de  la 
courbe  donnée;  é,  *'*£">  les  angles  que  sa  direction 
fait  avec  les  axes  des  coordonnées,  lesquels  angles 
sont  comptés  comme  on  en  est  convenu  au  commen- 
cement de  ce  Traité  (n°  5)  ;  on  aura  l'équation  de 
condition 

COS*.f  ■+»CO3!I.é'+C05,.:',=  I.  (l) 

De  plus  x  la  direction  de  la  force  N.  et  la  tangente  à  U 
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trajectoire,  en  un  même  point  de  cette  courbe,  étant 
deux  droites  perpendiculaires  entre  elles,  on  aura 
aussi  (n°78) 

T-,Ç08.f.+  -|£.C03.*/  +  -£-.  cos.  §"  =  o;  (a) 

car^tfc  représentant  lelément  de  la  courbe,  ^  ^ ,  ^J, 

sont  les  cosinus  des  angles  que  fait  la  seconde 
droite  arec  les  axes  des  coordomnées.  Les  compo- 
santes de  la  forcé  N y  parallèles  à  ces  axes,  seront 
iV.cos^r,  N .  fcos.  4>  N.  cos  .  i'\  les  équations  (m) 
du n°  219,  deviendront  donc,  en  ayant  égard  a  la 
force  Ny 

.    rr-  =  X+N.tos.e  , 

-y—  =  £  +  N.  C08  .  ** 

dt* 

'  Si  Ton  élkftine  entre  Ce&  cinq  éqtiatkms  ,  les 
-quatre  inconnues  iV,  e  >  «',  e",  il  restera  une  équa- 
tion différentielle  du  secoàd  ordrfe,  entre  x>  y ,  s 
et  t  :  en  la  joignant  Mixdeux  équations  de  la  trajec- 
toire, qui  sont  donnée*  dans  chaque  cas  particulier, 
on  aura  autant  d'équations  qu'il  en  faut  pour  dé- 
terminer les  coordonnées  du  mobile  en  fonction 
du  tems. 

a5i.  I/élimination  des  quatre    quantités  N>  e 
«',  é",  se  fait  immédiatement,  en  ajoutant  les  équa- 
tions (m)  ,  après  avoir  multiplié  la  pferaièfe  par  tbc , 
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la  deuxième  par  <fyy  la  troisième  par  'dz;  tt  qui 
donne,  en  ayant  ^gtftfà  4"  l'écjuàtîon :  (*y,    • 

équation  indépendante  d*  la  force  sJV-#Ht  de  $a  di- 
rection. N    :    ,  ,  ..-     . 

En  observant  que  dx&x^fyfyr^dï&p^ïdsd'Sy 
on  peut  mettre  .cette  équation  Sou*!  çejlte,  autre 
forme  : 

et  Ton  eu  coachit  >  comme  Aura  le  a°  av5  5  que 
Ja  force  accélératrice  àHpkobilç,  4éct>i*posée  Sui- 
vant la  tangente  à  la  trajtctoire ,  a  |H^rç^r*6$iott 
le  second  coefficient  différentiel  4e  l'arc  sy  oan$t- 
déré  comme  une  fonction,  du  terns;  tfrçsorle  qpe 
cette  expression  convient  également  au.  .cas  <aà  }e 
mobile  est  libre  et  à  celui  où  il -est  asfteûfeft.jà  se 
mouvoir  sur  une  courbe  donnée.  .; 

s5a.  Si  la  formule  Xdx+  Ffy+Zdz  est  une 
différentielle  exacte  à  trois  variables  œy  j\  z,  et  que 
l'on  représente  son  intégrale  par /{#,/>  *)>  on  aura, 
en  intégrant  l'équation  (3)f 


^£±él  =  a/(w)  +  C; 


(-0 


(7  étant  la  constante  arbitraire. 

Au  moyen  ies  équations  de  la  trajectoire ,  qai 

donnent  deux  de  trois  coordonnées,  en  fonction  de 

Ja  troisième  ,  par  exemple ,  2  et  j,  en  fonction  de 
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x,  on  pourra  toujours  elirpinet  z  &jr ,  dan»  cette 
équation.  Gela  fait,  on  ai»r*  une  équation  entre  ar^ 
dx  ei  dt,  d'où  Ton  tirera,  en  la  résolvant  par  rap- 
port à  dt  y  unie  valeur  de  cette  forme  dt=Fx  .  i£r  ; 
il  ne  restera  donc  plus  qua  intégrer  la  formule 
"JPx.dxj  pour  avoir  t  en  fonction  de  x>  et  récipro- 
quement x  en  fonction  de  t. 

Lors  donc  que  la"  formule  Xdx-{-Ydy-\-Zdz 
sera  utie  différentielle  exacte  à  trois  variables  ,  la 
détermination  du  mouvement  d'un  corps  sur  une 
courbe  donnée,  se  réduira  en  définitif  à  intégrer 
une  fonction  d  une  seule  variable  ;  intégration  qui 
-se  ^rapporte  a  la  méthode  des  quadratures. 

*  Mais  pi  Ton  comprend  au  nombre  des  forces 
•accélératrices  qui  agissent  sur  le  mobile  ,  là  résis- 
tance d'un  fluide ,  ou  un  frottement ,  la  formule 
Xdx~\*Ydjr-\-Zdz  ne  sera  plus  une  différentielle 

*  exacte  ;  daWs  ce  cas ,  il  est  aisré  de  faire  voir  que  Ik 
solution  du  problème  exige  l'intégration  d'une  éqùa- 
tion  différentielle  du  premier  ordre  ,  et,  en  outre, 
celle  d'une  fonction  d'une  seule  variable  :  nops  en 
donnerons  dans  la  suite  un  exemple. 

'  a53.  Lorsque  l'équation  (4)  a  lieu  ,  on  en  dé- 
duit plusieurs  conséquences  importantes ,  relative- 
ment à  la  vitesse  du  mobile.  Supposons  d'abord 
JÏ=o,  y=o,Z=o,  nous  aurons  aussiJ{xjj'9z)=o9 
et  par  conséquent ,  le  carré  de  la  vitesse  égal  à 
la  constante  C.  Il  s'ensuit  donc  qu'un  point  ma- 
tériel qui  se  meut  sur  une  courbe  donnée  ,  et 
qui  n'est  sollicité  par  aucune  force  accélératrice^ 
conserve  la  même  vitesse  pendant  toute  la  dures 
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de  son  mouvement.  C'est,  en  effet ,  ce  qu'on  pou-* 
vait  prévoir  d'après  le  raisonnement  du  n°  349 ,  où 
Ton  a  vu  que  la  diminution  de  vitesse ,  en  passant 
d'un  élément  a  l'autre  de  la  trajectoire  >  n  est  qu'une 
quantité  infiniment  petite  •  du  second  ordre  ;  de 
manière  que ,  répétée  une  infinité  de  fois  sur  un 
nombre  infini  d'élémens;  ou  sur  un  are  d'une  Ion-* 
gueur  finie ,  il  n'en  peut  jamais  résulter  qu'une 
diminution  infiniment  petite.  Mais  on  ne  doit  pas 
oublier-  que  ce  résultat  suppose  la  courbe  conti- 
nue; car ,  si  elle  était  formée  par  un  assemblage  de 
droites  et  de  portions  de  lignes  courbes ,  qui  fissent 
des  angles  fini*  à  leurs  points  de  jonction,  le  mo- 
bile éprottvéràfrbrië  perte  dé  vitesse ,  en  chacun  de 
ces  points,  qui  serait  proportionnelle  au  carré  du 
sinus  de  la  moitié ;de  l'angle  de  contingence.  ' 

La  vitesse  v  étant  constante ,  en  intégrant  l'équa- 
tion ds=zvdlj  on  aura  s  =vt.  La  variable  s  désigne 
ici  la  longueur  de  l'arc  parcouru  dans  le  tems  t  : 
ainsi ,  les  espaces  parcourus  sur  la  courbe  ,  eh  tems 
égaux,  sont  égaux ,  et  la  vitesse  de  ce  mouvement 
curviligne  et  uniforme,  est  égale  à  l'espace  parcouru 
dans  l'unité  de  temps,  comme  dans  le  mouvement 
rectiligne  delà  même  espèce. 

254.  Si  les  forces  X,  lr,  Z  ne  sont  pas  nulles  , 
la  vitesse  du  mobile  n'est  plus  constante ,  mais  elle 
est  indépendante  de  la  courbe  qu'il' est  forcé  de 
décrire.  En  effet ,  en  désignant  par  v  la  vitesse  cor- 
respondante aux  coordonnées  oc^y^zy  etjpar^, 
celle  qui  répond  aux  coordonnées  a ,  by  c ,  on  cou- 
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dut -de  l'équation  (4)>  celle-ci  : 

&—<*  =  2/(x,j, zj—af(a,  i,  c); 

qui  nous  fait  voir  que  l'augmentation* jju  carré  de 
la  vitesse ,  en  passant  d'un  point  à  un  aflffo*de  *ja 
trajectoire,  ne  dépend  que  des  coordonnées  de  ces 
points  et  de  la  forme  de  la  fonclibrX  indiquée  par/*, 
et  nullement  de  la  forme  de  cette  courbe*  Ce  théo- 
rème est  le  même  que  nous  ayons-  déjà  démontré 
(n°  224)  à  l'égard  d'un  point  matériel  libre. 

On  voit  aussi,  d'après  cette  équation*  que  si  plu- 
sieurs corps ,  soumis  aux  mêmes:  forces  accéléra- 
trices, partent  du  point  dont  1^6  coordonnées  sont 
a y  b,  c,  avec  la  vitesse  A 9  et  se  meuvent  sur  des 
courbes  différentes,  ils  auront  tau?  fe  même  vitesse 
quand  ils  atteindront  la  purface  qui  a  pour  équation 

B  étant  une  constante  donnée  :  cette  vitesse  sera 
égale  à  \/J*  +  2B—  2f(a,  b,c). 

Supposons,  paç  exemple,  que  la  seule  .force  qui 
agit  sur  tous  ces  corps,  soit  la  pesanteur  que  nous 
désignerons  par#;  prenons  Taxe  z  vertical,  et  dirigé 
dans  le  sens  de  cette  force;  nous  aurons  Z=g9 
X=o9  y=o;  par  conséquent /(.r^,  z)  ,  qui  re- 
présente l'intégrale  de  Xdx+  Ydj[-\-Zdz  ,  sera 
égale  dans  ce  cas  particulier  à  gz ,  et  la  surface  cor- 
respondante à  l'équation  f(x>y>  z)  =^BP  sera  un 
plan  horizontal.  II  en  faut  donc  conclure  que  si  un 
nombre  quelconque  de  corps  pesans  glissent  sur 
des  courbes  différentes ,  et  partent  d'un  piçtoe  point 
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avec  la  même  vitesse ,  ils  auront  encore  des  vitesses 
égales ,  quand  ils  atteindront  un  plan  horizontal  don- 
né; résultat  qui  est  une  extension  de  celui  du  n*  192. 

255.  Occupons-nous  maintenant  de  déterminer 
la  pression  que  le  mobile  exerce  sur  chaque  point 
de  sa  trajectoire.  Pour  cela,  il  faut  d'abord  trouver 
les  deux  forces  que  nous  avons  appelées  P  et  Q  , 
datts  le  n°  249,  fct  en  prendre'  ensuite  la  résultante. 
Dans  châtié *ea£  particulier  ,  îf  sera  aisé  dé  déter- 
miner la  force  P  et  sa  direction  :  les  forcés  X,  Y 
<etZ«tttattiénn&4/i>n  commencera  dTabord  par  en 
prendre  là  ttésttlteutè*,  par  la  direction  de  cette  force 
et  par  la  tfcdgfetftefc'îà  trajettoire,  au  point  irtie  \y6a 
considère,  Où  ttfèfiér*  uft  pfan,  dans  lequel  OA  dé- 
composera éettè  résultante  ton  deux  forces  ,  Tune 
'dirigée' Aritatf  te  tangente  ,  l'autre  pèr^etiaîctAiiîre 
à  cette  ligttte  :  c^tté  derttttre  ciômpxwantfe  sera  la 
force  P.  Qùâttt  &  là  foWre  Q,  ftotrt  Skvon*  qu'elle 
impriftife  à  chaqtté  instemt/àtt  kntmSè ,  là  vitesse 
infiniment'  petite  t> .  feih .  a  :  ôr,  Une  forte  accélé- 
ratrice à  pour  mesure  l'élément  de  Vitesse  qu^efle 
produit,  divisé  par  l'éiéttierA  du  tfetfts  (**  ï§8)  ;  on 

aura  donc  @=v>  -  —  ,  bu  WenÇ=~.,  en  obser- 
vant que  Yhfc  infiniment  petit  o*  >  fient  «tre  >pris  h 
la  place  de  aoa  ftia«fc.  Maison  démofitre  daiw  le 
calcul  différentiel,  et  nous  avons  déjà  eu  occasion 
de  faire  voir  (n°  i54)>  que.  Tangje  de  contingence , 
en  un  point  quelconque,  est  égal  à  l'élément  de  la 
courbe  divisé  par  son  rayon  dé  courbure  au  même 

point  ;  on.  a  donc ,  en  appelant  y  ce  rayon ,  *>sb*  \ 
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cl  par  conséquent  Ç==  —  .-jt,  ou,  ce  qui  est  la  même 
chose, 


à  cause  que  la  Vitesse  v  est  égale  à  ^-. 

Cette  partie  de  la  pression,  qui  est  due  à  la  vitesse 
dont  le  mobile  est  animé,  est  cq  qu'on  appelle  la 
force  centrifuge.  On  voit  que  l'intensité  de  cette 
force  est  .en  raison  directe  du  carré  <Je  la. vitesse 
et  inverse  du  rayon  de  courbure  de  1^: trajectoire. 
Sa  direction,  au  point  quelconque  9? £ fig.  59) 
coïncide  avec  la  normale  comprise,  dans; le  plan 
oscillateur.,  savoir,  avec  la  partie  mp  fe  cette  droite 
qui  tombe  hors  de  la .  concavité  de  la  courbe;  en 
sorte  que  cette  force  est  dirigée  de  manière  qu'elle 
tend  à  éloigner  le  mobile  du  centre  de  courbure. 
En  effet,  cette  direction  doit  être  celle  de  la  vitesse 
<>.  sin.  eu,  que  la  force  Q  est  ;  censée  imprimer  au 
mobile,  quand  il  arrive  au  point  m,  et  l'on  a  vu, 
dans  le  n°  3^9,  que  cette  composante  de  la  vitesse 
v  est  dirigée  suivant  la  droite  mp. 

Les  deux  forces  P  .et  Q  étant  ainsi  conrfues  ,  en 
"grandeur  et  en  direction ,  on  achèvera  de  trouver 
la  pression  totale  ,  en  prenant  leur  résultante  par 
la  règle  du  parallélogramme  des  forcés. 

^56.  Lorsque  la  trajectoire  est  une  co.urbe  plane , 
et  que  tontes  les  forces  qui  agissent  sur  le  ànôbile,  sont 
comprises  dans  sou  plan,les  deux  forces  Pet  Q  sont 
dirigées  suivant  la  même  droite ,  et  la  pression  est 
égale  à  leur  somme  ou  à  leur  différence,  selon  que 
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ces  deux  forces  agissent  dans  le  même  sens  ou  en 
sens  contraires.  Dans  ce  cas,  appelons  jH,  la  résul- 
tante des  forces  appliquées  au  mobile ,  et  Ô,  l'angle 
aigu  ou  obtus  que  sa  direction  fait  avec  la  partie  de 
la  normale  au  point  m,  qui  tombe  dans  la  concavité 
de  la  courbe,  savoir,  avec  la  droite  /wp';nous  aurons 
Jî.cos.O,  pour  la  valeur  de  P,  et  la  pression  en  ce 
point  sera  égale,  abstraction  faite  du  signe,  à 


—  II.  COS. 


y 

de  plus,  cette  force  s'exercera  suivant  m/?,  coaame 
la  force  centrifuge,  ou  en  sens  contraire,  suivant/?!//, 
selon  que  cette  quantité  sera  positive  ou  négative. 

357.  La  force  iV,  qui  entre  dans  les  équations  géné- 
rales du  mouvement,  est  maintenant  connue  en  gran- 
deur et  en  direction,  puisqu'elle  est  égale  et  contraire 
à  la  pression  que  nous  venons  de  déterminer;  ce- 
pendant il  est  bon  de  montrer  qu'on  peut  aussi  dé- 
duire de  ces  équations  même  >  la  grandeur  et  la  di- 
rection  de  celte  force  ;  mais,  pour  ne  pas  compliquer 
la  question ,  nous  nous  bornerons  au  cas  du  n°  pré- 
cédent, où  la  trajectoire  est  plane,  et  où  les  forces 
appliquées  au  mobile  sont  toutes  dirigées  dans  son 
plan. 

En  prenant  ce  plan  pour  celui  des  x9  yy  nous  au- 
rons z=o,Z=o,  6*=?ioo°,  et  les  cinq  équations 
du  n°  a5o,  se  réduiront  à  quatre,  savoir  : 

cos*.e  -f-  coà%:-  =  1 ,       -7-.COS.8  + -^-.cos.ê  =?  o, 
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Il  s'agit  donc  de  tirer  de  ces  équations  la  valeur  de  Nf 
qui  doit  être  essentiellement  positive  (n°io),  et 
les  valeurs  des  angles  e  et  ^,qui  déterminent  la  di- 
rection de  cette  force  par  rapport  aux  axes  des  ac  et 
desj\  Or,  les  deux  premières  donnent  d'abord 

cos.9z=z±-~-p      cos.t  =  +  •£  ! 

les  signes  supérieurs  doivent  être  pris  ensemble,  et 
les  signes  inférieurs  aussi  ensemble  ;  la  condition 
de  N  positive  fera  connaître,  comme  on  va  le  voir, 
dans  quels  cas  on  doit  prendre  les  uns  ou  les  autres. 

En  substituant  ces  valeurs  de  cos.g  et  cqs.  i ,  dans 
les  deux  autres  équations,  il  vient 

Afin  d'éliminer  la  différentielle  du  tems  qui  est  pris, 
dansées  équations,  pour  la  variable  indépendante,, 
je  les  ajoute  ensemble,  après  avoir  multiplié  la  pre- 
mière par  ^  et  la  seconde  par  -—  •£ ,  ce  qui  donne 

d$m  dr      ds'dr^'ds     A'ds9 
mais,  d  après  les  formules  connues,  on  a 

,     d'y  &x      dx*  j  dy 

d'ailleurs,  on  a  aussi  ^-=  ^.  -£;  au  moyen  de  quoi, 
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la  valeur  de  =fc  JV  devient 

*»— ^.g.*.i+r*-x*,        w; 

le  signe  supérieur  correspond  toujours  aux  signes 
supérieurs  des  Valeurs  de  cos.  i  et  cos.  é \  et  l'infé- 
rieur, aux  signes  inférieurs. 

Lorsque  fat  vitesse  t»  sera  connue  en  fonction  de  x 
•ety,  et  que  les  forces  X  et  Y  seront  données,  ainsi 
que  l'équation  de  la  trajectoire,  on  pourra  calculer, 
pour  chaque  point  de  cette  courbe,  la  valeur  numé- 
rique du  second  membre  de  cette  équation  ;  en  dési- 
gnant cette  valeur,  positive  ou  négative,  par  A  y  on 
aura  dcN—A  ;  et  comme  jV  doit  être  une  quantité 
positive,  il  faudra  prendre  le  signe  supérieur  quand 
A  sera  positive ,  et  l'inférieur  dans  le  cas  contraire  : 

on  aura  donc,  cta&s  le  premier  caa,  cw  .*  ;=£+-£ 
et  cos.  /==— - ~j\  et  dans  le  second,  cos.€= — -£ 

«t  cos.*'  =+  t-.  Les  valeurs  et  les  signes  de  cos.  g 

«t  cos.é'  étant  entièrement  déterminés,  on  connaî- 
tra les  angles  €  et  4,  aigus  ou  obtus,  qui  répon- 
dent à  ces  cosinus;  et  d'après  ces  angles,  on  cons- 
truira la  droite  suivant  laquelle  la  force  N  est  diri- 
gée. Âmsi,  l'on  voit  comment  pn  peut  déterminer 
complètement,  par  le  calcul,  h  grandeur  et  la  di- 
rection de  cette  force. 

258.  Il  nous  reste  à  vériûer  que  la  force  Nt  déter- 
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minée  de  cette  manière ,  se  trouvera  égale  et  con- 
traire en  chaque  point  de  la  trajectoire,  à  la  pression 
trouvée  dans  le  n°  256.  On  y  parvient  assez  difficile- 
ment., en  conservant  une  direction  quelconque  aux 
axes  des  coordonnées?  mais  la  question  devient  très- 
simple  ,  en  prenant  pour  ces  axes,  la  tangente  et  la 
normale  au  point  que  Ton  considère.  Je  placerai  donc 
l'origine  au  point  m  ;  je  prendrai  pour  axe  des  ^  posi- 
tives, la  partie  rnp  de  la  normale,  qui  tombe  dans  la 
concavité  de  la  courbe,  et  pour  axe  des  x  positives,  la 

tangente  mi.  Alors,  j'aurai  au  point  m,  ;&  =  °  et  X 
==  i  ;  par  conséquent 

cos.f  =  o,         co5.c/=^:i; 

d'où  il  suit  déjà  que  la  direction  de  la  force  N  coïn- 
cide avecla  droite  mpy  ou  avec  son  prolongement  mp  : 
avec/nj/,  quand  on  aura  cos.  «'=-f-i ,  et  avec  mp, 
quand  on-  aura  cos.Y= — i.  D'ailleurs,  y  étant  le 
rayon  de  courbure  en  un  point  quelconque,  on  a, 
d'après  les  formules  connues , 

"et  comme  ce  rayon  doit  être  une  quantité  positive, 
on    prendra    le  signe  -f-  ou  le  signe  — ,    selon 

que  la  quantité  — -, —  sera  positive  ou  négative;  or, 

en  ayant  égard  à  la  direction  actuelle  des  axes  des 
-coordonnées,  il  est  aisé  de  voir  que  la  valeur  de 

cette 
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luette  quantité  est  positive  au  point  m  ;  on  prendra 
4onc  le  signe  •+-,  et  à  cause  de  y/dxA^^s=ds  f 
on  aura 

âx.â& 

X  __^  dx 

y  ™         ds* 

Enfin  la  quantité  R  >coè.  8  représente ,  dans  le  n*  356, 
la  force  qui  agit  sur  le  mobile ,  décomposée  suivant 
la  droite  m//;  cette  droite  étant  devenue* Taxe  des/-, 
il  s'ensuit  donc  "iî.cos.  6^1^  ainsi,  toute  réduction 
faite,  1  équation  (n)  prend  cette  forme  : 

La  valeur  deiV  sera  donc  égale,  en  Faisant  aï>strac-v 

tion  du  signe ,  à  la  quantité  —  —  R .  cos  ..0.  De  plus, 

on  devra  prendre  le  signe-f-ou  le  signe— ^devant  iVV 
selon  que  cette  quantité  sera  négative  ou  positive, 
afin  que  N  soit  toujours  positive  ;  'donc,  h  cause' 
que  les  signes  supérieurs  se  correspondent,  ainsi 
que  les  signes  inférieurs,  devant  N  et  devant  la' 
valeur  de  cos. 6',  il  s'ensuit  que  la  direction  de  la 
force  N  coïncidera  avec  la  droite  mp'  ou  avec  la 

droite  mp,  selon  que  cette  quantité  — —  iî.cos.  0, 

sera  positive  ou  négative.  En  rapprochant  ce  résultat 
de  celui  du  n*  a56,  on  voit  que  dans  tous  les  cas  la 
force  N  sera  égale  et  (contraire  à  la  pression. 

§.  II.  Examen  de  la  force  centrifuge  dans  le  cercle. 
^5g.  Huyghens  et  les  premiers  géomètres  qui  ont 
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donné  la  mesure  de  la  force  centrifuge,  Font  dé- 
duite de  la  considération  du  mouvement  circulaire  ; 
comme  cette  manière  d'y  parvenir  a  surtout  l'avan- 
tage de  donner  une  idée  précise  de  cette  force,  nous 
allons  la  présenter  ici  en  peu  de  mots. 

Représentons  -  nous  donc  un  point  matériel  m 
(6g.  60)  attaché  à  ua  point  fixe  C,  par  un  fil  inex~ 
tensible  Cm  :  supposons  qu'on  lui  imprime  une  vi- 
tesse quelconque,  dans  une  direction  perpendicu- 
laire à  la  longueur  du  fil;  et,  pour  simplifier,  sup- 
posons aussi  qu'aucune  force  accélératrice  n'agisse 
sur  le  mobile.  Ce  point  matériel  va  décrire  un  cercle 
AmBy  dont  le  centre  et  le  rayon  seront  le  point  fixe 
et  la  longueur  do  fil.  Pendant  le  mouvement,  le  fil 
qui  retient  le  mobile ,  éprouvera ,  dans  le  sens  de  s? 
longueur,  une  certaine  tension  qui  n'est  autre  chose 
que  )a  force  eentrifogfe  En  appliquant  au  mobile 
une  force  ég4e  k  cette  tension,  et  constamment  di- 
rigée v«r$  le  ceptre  fixe*  on  pourra  ensuite  faire 
abstraction  du  fil,  e*  considérer  le  mobile  comme 
absolument  libre.  C'est  donc  en  vertu  de  cette  force 
centrale  inconnue,  combinée  avec  l'impulsion  pri- 
mitive ,  que  le  cercle  ASt  décrit. 

H  s'ensuit  d'abord  >  pv  Jç  principe  «tes  aires 
(n°  328),  que  les  secteurs  circulaires,  décrits  par  le 
rayon,  seront  égaux  en  teras  égaux;  ce  qui  exige  que 
les  ares  de  cercles  parcourus  par  le  mobile ,  soient 
aussi  égaux  en  tems  égaux.  Le  inouvement  circulaire 
sera  donc  uniforme,  et  si  l'on  appelle  9  la  vitesse 
imprimée  au  mobile,  on  auràf=rf;  s  étant  l'arc 
parcouru  dans  le  temsi. 
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Soit/*  l'intensité  de  la  force  centrale;  quelle  que 
«oit  cette  force,  on  peut  la  regarder  comme  cons- 
tante en  grandeur  et  en  direction,  pendant  un  inter- 
valle de  terne  infiniment  petit;  ainsi  pendant  que  le 
mobile  parcourt  un  are  de  cercle  infiniment  petit , 
tel  que  w*t',  la  force/est  censée  parallèle  au  rayon 
-Cm  qui  aboutit  à  l'origine  de  cet  arc  ;  d'o&  nous  con- 
cluons que  si  la  force  centrale  agissait  seule  sur  le 
mobile ,  dans  cet  intervalle  de  temps,  elle  lui  fe- 
rait parcourir  une  droite  égale  à  la  projection  de 
lare  mm'  sur  ce  rayon,  c'est-à-dire,  égale  au  sinuf 
verse  mn  de  cet  arc  (n*  ai 6).  Or,  toute  force  accé- 
lératrice constante  a  pour  mesure  la  vitesse  qu'elle 
imprime  au  mobile  daçs  l'unité  de  tems,  laquelle 
vitesse  est  égale  au  double  de  l'espace  qu'elle 'lui  &if 
parcourir,  dans  un  teins  quelconque,  divisé  par  fo 
carré  de  ce  tems  ;  la  force  /est  donc  égale  w  doubla 
du  sinus  verse  mn  divisé  par  le  carré  du  tems  infini* 
ment  petit,  employé  à  décrire  l'arc  mai \  mais  le  $i~ 
nus  verse  d'un  arc  infiniment  petit  est  égal  au  carré 
de  cet  arc,  divisé  par  le  diamètre,  parce  qu'on  peut 
alors  prendre  l'arc  à  la  place  de  la  corde  ;  donc  I4 
force  centrale  sera  égale  au  carré  du  rapport  de  l'arç 
mm'  au  tems  employé  à  le  décrire,  divi§é  par  le 
rayon  -Cm;  et  comme  ce  rapport  est  la  vitesse  9 ^  il 
s'ensuit  qu'en  appelant  r  le  rayon,  on  aura 

/=£. 

J        r 

.  Cettf  valeur  àef  est  aussi  celle  de  la  forée  centri- 
fuge, puisque  cette  force  est  égale  et  contraire  à  la 

a5. . 
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force  centrale.  Si  la  force  centrifuge ,  dans  le  cercle, 
est  égale  au  carré  de  la  vitesse ,  divisé  par  le  rayon  , 
on  en  conclut  immédiatement,  que  dans  une  courbe 
quelconque  elle  aura  pour  mesure  le  carré  de  la 
vitesse,  divisé  par  le  rayon  du  cercle  osculateur; 
car  on  peut  toujours  supposer  que  la  trajectoire  se 
confond  en  chaque  point  dans  une  étendue  infini- 
ment petite,  avec  son  cercle  osculateur  en  ce  point; 
de  sorte  qu'à  chaque  instant,  et  pendant  un  intervalle 
de  tems  infiniment  petit,  le  mobile  peut  être  censé 
se  mouvoir  circulairement  autour  du  centre  de  cour- 
bure, et  avoir,  par  conséquent  ^  la  force  centrifuge 
qui  convient  à  ce  mouvement  circulaire. 

260.  Pour  comparer  la  force  centrifuge  dans  le 
cercle,  à  la  pesanteur,  supposons  que  la  vitesse  im- 
primée au  mobile ,  soit  la  vitesse  due  à  la  hau- 
teur h  ;  de  sorte  qu'on  ait  P*=2g7*  ;  g  étant  la  gravité 
(n°  189).  Substituant  cette  valeur  dans  celle  de^on 
en  conclura 

/  _  a  h  m 

S  ~  T  : 

la  force  centrifuge  est  donc  à  la  pesanteur,  comme 
le  double  de  la  hauteur  qui  correspond  à  la  vitesse 
du  mobile,  est  au  rayon  dû  cercle  qu'il  décrit. 

Si  Ton  à,  dans  un  cas  particulier,  2/1=/',  la  force 
centrifuge  sera  égale  à  la  pesanteur,  et  le  fil  attaché 
au  point  fixe  sera  tendu  par  la  force  centrifuge  qu^ 
agit  sur  tous  les  points  du  mobile,  comme  il  le  se- 
rait par  le  poids  même  de  ce  coi'ps.  Gela  suppose , 
cependant,  que  le  mobile  est  regardé  comme  un 
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point  matériel,  ou  mieux,  comme  un  corps  dont  les 
dimensions  sont  très-petites  et  peuvent  être  négli- 
gées, par  rapport  à  sa  distance  au  point  fixe;  car, 
sans  cette  condition ,  la  force  centrifuge  ne  serait  pas 
la  même  et  égale  a  la  pesanteur ,  dans  toute  l'étendue 

du  mobile.  Dans  cette  hypothèse,   la  valeur  de   — 

exprimera  en  général  le  rapport  de  la  tension  que  le 
fil  éprouve,  au  poids  du  corps  qui  tourne  à  son  ex- 
trémité. 

a6i.  Si  l'on  désigne  par  T  le  tems  que  le  mobile 
emploie  à  parcourir  la  circonférence  entière  du 
bercle ,  et  par  nt  le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre ,  on  aura 

2*T 

substituant  cette  valeur  dans  celle  de/,  il  vient 


la  force  centrifuge  est  donc  en  raison  directe  dit 
rayon  et  inverse  du  carré  du  tems  employé  à  par- 
courir la  circonférence. 

262.  Lorsqu'un  corps  solide  tourne  autour  d'un 
axe  fixe,  tous  ses  points  décrivent >  dans  le  même 
tems,  des  cercles  dont  les  plans  sont  perpendicu- 
laires à  l'axe,  qui  ont  leurs  centres  dans  cet  axe ,  et 
pouf  rayons,  le*  perpendiculaires  abaissées  dfe  chaque 
point  sur  ce  même  axe;  par  conséquent  les  forces; 
centrifuges  de  ces  differens  points  sont  entre  elles- 
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eofnme  ces  perpendiculaires.  Ainsi,  par  exeiàple,' 
la  force  centrifuge  des  corps  placés  à  la  surface  de 
la  terre  >  fet  qui  tourne&t  avec  elle  autour  de  son  axB 
de  rotation,  est  proportionnelle  amx  rayons  desp«m£» 
■  lèlès  qu'ils  décrivent  ;  et  de  plus  cette  force  est  dki** 
gée,  en  chaque  lieu  de  la  terre ,  suivant  le  prolon- 
gement du  rayon  du  parallèle  qui  aboutit  en  ce  lieu. 
La  force  qui  précipité  lès  corps  vers  la  terre,  el 
que  nous  appelons  pesanteur,  est  due  principalement 
à  l'attraction  du  sphéroïde  terrestre  sur  ces  corps; 
mais  quelle  qu'en  soit  la  cause ,  il  est  toujours  cer- 
tain que  la  force  centrifuge  diminue  cette  tendance 
des  corps  pesans;  de  manière  qu'excepté  aux  pôles 
où  la  force  centrifuge  est  nulle,  la  pesanteur  est  par- 
tout moindre  que  si  la  terre  n  avait  pas  de  mouve- 
ment de  rotation.  A  Féquateur,  la  force  centrifuge 
et  la  pesanteur  sont  dirigées  suivant  la  verticale,  en 
sens  contraire  Tune  de  l'autre  ;  la  pesanteur  y  est 
donc  égale  à  l'excès  de  l'attraction  de  la  terre  sur  la 
force  centrifuge;  par  conséquent  on  a,  d'après  le  n* 
précédent, 

g  étant  la  pesanteur,  G  l'attraction  terrestre,  ou  la 
pesanteur  qui  aurait  Keu  si  la  terre  était  frftmobïfe, 
/  le  rayon  dé  l'équateur ,  et  T  le  téms  de  la  rotation 
de  h  terre. 

a65.  Fb«*  toBrarôr  e*  nombre,  I*  valeur  de  te 
forée  tenijrilfage,  3  fient  vanadtecè  te&feteftf»  de  4f,  r 
et  T.  Qt>  oA:  a  ^«cS^^iSgaôj  le  rayon  de  Nq*a~ 
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teur  est  de  6376466  mètres;  la  rotation  de  la  terre 
s'achève  dans  an  intervalle  de  teins,  an  peu  plus 
petit  qu'un  jour,  et  dont  la  longueur  exacte  est  do 
0,>99727  »  Pour  l'exprimer  en  seconde? ,  il  faut  la 
multiplier  par  86400  qui  est  le  nombre  de  secondes  > 
compris  dans  un  jour;  ce  qui  donne  T==86 164  se- 
condes. Si  l'on  substitue  ces  nombres  à  la  place  de  tfy 
ret  7*,  dans  l'expression  de  la  force  centrifuge  ,  on 
trouve,  poiii4  résultat,  0,0359.  Ce  nombre  abstrait 
exprime  le  rapport  de  la  forée  centrifuge  à  Téqua* 
teur,  à  une  certaine  force  prise  pour  unité. 

On  doit  se  rappélef ,  à  cette  occasîorv,  que  l'ex- 
pression des  forcés  accélératrices  suppose  que  Ton 
prend  pouf  unité,  là  force  accélératrice  constante 
qui  produirait,  dans  l'unité  de  tems,  une  vitesse 
égale  à  l'unité  linéaire  (n°  19S);  le  nombre  o,o35(} 
exprime  donc  le  rapport  de  la  force  centrifuge  que 
nous  considérons ,  à  la  force  accélératrice  constante 
qui  produirait,  dans  une  seconde  de  temsj  une  vi- 
tesse égale  à  un  mètre.  Comparée  à  la  même  force, 
l'intensité  de  la  pesanteur  à  l'équateur  est  exprimé* 
par  le  nombre  9,78  ;  car,  l'observation  a  appris  qu'en 
cet  endroit  de  la  terre,  les  corps  graves  acquièrent 
une  vitesse  de  9,78  mètres,  pendant  la  première  se- 
conde de  leur  chute  dans  le  vide  ;  et  nous  savons  que 
les  forces  accélératrices  constantes  sont  entre  elle* 
comme  les  vitesses  qu  elle  s  produisent  en  tems  égaux. 
Ainsi,les  nombres  0,0^59  et  9,78  sont  les  rapports  de 
la  force  centrifuge  et  de  la  pesanteur,  à  la  même 
force;  donc,  en  divisant  l'un  par  l'autre,  on  aura  le 
rapport  de  ces  deux  forces  entre  elles*  On  trouve  dq 
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cette  manière,  que  la  pesanteur  est  égale  à  environ 
288  fois  la  force  centrifuge  ;  d'où  il  suit  que  celle-ci 
n'est  qu'environ  la  àSgme  partie  de  la  gravité  qui  au- 
rait lieu  sans  le  mouvement  de  la  terre  j  c'est-à-dire  ^ 

que  l'on  a 

4îrV_JL 

ra  —  389    • 

Si  le  mouvement  de  rotation  de  la  terre  devenait 
plus  rapide,  le  tems  T*  diminuerait,  et  la  force  cen- 
trifuge différerait  moins  de  la  gravité  G.  En  obser* 
vantque  289  est  le  carré  de  17,  on  voit  qu'il  suffirait 
que  le  mouvement  de  la  terre,  autour  de  son  axe, 
devint  17  fois  aussi  rapide  qu'il  Test  réellement, 
pour  que  la  force  centrifuge  et  la  force  G  fussent 
égalés.  Alors  la  pesanteur  serait  nulle  à  Féquateur,  et 
lés  corps,  abandonnés  à  eux-mêmes %  s'y  tiendraient 
en  équilibre  • 

*  264»  La  force  centrifuge  diminue  la  pesanteur 
dans  tous  les  points  de  la  surface  de  la  terre,  mais 
d'une  quantité  plus  petite  qu'à  l'équateur,  pour  deux 
raisons  :  parce  que  cette  force  décroît  en  allant  de 
Féquateur  aux  pèles,  et  parce  que  l'angle  qu'elle  fait 
avec  la  verticale  augmente.  Si  la  variation  de  la  pe- 
santeur était  uniquement  l'effet  de  la  force  centri- 
fuge, il  serait  très-facile  d*en  déterminer  la  loi  ;  et, 
dans  ce  cas ,  Fexcès  de  la  pesanteur  au  pôle  s;ur  la 
pesanteur  à  Féquateur,  serait  égal,  d'après  le  calcul 
qu'on  vient  de  foire ,  à  environ  un  aSg"1*  de  la  pe- 
santeur moyetfne.  Mais  la  terre  étant  un  sphéroïde 
aplati  vers  }es  pôles  z  son  attraction  sur  les  coiya 
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places  à  sa  surface ,  est  aussi  une  force  variable,  dont 
l'intensité  décroît  en  allant  du  pôle  à  l'équateur  ;  la 
variation  de  pesanteur  que  Ton  observe  ,  est  due  à  1* 
lois  à  ce  décaissement  et  à  la  force  centrifuge  ;  et 
c'est  pour  cela  que  la  diminution  totale,  du  pôle  k 

l'équateur,  surpasse  '^-g-  €t  s'élève  à  environ. -^  de 

la  pesanteur  moyenne  (n°  ig4)-  ' 

§.  III.  Oscillations  du  Pendule  simple. 

265:  "En  général  ^  un  pendule  est  un  appareil  com- 
posé d'un  corps  solide,  suspendu  à  l'extrémité  d'un 
fil  qu'on  regarde  comme  inextensible  et  inflexible; 
ce  fil  est  attaché  fixement  par  son  autre  extrémité  à 
un  axe  horizontal,  assujéti  de  manière  qu'il  puisse 
tourner  librement,  et  que  tout  autre  mouvement 
soit  impossible.  Quand  la  verticale  menée  par  le 
centré  de  gravité  du  corps  entier,  le  fil  compris  '% 
rencontre  l'axe  de  rotation,  le  pendule  est  en  équi- 
libre ;  si  on  récarte  de  cette  position ,  et  qu'on  l'aban- 
donne ensuite  k  l'action  de  la  pesanteur,  il  fait,  de 
part  et  d'autre  de  la  verticale,  une  suite  indéfinie 
d'oscillations,  dont  les  durées  sont  égales  et  servent 
à  la  mesure  du  tems.  Mais  pour  comparer  plus  faci- 
lement entre  elles  les  durées  des  oscillations  de  dif- 
férons pendules  ,  les  géomètres  ont  imaginé  un 
pendule  idéal,  qu'on  appelle  le  pendule  simple:  il' 
consiste  en  un  point  matériel  pesant,  suspendu  à 
l'extrémité  d'un  fil  dénué  de  pesanteur,  inflexible, 
inextensible,  et  attaché  par  son  autre  extrémité  à  un 
point  fixe.  Ge  sorties  oscillations  de  ce  point  maté- 
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riel  que  taOns  allons  considérer  :  dans  la  suite ,  nota* 

ferons  voir  Comment  on  détermine,  pour  chaque 

pendule  compose,  la  longueur  du  pendule  simjrie  % 

qui  fait  ses  oscillations  dans  le  même  tems  que  le 

(rentier. 

266.  Avant  d'entrer  en  matière ,  il  convient  d'ex- 
poser plusieurs  propriétés  générales  du  mouvement 
d'un  point  matériel  pesant,  sur  une  courbe  de  forme 
quelconque. 

Lorsqu'un  corps  pesant  se  meut  sur  une  courbe 
donnée  CBC  (fig.  61),  sa  vitesse  v y  en  un  point 
quelconque  m  de  sa  trajectoire,  est  déterminée  par 
cette  équation  (n°  a54)  : 

dans  laquelle  A  représente  la  vitesse  du  mobile  an 
point  de  départ  que  je  suppose  être  le  point  C}g  dé- 
signe la  pesanteur,  et  z  l'ordonnée  vertical*  du  point 
m,  comptée  à  partir  du  point  C,et  dirigée  dans  le  seM 
de  la  pesanteur.  Si  Ton  suppose  la  courbe  composée  de 
deux  branches  2?C  et  i?C,  qui  se  joignent  atf . point  Bp 
et  dont  la  tangente  commune  en  ce'  point  j  est  une 
droite  horizontale  :  l'ordonnée  z  et  la  vitesse  9  aug- 
menteront pendant   que   le   mobile  parcourra  U 
branche  descendante  BC  ;  ces  deux  quantités  attein- 
dront leur  maximum  au  point  le  plus  bas;  parvenu  en 
ce  point,  le  mobile  continuera  de  se  mouvoir  au-delà, 
sur  la  branche  ascendante  BC9  en  vertu  de  sa  vitesse 
acquise;  mais  pendant  qu'il  s'élèvera  sur  cette  ligne, 
l'ordonnée  %  et  la  vitesse  v  diminueront,  et  cette  dw 
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mutation  progressive  se  fera  de  ibamère  qufr  si  ¥aû 
Aline  ira  plan  horiaootel  quelconque  >  qtri  coupe  le» 
deux  branches  de  ta  courbe  en  fn  et  *i'>  lu  vitesse 
du  mobile  éera  k  mênke  an±  deufc  points  d'inter- 
section. 

U  est  évident  que  le  rfioirile  doit  continuer  de  g'é* 
lever  jusqu'à  èe  que  sa  vitesse  soit  deverfue  égale  k 
mto;  en  supposant  donc  que  là  tâtesée  initiale,  jrf 
soit  nttlk,  le  mobile  remontera  jnstjri'à  ce  qu'il  se 
trouve  dans  le  plan  horizontal,  mené  par  mai  point 
de  départ  C  i  et  qui  coupé  k  btunché  ascendante  au 
point  C\  arrivé  en  ce  pùint,  il  CotHmnâtrt  à  rè* 
descendre  sut  k  brandie  &€*>  pme  il  s'élèvera  s«# 
k  braùôke  BC>  jusqu'à  ce  qu'il  soit  refcèrin  k  m 
premier  point  de  départ  >  avec  une  vitesse  linUe.  L# 
mokik  fera  ainsi  une  suite  indéfinie  d'osdHitieirt 
semblables  sur  la  ceftrbé  donnée.  Gocntae  ebaemt 
dès  éiéniviw  de  cette  courbe  est  dëcril  avec  k  iiieftie 
vitesse,  soit  que  le  mobile  àroutb,  steit  qu'H  des» 
eende*  il  s'ensuit  que  le  teids  de  Fatctnston>  par 
Fine  dés  dent  branches,  aéra  égal  ad  tems  de  k 
chute,  par  k  nèmm  branche  j  k  mobile  emploiera 
dnwc  le  même  tems  à  revenir  ckpoktt  Ca*  pohitCy 
<|u*  alk*  dû  pokt  C  au;  prànt-  C;  par  conséquent 
k  tans  de  k  seconder  osdïllatkm  sem  le  même  que 
eehn  de  k  première  1  et  toutes  les  oscillations  te  fo» 
ront  dans  4M  tems  égara, 

Quand  la  vitesse  initiale  A  ne  sera  pas  nulle,  le 
corps,  en  moulant  fcuf  la  Sëcôntfe  branche  de  k  tra- 
jecTôire,  S'élèvera  Su -dessus  dn  pfan  horizontal , 
é  par  son  pokfct  de  départ.  Alors ,  si  k  toajec- 
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toire  est  une  courbe  fermée ,  il  pourra  arriver  deux 
cas  :  ou  la  Vitesse  du  mobile  sera  nulle ,  ayant  qu'il 
ait  atteint  le  point  B  où  la  tangente  redevient  hori- 
zontale, et  que  j'appellerai  le  sommet  de  la  courbe 
donnée  ;  ou  bien  il  atteindra  ce  poiut  sans  avoir  en- 
core perdu  toute  sa  vitesse.  Dans  le  premier  cas,  le 
mobile  redescendra  sur  la  branche  BC,  remontera 
sur  la  branche  BC,  et  oscillera,  comme  précédem- 
ment ,  de  part  et  d'autre  du  point  le  plus  bas  B.  Les. 
oscillations  seront  isochrones  (*)  à  partir  de  la  se-' 
conde ,  et  seulement,  la  durée  de  la  première  sera 
plus  courte  que  celle 'des  autres.  Dans  lé  second  cas, 
le  mobile  continuera  son  mouvement  au  -delà  du 
sommet  B'  ;  il  redescendra  par  la  branche  BCBy  et 
au  lieu  d'osciller,  il  parcourra  un  nombre  indéfini  de 
fois  et  dans  des  intervalles  de  tems  égaux ,  la  circon-; 
férence  entière  de  la  courbe  donnée. . 

Ces  propriétés  dû  mouvement  d'un  corps  pesant," 
sur  une  courbe  donnée,  sont  indépendantes  de  la 
nature  de  cette  courbe,  qui  peut  /être  plane  ou  à 
double  courbure  :  elles  supposent  seulement  que  la 
trajectoire  est  une  courbe  continue  ;  car,  si  l'angle 
de  deux  tangentes  consécutives ,  en  un  ou  plusieurs 
endroits  de  la  courbe ,  était  un  angle  fini,  il  y  aurait 
une  perte  de  vitesse  sur  chacun  de  ces  points ,  et  le 
mouvement  du  corps  finirait,  à  la  longue,  par  s'ar* 
rêter,  ou  du  moins  par  devenir  insensible.  \ 

367.  Le  tems  que  le  mobile  emploie  a  faire  une 

■■         ■'  ■  \  ■ 

(*)  On  appelle  ainsi!**  oscillation*  qui  ie  font  en  tenu  égaux. 


Digitized  by 


Google 


LIVRE  IL  DYNAMIQUE.  $97 

oscillation  entière,  ou  à  décrire  la  circonférence  en- 
tière de  la  trajectoire,  dépend  de  la  nature  de  cette 
courbe.  Pour  le  déterminer,  désignons  par  s  lare 
Cm  compris  entre  le  point  de  départ  du  mobile  et 
un  point  quelconque  de  cette  courbe;  soit  aussi  t  le 

'  ds 

tems  employé  à  décrire  cet  arc;  en  mettant  -3- ,  à  la 

place  de  v ,  dans  l'équation  du  n°,  précédent ,  et  ré- 
solvant ensuite  cette  équation,  par  rapport  à  dt,  il 
vient 

ds 


dt=2 


\/j*.+  QgZ 


Lorsque  l'équation  de  la  trajectoire  sera  donnée,  on 
en  tirera  z  en  fonction  de  sy  ou  s  en  fonction  de  z; 
substituant  donc  Tune  ou  l'autre  de  ces  valeurs  dans 
celle  de  dt,  il  ne  restera  plus  qu'à  intégrer  cette  for- 
mule pour  avoir  le  tems  correspondant  k  une  valeur 
quelconque  de  s  ou  de  2.  Il  sera  ensuite  aisé  d'en 
conclure  le  tems  de  l'oscillation  entière,  dans  le  cas 
du  mouvement  oscillatoire;  ou  bien,  dans  l'autre 
cas,  le  tems  employé  à  décrire  la  circonférence  de' 
la  courbe  donnée. 

368.  On  peut  observer  que  la  valeur  de  /,  en  fonc- 

\       tion  de  l'arc  s,  ne  dépendra,  dans  chaque  cas  parti- 

,       eu  lier,  que  de  la  vitesse  initiale  et  de  la  relation  qui 

I  sera  donnée  entre  les  Ordonnées  verticales  et  les 

arcs  de  la  trajectoire,  ces  ordonnées  et  ces  arcs  étant 

à  £       comptés  du  point  de  départ  du  mobile  :  cette  vitesse 

^       et  cette  relation  restant  les  mêmes,  et  la  trajectoire 

venant  à  changer,  Técfuatiort  entre  s  et  /  ne  eban-' 
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gpra  p#»,  »ou  plu*  /que  la  foi  du  mouvement  qa« 
4ttUç  4qu?&taf»  exprime,  Supposons  donc  que   la 
.courbe  dowée  soit  a  doubla  courbure  ;  de  tous  «es 
points  a^ato  ow  das  perpendtcnhàres  aur  va  plan 
horizon t,al,  jetoiâi  ei&bratfneueot,  ce  qui  fermer*  un 
cylindre  vertical;  imaginons  ensuite  que  l'on  déve-r 
loppe  ce  cylindre  sur  un  plan  vertical,  de  manière 
que  chaque  point  de  la  courbe  donnée  conserve  la 
même  hauteur  au-dessus  du  plan  horizontal  :.  cette 
courbe  se  trouvera  transformée  en  une  courbe  plane, 
dans  laquelle  la  relation  des  arcs  et  des  ordonnées 
verticales,  comptés  d'un  point  quelconque,  sera  la 
même  que  dans  la  courbe  à  double  courbure  ;  la  loi 
du  mouvement  sera  dçnc  aussi  h  même  sur  les  depx 
courbes ,  pourvu  <jue  la  vitesse  soit  la  même  sur 
l'une  et  sur  l'aytre,  au  pojnt  de  départ  du  mpbile* 
Réciproquement,  le  mouvement  conservera  toutçs 
ses  propriétés,  si  l'on  replie  1*  trajectoire  pjane  sur 
un  cylindre  vertical  quelconque.,  sans  changer  les 
hauteurs  de?  points  dç  cettte  courbe,  aurde§*us  4'u* 
plan  horizontal. 

369.  Appliquons  maintenant  ces  considérations 
générales  au  mouvement  du  pendule  simple ,  que 
nous  avons  défini  précédemment* 

SpjU  0  \ç  ppijtf  4e  mtÇ4WM  y  OB  la  verticale 
mente  par  ce  paiot,  OG  h  position  initiale  d*  pen~ 
dule  j  suppoaoqs  qw  daa*  oettt  position  on  ira- 
prime  «W  point  matériel  pttacké  à  l'extrémité  du  fil, 
une  vlteasp  pf  rper%diçp)#w  fr  m  longueur  >  et  dirigée 
dans  le  plan  vertical  ÇQff  :  il  est  évident  que  le 
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pendule ,  pendant  son  mouvement ,  ne  sortira  pas  de 
ce  plan  vertical,  et  que  le  point  matériel  décrira  un 
cercle  dont  la  longueur  OC  du  fil  et  le  point  O, 
seront  le  rayon  et  le  centre.  Désignons  ce  rayon  par 
a9  et  par  a  l'angle  initial  COB  ;  soit  a — 0  l'angle 
COm,  qui  répond  à  l'arc  Cm>  décrit  dans  le  tems 
quelconque  t;  pu>  ce  qui  est  lamêrqe  £hQ$ç,  soit  9 
r?ngle  variabie  mOBy  compris  entre  le  pendule  ejt 
la  verticale,  lequel  angle  deviendra  négatif,  qwi&fi 
le  pendule  aura  dépassé  cette  ligue;  sçit  eofin  hy  \% 
hauteur  due  à  la  vitesse  initiale.  En  #J)rô#ant  dff 

{>oints  C  et  m,  les  perpendiculaire?  ÇJQ  çt  Cp9  «W 
a  verticale  Oi?,etconservaptïçs4^Q^wtj^^ 
n0i  précédens,  nous  aurons 

z  =  Dpz^Op  —  OjD=a.cos.fl —  ç.çpê.*-, 
la  valeur  de  dt  deviendra  donc 

*» «-  ** 


et  celle  de  la  yttesse  au  point  my 

On  peut  mettre  ces  valeurs  sous  une  autre  forme, 
en  employant ,  au  lieu  de  l'angle  9y  son  sinus  y  erse  ; 
en  le  désignant  par  x,  celui  de  l'angle  a  ,  par  £  y  op 
aura 

K    «* —  X* 
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et  par  conséquent 

1  .  -^-  a dx 

dl  =  —  ■  — — — s  -1     '     » 

y/ax  — x\  V/2^(/i  +  aC— ûx) 

v=  t/*g  (A  +  aC  —  eu?). 

Le  sinus  verse  x  ne  pouvant  jamais  surpasser  le 
(nombre  2 ,  il  s'ensuit  que  si  Ton  a  A-f-a£>2tf  ,  la 
"vitesse  y  ne  deviendra  jamais  nulle.  Dans  ce  cas  ,  le 
pendule,  au  lieu  d'osciller,  fera  le  tour  entier  de  la 
circonférence.  Le  point  matériel  reprendra  la  même 
vitesse,  toutes  les  fois  qu'il  reviendra  au  même  point 
dé  cette  circonférence ,  et  son  mouvement  circulaire 
continuera  indéfiniment.  Mais  si  Ton  a  A-H*6<20,  la 
vitesse  o  sera  nulle  au  point  de  la  trajectoire  qui 

répond  à*=  ■    ■      ;  le  pendule  oscillera  de  part  et 

d'autre  de  la  verticale  ;  et  il  est  intéressant  de  dé- 
terminer, dans  ce  cas,  la  durée  de  chaque  oscilla- 
tion. Cette  détermination  est  surtout  importante  lors- 
qu'on suppose  très-petite  l'amplitude  des  oscillations, 
ce  qui  a  effectivement  lieu  dans  tous  les  usages  que 
l'on  fait  du  pendule  ;  nous  commencerons  donc  par 
résoudre  la  question  dans  cette  hypothèse. 

270.  II  est  permis  de  supposer  la  vitesse  initiale, 
égale  à  zéro;  car  cela  revient  à  prendre  pour  origine 
du  mouvement,  le  commencement  d'une  oscilla- 
tion. Nous  aurons  alors  A==o.  De  plus,  les  écarts 
du  pendule ,  de  part  et  d'autre  de  la  verticale,  étant 
supposés  très-petits,  il  s'ensuit  que  les  angles  *  et  0/ 
sont  aussi  très-petits;  en  négligeant  detac  leurs  qua- 
trièmes 
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trièmes  puissances ,  on  aura 

cos.*=i- coa.B  =  i  — — . 

*  • 
Ces  valeurs  substituées  dans  celle  de  dt,  il  vient 

V  g  v/*»— •*' 
d'où  Ton  tire,  en  intégrant > 

*=C+y|".arc.(cos.  2=-)$ 

C  étant  la  constante  arbitraire»  À  l'origine  du  mou- 
vement, on  a  à  la  fois  t=o>  6=*,  ce  qui  donne 
C=o;  supprimant  donc  cette  constante  ,•  et  résol- 
vant l'équation  par  rapport  à  û,  on  trouve 


» 

Gette  valeur  de  0  renferme  la  loi  du  mouvement 

du  pendule.  On  voit  qu'à  mesure  que  t  augmente,  ô 

diminue,  et  le  pendule  se  rapproche  de  la  verticale; 

il  coïncide  avec  cette  ligne.,  et  l'angle  fi  est  nul, 

quand  t\J&  est  devenu  égal  à  —,  tf  étant  la  demi- 
circonférence  pour  le  rayon  égal  à  l'unité.  Si  t  con- 
tinue d'augmenter,  6  devient  négatif ,  et  le  pendule 
passe  de  l'autre  côté  de  la  verticale;  il  s'en  éloigne 

jusqu'à  ce  que  t\i—  soit  devenu  égal  \nc  :  à  cet  ins- 
tant, on  a  ô=— <x;  c'est  le  plus  grand  écart  du  pen- 
1.  36 
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dule  ;  car  si  t  augmente  encore ,  la  Valeur  négative 
de  8  diminue  ,  et  le  pendule  se  rapproche  de  la  ver-* 
ticale.  En  continuant  cet  examen,  on  reconnaîtra  sans 
peine  que  le  pendule  s'écarte  successivement  d'un 
angle  cl y  de  part  et  d'autre  de  la  verticale;  si  l'on  dé- 
signe par  T  le  tems  d'une  oscillation  entière  ,  pen- 
dant lequel  tems,  le  pendule  décrit  deux  de  ces 
angles  a$  on  aura 

En  général,  si  Ton  considère  le  pendule  dans  une 
position  quelconque,  d'un  côté  dé  la  verticale >  il  se 
retrouvera  dans  la  même  position ,  de  l'autre  côté 
de  cette  ligne,  après  un  intervalle  de  tems  égal  à 
T;  de  sorte  que  l'angle  8  n'aura  fait  que  changer  de 
signe.  En  effet,  soit  8/,  ce  que  devient  0,  quand  t 
devient  t+Ty  nous  aurons 

■  271.  La  vitesse  du  corps  oscillant  est  égale  à  -7- , 

ou  à — a'gr>  à  un  instant  quelconque;  dtfférentiant 
donc  la  valeur  de  8  ,  on  trouve 

Cette  vitesse  est  nulle  toutes  les  fois  que  1 1/£  est  un 
multiple  de  tt,  ce  qui  à  lieu  dans  les  positions  ex- 
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trème6  du  pendule  ;  elle  est  au  contraire  %  sôh  maxir* 

mum,  quand  t  \/-  es*  un  multiple  impair  de  — ,  et 
alors  le  pendule  coïncide  avec  la  verticale.  Dans  cç 
dernier  cas,  on  a  t>zz=a  V ag,  ou,  ce  qui  est  la  même 
chose,  *z=z\f  zgb,  en  faisant  b  = — ;  mais  la  hau- 
teur du  point  de  départ  du  mobile ,  au-dessus  du  point 
le  plus  bas  de  sa  trajectoire,  est  égale  à  a(i — cos.ct); 

4elle  se  réduit  à  — ,  ou  à  £ ,  à  cause  que  nous  négli- 
geons la  quatrième  puissance  de  et  ;  donc  la  vitesse 
au  point  le  plus  bas  ,  est  la  vitesse  due  à  celte  hau- 
teur; ce  qui  résulte,- en  effet,  du  théorème  général 
du  n°  254. 

272.  La  valeur  de  T  nous  montre  que  la  durée 
des  petites  oscillations  d'un  perïdule  est  indépen- 
dante de  leur  amplitude  ;  elle  ne  dépend  que  de  la 
longueur  du  fil  et  de  l'intensité  de  la  pesanteur.  De 
ces  trois  quantités  a,  g  et  T,  deux  étant  données 
par  l'observation ,  on  en  conclura  immédiatement 
la  troisième  :  par  exemple,  si  l'on  donne  a  et  T7,  on 

aura 

a** 
g  —  7*  • 

C'est  au  moyen  de  cette  formule  que  l'on  déter- 
mine >  en  chaque  lieu  de  la  terre,  l'intensité  de  la 
pesanteur,  d'après  l'observation  du  pendule.  Pouf 
.cela,  on  fait  osciller  un  pendule  composé,  de  forme 
connue,  pendant  un  tents  donné;  on  compte  le 
nombre  d'Oscillations  isochrones  qu'il  fait  dans  cçt 
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intervalle  de  teins  ;  et,  en  divisant  le  tems  donné, 
par  ce  nombre ,  on  a  la  durée  de  chaque  oscillation  ; 
par  la  règle  que  nous  enseignerons  dans  la  suite  ,  on 
Calcule  la  longueur  du  pendule  simple,  qui  ferait 
ses  oscillations  dans  le  même  tems  que  le  pendule 
composé;  de  cette  manière,  on  a  les  valeurs  de  a  et 
de  T9  et  Ton  en  conclut  celle  de  g,  en  les  substituant 
dans  l'équation  précédente.  En  faisant  osciller  des 
corps  de  différentes  masses  et  de  différentes  ma- 
tières, et  en  déterminant  pour  chacun  d'eux,  par  le 
moyen  que  nous  indiquons,  l'intensité  de  la  pe- 
santeur, on  a  reconnu  que  cette  force  accélératrice 
est  la  même  pour  tous  ces  corps,  dans  un  même  lieu 
de  la  terre. 

On  a  trouvé,  à  l'Observatoire  de  Paris ,  om,99384 
pour  la  longueur  du  pendule  simple  qui  fait  ses  pe- 
tites oscillations  dans  une  seconde  de  tems  ;  en  pre- 
nant donc  la  seconde  pour  unité  de  tems  ,  on  aura 
n=om,99384,  et  T=x  ;  d'ailleurs  ona4r=3,i4i5<); 
d'où  Ton  conclut  ^=9m,8o88. 

Cette  valeur  de  g  est  la  vitesse  que  la  pesanteur 
imprime  aux  corps  ;  à  notre  latitude,  pendant  la 
première  seconde  de  leur  chute  dans  le  vide  •  elle 
exprime  aussi  le  double  de  l'espace  que  ces  corps 
parcourent  dans  le  même  tems  (n°  187). 

L'observation  a  appris  que  la  longueur  du  pendule 
à  secondes  varie  à  la  surface  de  la  terre,  et  qu'elle 
diminue  à  mesure  qu'on  se  rapproche  de  l'équateur  ; 
or,  le  tems  de  l'oscillation  restant  le  même,  la  for- 
mule précédente  montre  que  la  pesanteur  est  pro- 
portionnelle à  cette  longueur  :  on  doit  donc  en  con- 


Digitized  by 


Google 


LIVRE  IL  DYNAMIQUE.  4o5 

dure  que  l'intensité  de  cette  farce  est  également 
variable;  et,  vu  l'extrême  précision  dont  les  obser- 
vations du  pendule  sont  susceptibles ,  elles  offrent  le 
moyen  le  plus  propre  à  déterminer  la  loi  de  cette 
variation.  C'est  en  effet  par  ce  moyen  qu'on  a  trouvé 
l'expression  de  la  pesanteur  à  une  latitude  quel- 
conque, que  nous  avons  donnée  dans  le V  194. 

273.  La  résistance  de  l'air  n'a  aucune  influence 
sensible  sur  la  durée  des  petites  oscillations  du  pen- 
dule :  elle  augmente  le  tems  de  la  demi-oscillation 
descendante  ;  mais  elle  diminue,  d'une  quantité  égale, 
celui  de  la  demi-oscillation  ascendante  ;  et  le  tems 
de  l'oscillation  entière  reste  le  même  que  dans  le 
vide. 

Pour  le  prouver,  considérons  le  mouvement  du 
pendule  dans  un  milieu  résistant,  et  conservons 
toutes  les  dénominations  du  n°  269.  Menons  par  le 
point  m,  une  tangente  mT  au  cercle  décrit,  01;  une 
perpendiculaire  au  rayon  Omy  et  urfe  verticale  mK; 
l'angle  KmT  sera  complément  de  l'angle  mOB  ou  9; 
par  conséquent  la  pesanteur,  décomposée  suivant 
mTj  sera  exprimée  par  g  .  sin .  G.  La  résistance  du  mi- 
lieu s'exerce  suivant  cette  même  tangente,  en  sens 
contraire  du  mouvement  ;  si  donc  on  la  suppose  pro- 
portionnelle au  carré  de  la  vitesse ,  comme  dans  la 
théorie  des  projectiles,  et  si  on  la  représente  par 

m*A*>  "*  étant  un  coefficient  donné,  la  force  accélé- 
ratrice totale  qui  agit  sur  le  mobile,  sera  égale  a 
g .  sin .  0 — m .  g-!,  pendant  toute  la  durée  de  Foscilla^ 
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tton  entière.  Mais,  «à  général ,  la  farce  accélératrice 

décomposée  suivant  la  tangente  à  la  trajectoire,  est 

exprimée  par  ^(n°  2S1);  nous  aurons  donc,  pour 
1  équation  du  mouvement, 

ou  bien,  en  mettant  à  la  place  de  s ,  sa  valeur  eut — eÀ9 

Cette  équation  a  ane  intégrale  première  sous  forme  * 
finie,  que  l'on  obtient  de  cette  manière.  Je  multi- 
plie par  ndb,  et  j'intègre  ensuite  tous  les  termes,  ce 
qui  donne 

je  fais,  pour  un  moment,  J^.  d8= x;  j*ai  alors 
2?~3ÎF  >  et  *  e(Iuation  précédente  [devient 

de        2£. 

~jâ  = — .cos.  6+  aam.a:. 

En  intégrant  cette  équation  linéaire  et  du  premier' 
ordre,  pai*  la  méthode  connue,  on  trouve 

a  (1 +4*1*771*)        l+^m^9 

C Tétant  la  constante  arbitraire,  et  e  la  base  des  loga- 
rithmes dont  le  module  est  l'unité.  Je  différence,  je 
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divise  par  dO,  et  je  remets  3jL  *,  fe  place  de  ^  j  A 
vient 

^-MiiC.e       +fl(l+^m.)+1+^ 

Si  Ton  Ton  résout  cette  intégrale  première  de  l'é- 
quation (1),  par  rapport  à  ^,  on  en  tirera  une  valeur 
de  cette  forme:  dt=:FQ.cfà;  la  question  sera  donc 
ramenée  à  intégrer  la  formule  Fb.dft;  mais  cette  in- 
tégration est  impossible  sous  forme  finie,  par  les 
moyens  cornus;  et  il  fera  plus  facile  ^'intégrer  par 
approximatif)  a,  ^équation  (j)  ,elle-mètfie. 

374.  Pourcela,  j'observe  que  la  valeur  deê,  quand 
elle  sera  connue,  se  trouvera  être  uije  fonction  de  a; 
cet  angle  étant  supposé  très-petit ,  sj  Ton  développe 
cette  valeur  suivant  les  puissances  de  et ,  on  aura  une 
série  très-convergente  j  dé  plus,  cette  série  ne  ren- 
fermera pas  de  termes  indépendans  de  «,  si  l'on 
suppose,  cornue  précédemment ,  la  vitesse  initiale 
du  mobile  égale  à  zéro;  car,  dans  cette  hypothèse, 
*1  est  pyi4ettit  qtie  l'angle  %  4oiL  éfcre  nvl,  en  même 
teiçs^up  jt  ;  \*  fois  4jotc 

AtfA%9A^  etc.,  étant  des  fonctions  inconnues  de  la 
variable  t.  En  substituai!*  cette  valeur  daus  Téqua- 
tion  (1),  développant  tous  ses.  termes  suivant  les 
puissances  4e  ol  ,  et  égalant  ensuite  les  coefficiens  des 
mêmes  puissances  dans  les  deux  membres ,  on  aura 
une  spite  ^fifl^tiaas  $ff«e£^^C8  secondes  qui 
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serviront  à  déterminer  0„  fl„  8„  etc.  De  celte  ma- 
mère,  on  calculera  autant  de  termes  qu'on  voudra, 
de  la  valeur  de  9  ;  mais  dans  la  question  présente  , 
on  peut  borner  l'approximation  an  carré  de  *,  et  né- 
gliger le  cube  et  les  puissances  supérieures  de  cette 
.quantité. 

Alors,  on  a  simplement  Ç 

substituantes  valeurs  dans  l'équation  (i),  etégnlant 
entre  eux ,  les  coefficiens  de  a  et  de  *•  dans  les  deux 
membres,  il  vient 

La  première  de  ces  deux  équations  donn*.  en  l'in- 
tégrant, ^ 

h  et  h  étant  les  deux  constantes  arbitraires.  Si  l'on 
compte  le  terns*,  de  l'origine  du  mouvement,  on 

aura,  à  cet  instant  :  t==a   6 *   ** 

»  ° *  °— «»  a7==0  ;  par  consé- 
quent, on  doit  avoir,  à  la  fois,  fc=o,  fl.ari^so- 
cequidonneAs^A'—o.donc     '  v     '* 

Va        et       *=-  Va  ""-'Vf' 
En  mettant  cette  dernière  valeur  dans  la  seconde 
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de  nos  deux  équations,  et  observant  qu'en  général 
liaft.=7 — ~. cos •  2 j  on  aura 

Il  est  aisé  de  voir  qu'on  satisfait  à  cette  équation ,  en 
prenant 

H=*.eo..(«y/|+*')  +  SS+«.«.lfV/|. 

"A:  «t#  étant  deux  constantes  qui  restent  arbitraires; 
et  à  cause  de  ces  constantes ,  cette  valeur  de  0*  est 
l'intégrale  complète  de  l'équation  précédente.  A 
l'origine  du  mouvement,  on  doit  avoir,  à  la  fois, 

*=o,  flâ=o,  -j7i  =  0)  d'où  Ton  conclut,  sans  diffi- 
culté, #=0 ,   £=— .  -=—.  j  et  par  conséquent 


a             oam  fg      am  .  am  M  „  fg 

6,= jr.oos.;y/ï  +  T+ir.ooi.a*Y/6. 


Au  moyen  de  ces  valeurs  de  ô;  et  de  8^  celle  de  0 
.  devient 

ù      f       a*\zm\  A.  fg  .  **am  .  à*am  MA  fg 

La  vitesse  v  du  mobile,  à  un  instant  quelconque,  est 
égale  à  —  a .  t-  j  on  aura  donc 

, /       2«*flm\    ./ —  '.     ^  fg  .  A%am.\^ag    .  -/ff 
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II  ne  s'agit  plus  maintenant  que  d'examiner  ce*  va- 
leurs  de  0  et  de  v,  qui  renferment  la  loi  du  mouver- 
ment  du  pendule. 

275.  La  valeur  de  v  est  nulle ,  comme  on  Ta  sup- 
posé, quand  *=o  ;  elle  augmente  avec  le  téms,  Jus- 
qu'à ce  qu'elle  ait  atteint  son  maximum,  puis  elle  di- 
minue, et  c'est  quand  elle  est  redevenue  nulle,  que 
l'oscillation  entière  est  acjbevée*  Or,  en  faisant  at- 
tention que  le  coefficient  de  sin. a  t  \/&  est  très-petit 

par  rapport  à  celui  de  sin.J  \/->  il  est  aisé  de  voir 

.que  \$  spipme  des  deux  termes  qui  composent  lp  va- 
Jçujrçlef,  ne  deviendra  pas  nulle  ?  avaçt  que  rare 

'Va  ^  so**  ^y^n^  48$  k  fe  demi-circ.oafer^ACe; 
en  la  (désignant  donc  par  rf,  et  la  durée  de  l'oscilla- 
tion  entière  par  T9  on  aura,  comme  dans  le  vide, 

v  g 

Mais  si  l'on  voulait  connaître  le  tems  4e  ta  demi- 
oscillation  descendante,  on  aurait,  pour  la  détermi- 
ner, la  condition  6=.o  ;  ou  bien ,  çn  représentant  ce 
tern*  par  7",  on  aurajt  l'éçustf ion 

(■    $*am\  mlA  /'g      aam,   ,  ctam  *-, .  fi 

1  — -g-}«»-  ryf-4---f--.co8.3TY«=<,. 

Si  a  était  tout-à-fait  nul ,  cette  équation  donnerait 
T)J £=?-',  en  feisanjtdonc  T\f\*R^¥*,  l'incw 
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nue  x  sera  une  très-petite  quantité;  et  en  négligeant 
son  carré  et  son  produit  par  a , .  l'équation  précé* 
dente  deviendra 


étant       dtam 


-*+-jrr — r5?^ 


tfflm 


d'où  l'on  tire  jc=  -^—  ;  donc 

Le  tems  de  cette  demi-oscillation  n  est  donc  plus  la 
moitié  d a  tems  de  l'oscillation  entière  :  il  estaugmerité, 

par  la  résistance  du  milieu ,  de  la  quantité  "gr~'l/~>' 

par  conséquent  le  tems  de  la  demi-oscillation  ascen* 
dan  te  est  diminué  de  la  même  quantité,  puisque  ce* 
lui  de  l'oscillation  entière  n'est  pas  changé. 

276.  Quant  à  l'amplitude  de  l'oscillation ,  elle  est 
diminuée  par  la  résistance  du  milieu  :  le  pendille, 
après  avoir  décrit  l'angle  «,  en  descendant^  décrit 
un  angle  plus  petit  en  remontant  de  l'autre  côté  de 
la  verticale;  car  si  l'on  substitue,  dans  la  valeur  de  6, 
celle  de  T'a  la  place  de  /,  on  a 

•=— +-T-+-5-+-r=3— +    3  *• 

où  l'on  voit  que  l'amplitude  de  la  seconde  demi-os- 
cillation est  plus  petite  que  celle  de  la  première,  de 

quantité    -g     . , 

A  la  fin  de  l'oscillation  entière,  le  pendule  se  re- 
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trouve  dans  le  'même  cas  qu'an  commencement  ;   il 
revient  vers  la  verticale,  puis  il  la  dépasse,  et  il  par — 
court  en  remontant,  un  angle  un  peu  plus  petit  qo'ecL 
descendant.  Les  oscillations  continuent  de  même, 
en  diminuant  toujours,  jusqu'à  ce  qu'elles  soient  de- 
venues absolument  insensibles;  mais  tant  qu'elles 
subsistent,  les  oscillations  entières  se  font  dans  le 
même  tems;  car  la  durée  de  la  première,  que  nous 
venons  de  calculer,  étant  indépendante  de  son  am- 
plitude, elle  convient  également  à  toutes  les  antres. 

277.  Quoiqu'on  ait  soin,  dans  les  différens  usa- 
ges du  pendule,  de  faire  ensorte  que  les  oscilla- 
tions soient  très-petites,  il  est  cependant  bon  de 
connaître  leur  durée,  dans  le  cas,  où  elles  ont  une 
étendue  quelconque.  Je  reprends  donc  la  seconde 
valeur  de  dt>  donnée  dans  le  n°  269;  j'y  fais  A=o, 
et  je  l'écris  ensuite  sous  cette  forme  : 


a  V  s 


dx 


\/Cx—  x%:y  1 


S    ./-?r— — ..  /.    ■■* 


L'intégrale  de  cette  formule  n'est  pas  connue  sous 
forme  finie  ;  pour  l'obtenir  en  série  ,  je  développe 

le  facteur  —  ',  suivant  les  puissances  de  a:  ; 

j  ai  de  cette  manière,  la  série 


(  1—7  )     =1  +  -.-  H -.  -  H -—.—  4.  etc., 

\        û/  a    2       a. 4    4       2.4.6    8  ' 


Digitized  by  VjOO^ 


LIVRE  IL  DYNAMIQUE.  4i5 

dont  le  terme  général  est 

i,5.5;7 an —  i.  /^V 

*    2.4*3*8 2/1  \a/ 

On  aura  donc  r 

.  i    ,  la       dx         /    .  1   x  ,  i.3 -°x*     -      V 

dt= .  1/ A  î  +  -.  -  H 7 .  -r  4-  etc.  \ 

a    V  gyCx—x*  \       »  a^a.4    4  T       /> 

Les  intégrales  des  diffërens  termes  de  cette  expres- 
sion ,  sont  toutes  comprises  sous  cette  forme  : 

.    r  —  x*dx 
J  ^Cx  —  x*' 

n  étant  un  nombre  entier  et  positif,  ou  zéro,  e\A  un 
certain  coefficient  qui  varie  avec  n.  Or,  si  Ton  veut 
avoir  le  teros  de  la  demi-oscillation  descendante  , 
il  est  évident  qu'on  doit  prendre  ces  intégrales^ 
depuis  x=Ç>  y  qui  répond  au  point  de  départ  du 
mobile,  jusqu'à  ûc—o  ,  qui  répond  au  point 'le 
plus  bas  de  sa  trajectoire.  Soit  donc,  en  général, 

/*  —  xndx 
*/g  _]1  y  P^se  entre 

ces  limites;  l'indice  n  répondant  à  l'exposant  »,■  de 
sorte  que  B9 ,  Bxy  B^eic,  soient  les  valeurs  des 

intégrales  J  yê—>,J  )/Cx_x,  >J  V^Z^ >  «*. • 
prises  entre  les  mêmes  limites  ;  soit  aussi  T  le 
tems  de  l'oscillation  entière  ,  qui  est  double  du 
tems  de  la  demi-oscillation;  nous  aurons 


*-v4(*- 
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série  dont  le  terme  général  est 

/g  /i. 5-5*7 Qn—i\   /i\n 

Vgfepu »     /  w  •*■* 

Les  valeurs  des  intégrales  définies  S09Bl9B%yelc.^ 
sont  liées  entre  elle6  de  manière  que  lune  d'elles 
étant  connue,  il  est  facile  d'en  déduire  successi- 
vement toutes  les  autres.  En  effet ,  on  a  identi- 
quement 

J       tfCx-x* 

,  s- .    p  x*-*ix  C   x*dx 

d'où  l'on  conclut 

J  \/Cx—x*  J  VCx—: 


'—a 
\/Gx 


C(an—i)    P—  x*~ldx  ^ 

*  J      \/lx~^x* 


et ,  par  conséquent , 

/— %ndx    —  zT-^y/Cx  —  x*     C(an—i)   p-~x*-ldx 
y^x~^x^  ~  n  a»         J  Vtx—x*' 

Aux  deux  limites  #=0.,  ,r=£,  on  a  \/èjc—x:*=oti 
en  passant  aux  intégrales  définies,  la  dernière  équa- 
tion devient  donc 

_rQm--i)  n 

0»-—  '  — lOn—*' 
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En  faisant  successivement  »=-i ,  nsea,  /»=3>  etc., 
dans  cette  équation ,  on  en  tire 


Zf,=i.C2f„, 


et  généralement 


2.4.6.0 an  * 


Quant  à  la  valeur  de  5Q,ona 


/— dr  /  a±— *\   .         A    a 

—  =  arc .  (  cos.  =  — ? —   1  +  constante  « 


prise  depuis  xz=z€  jusqu'à  or==o,  cette  intégrale 
donne  B0=7C  ;  it  représentant  le  rapport  de  la  cir- 
conférence au  diamètre. 

Si  Ton  substitue  maintenant  la  valeur  de  Bny  dans 
le  terme  général  du  développement  de  3T,  ce  terme 
devient 


la  /1.5.5.7 afc-j-iV  /£y 

'VjAM.B.S m       A  W  ' 

La  valeur  de  T  devient  aussi 

—4-D+(j)-i+(S'a)*+(^l)XD'+-l 
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Cette  série,  qui  procède  suivant  les  puissances  de  -, 

est  essentiellement  convergente,  puisque  è  est  tou- 
jours pltfs  petit  que  2. 

278.  Dans  les  petites  oscillations,  où  Ton  suppose 
£  très-petit,  on  a ,  en  ne  conservant  que  le  premier 
terme  de  la  série, 

V  g 

Ce  résultat  est  le  même  que  nous  avions  déjà,  trouve  » 
(n#  370)  ;  mais  la  valeur  exacte  de  T  nous  montre , 
de  plus ,  que  la  durée  des  oscillations  n'est  pas  ri- 
goureusement indépendante  de  Tare  parcouru  par 
le  pendule.  Dans  les  observations  qui  exigent  une 
grande  précision,  on  conserve  les  deux  premiers 
termes  de  la  valeur  Z7;  on  a  alors 


r-v/i-('+5> 


a1 


car  €  =—  ,  à  très-peu  près,  et  étantl'arc  dont  6  est  le 


a 


sinus  verse  (n°  269).  Le  second  terme  de  cette  valeur 
de  T'est  la  correction  due  à  la  grandeur  del'arc  par- 
couru. Cette  correction  varie  avec  Tare,  quand  le 
pendule  oscille  dans  l'air  ;  et  c'est  en  cela  que  la 
résistance  du  milieu  peut  avoir  une  petite  influence 
sur  la  durée  des  oscillations. 

27g.  Si  Ton  écartait  le  pendule  infiniment  peu  de 
la  verticale,  il  emploierait,  pour  y  revenir,  un  tems 

fini 
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fini  et  égal  à  - .  y-.  Dans  ce  mouvement,  le  mo- 

bile  décrit  un  espace  infiniment  petit  dans  un  tems 
fini;  ce  qui  vient  de  ce  que  l'intensité  de  la  force 
accélératrice  qui  le  sollicite.,  est  infiniment  petite. 
En  effet,  cette  force  est  la  pesanteur  décomposée 
suivant  la  tangente  à  la  trajectoire;  Or,  dans  Té  tendue 
de  1  arc  infiniment  petit  qui  aboutit  au  point  le  plus 
bas  de  cette  courbe,  la  tangente  fait,  avec  la  verti- 
cale, un  angle  qui  diffère  d'un  droit,  d'une  quantité 
infiniment  petite  ;  le  cosinus  de  cet  angle,  par  lequel 
il  faut  multiplier  la  pesanteur  pour  avoir  sa  compo- 
sante, est  donc  infiniment  petit;  donc  l'intensité  de 
cette  composante  est  aussi  infiniment  petite» 

Généralement;  lorsqu'un  point  matériel  pesant 
est  astreint  à  rester  sur  une  courbe  donnée ,  de  forme 
quelconque,  il  peut  demeurer  en  équilibre  dans, 
tous  les  points  de  cette  courbe  où  la  tangente  est 
horizontale;  si  on  le  place  infiniment  près  de  l'un 
de  ces  points ,  sa  pesanteur  se  décomposera  en  deux 
forces ,  l'une  perpendiculaire  à  la  courbe,  et  qui 
sera  détruite,  l'autre  dirigée  suivant  la  tangeUte: 
cette  seconde  force  sera  infiniment  petite,  et  il  est 
aisé  de  voir,  d'après  le  sens  de  sa  direction,  qu'elle 
tendra  à  ramener  le  corps  vers  la  position  d'équi- 
libre ,  ou  à  l'en  écarter ,  selon  qu'on  l'aura  élevé 
ou  abaissé,  par  rapport  à  cette  position.  Dans  le 
premier  cas,  l'équilibre  sera  stable  ;  le  mobile  oscil- 
lera indéfiniment  de  part  et  d'autre  du  point  le  plus 
bas  de  sa  trajectoire;  l'amplitude  de  ses  oscillations 
sera  infiniment  petite  ;  et  pour  déterminer  leur 
1.  a? 
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durée ,  j'observe  que  dans  l'étendue  de  Tare  ,qrçe 
chaque  oscillation  comprend,  U  trajectoire  peut 
être  censée' se  confondre  avec  le  cercle  oscillateur 
au  point  te  plus  bas;  d'où  je  conclus  que  le  teras  de 

chaque  oscillation  entière  devra  être  égal  à  tf.l/-  , 
a  étant  le  rayon  de  ce  cercle. 

§.  IV.  Mouvement  d'un  point  matériel  pesant,  sur 
la  cycloïde. 

380.  Noos  avons  fait  connaître  précédemment 
les  propriétés  générales  du  mouvement  d'un  corps 
pesant  sur  une  courbe  donnée;  il  s'agit  mainte- 
nant de  considérer,  en  particulier ,  le  cas  où  la 
trajectoire  est  une  cycloïde.  Le  mouvement  >  sur 
cette  courbe,  présente  des  propriétés  singulières >, 
qui  ont  beaucoup  occupé  les  géomètres  du  siècle 
dernier,  et  qui  méritent  d'être  connues.     * 

Considérons  une  cycloïde  ACB  (fig.  6a) ,  dont 
l'axe  AB  est  horizontal  ,  et  qui  est  placée  au- 
dessous  de  cet  axe  ;  le  point  C  est  le  point  le  plus 
barde  cette  courbe;  la  perpendiculaire  CD,  abais- 
sée de  ce  point  sur  1  axé  AB,  est  le  diamètre  du 
cercle  générateur;  la  longueur  de  la  demi-cycloïde 
AC y  Ou  CB  est  égale  au  double  de  ce  diamètre; 
et  généralement,  si  l'on  représente  par  a  cette  lon- 
gueur ,  par  x  l'abscisse  Cp  d'un  point  quelconque 
m  y  comptée  sur  l'axe  CD ,  à  partir  du  point  C-9 
et  par  s  l'arc  Cm  >  on  aura  ,  d'après  lès  propriétés 
connues  de  la  cycloïde 
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tTh  point  matériel  assujéti  à  rester  sur  cette 
courbe ,  ne  pourra  demeurer  en  équilibre  qu'au 
point  C  :  si  ou  le  place  en  un  point  quelconque  kf 
il  descendra  vers  le  point  C}  puis  il  remontera  sur 
l'autre  branche  de  la  courbe ,  et  il  oscillera  indé** 
Animent  de  part  et  d'autre  du  point  C.  Les  deux 
branches  de  la  courbe  étant  symétriques ,  les  durées 
des  deux  demi-oscillations  seront  égales,  et  celle  de 
l'oscillation  entière  sera  double  du  tems  que  le  ipo- 
bile  emploie  à  tomber  du  point  k  au  point  C.  Pour 
déterminer  ce  tems,  reprenons  la  valeur  de  </l,  donnée 
dans  le  n*  26 7  ;  en  y  faisant,  pour  simplifier,  ^=0, 
et  observant  que  l'arc.?,  compté  du  point  C,  diminue 
quand  t  augmente  >  nous  aurons 


dtzxz— 


La  variable  %  est  ici  l'ordonnée  verticale  du  mobile, 
comptée  de  son  point  de  départ;  ou  aura  donc 
2  =  A—  xy  h  étant  la  hauteur  CH ,  du  point  A: au- 
dessus  du  point  C;  d'ailleurs  l'équation  $**=l2ox 
donne  sds  =  adx;  par  conséquent  >' 

~~~  V'âg*?  *   *  *   \/hx  —  a* 

En  intégrant  $  &  vient. 

1  ,  /a        /  ax-*A\ 

je  Rajoute  pas  de  constante  arbitraire,  parce  qtu 
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je  compte  le  tenas  /  à  partir  du  départ  du  mobile  , 

ce  qui  exige  qu'on  ait  à-Ja-fois  x=A  et  teo. 

Soit  maintenant  l,  le  tems  qui  s'est  écoulé  quand 
le  mobile  est  parvenu  au  point  C  :  en  ce  point,  on 
a  x=o;  donc 

On  voit  que  le  tems  de  la  chute  du  mobile,  par 
Tare  de  la  cycloïde,  est  indépendant  de  la  hauteur  h, 
dont  le  corps  est  tombé;  de  manière  que  deux 
corps  qui  se  meuvent  sur  une  même  cycloïde ,  et 
qui  partent  de  deux  points  différens  k  et  k',  par- 
viendront dans  le  même  tems  au  point  le  plus  bas. 

281.  En  combinant  cette  propriété  de  la  cy- 
cloïde ,  avec  une  autre  propriété  connue  de  la 
même  courbe ,  oa  pourrait  former  un  pendule 
dont  les  oscillations  seraient  rigoureusement  d'égale 
durée ,  quelle  que  fut  leur  amplitude.  En  effet  on 
(ait  que  la  développée  de  la  cycloïde  est  une  au- 
tre cycloïde ,  égale  et  placée  dans  une  position 
inverse  ;  de  sorte  que  si  Ton  prolonge  CD  d'une 
quantité  DO  égale  à  CD,  et  qu'on  trace  deux 
demi-cycloïdes  OA  et  OB,  tangentes  aux  droites 
OD  et  ABy  et  égales  aux  demi-cycloïdes  AC  et 
BC$  la  courbe  OA  sera  la  développée  de  AC  y  et 
la  courbe  OB  sera  celle  de  BC.  Concevons  donc 
que  les  courbes  OA  et  OB  sont  formées  par  des 
verges  flexibles ,  auxquelles  on  a  donné  cette  figure; 
supposons  qu'on  attache  au  point  fixe  O,  un  fil 
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OC  ;  égal  en  longueur  a  OA  ou  à'  OB ,  et  qu'on 
suspende  un  corps  pesaot  à  son  extrémité   C  ;  si 
l'on  écarte  ce  pendule,  de  la  position  verticale  ,  et 
qu'on  l'abandonne  ensuite  à  Faction  de  la  pesanteur, 
il  oscillera  de  part  et  d'autre  de  cette  position ,  et  il 
est  évident  que,  pendant  ces  oscillations,  le  fil  OC 
s'enveloppera  alternativement  sur  la  courbe  OA  et 
sur  la  courbe  OB  ;  son  extrémité    décrira    donc 
la  courbe  ACB ,   qui  est  leur   développante  ;  par 
conséquent  on  peut  être    certain  que  le   mobile 
attaché  à  cette  extrémité,  décrira  des  arcs  de  cy- 
cloïde,  de  part  et  d'autre   du  point  le  plus  bas; 
donc,  d'après  le  résultat  précédent,  les  oscillations 
de  ce  pendule  s'achèveront  toujours  dans  le  même 
tems,  quel  que  soit  l'écartement  primitif.  Si    le 
mobile  avait  à  l'origine  du  mouvement ,  une  vi- 
tesse quelconque  dirigée  dans  le  plan  de  la  courbe 
ACB, le  tems  de  l'oscillation  n'en  serait  pas  changé, 
puisque  cela  reviendrait  évidemment  à  supposer 
que  le  mobile  part  d'un  point  plus  élevé  de  celte 
courbe ,  avec  une  vitesse  nulle. 

282.  Le  tems  de  la  chute  par  l'arc  Ck ,  étant 
indépendant  de  la  longueur  de  cet  arc ,  il  ne  doit 
pas  changer  ,  si  l'on  prend  le  point  k  infini* 
ment  près  du  point  C\  mais  alors  ce  tems  est 
le  même  que  si  le  mouvement  avait  lieu  sur  le 
cercle  oscillateur  de  la  cycloïde  au  point  C(n°27g)  î 
la  valeur  de  tt  doit  donc  être  égale  au  tems  de  la 
demi-oscillation  infiniment  petite  d'un  pendule  qui 
aurait  le  rayon  de  ce  cercle  pour  longueur;  otx 
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c'est  té  qui  arrivé  en  effet  ;  car  la  longueur  de  la 
âfemi-cycloide  ACy  que  nous  avons  désignée  par  a, 
êft  égale  au  rayon  dé  courbure  qui  répond  au  som- 
met  "e  cette  courbe,  et  d'après  le  n°  370,  le  tema 
de  la  demi-oscillation  d'un  pendule  de  cette  lon- 

gueur,  est  exprime  par  â't/-* 

o 

283.  On  appelle  tautochrone ,  toute  courbe  sur  la- 
quelle un  corps  pesant  parvient  toujours  au  point  le 
plus  bas,  quel  que  soit  le  point  de  cette  courbe  d'où  il 
est  parti.  Ainsi,  dans  le  vide,  la  cycloïde  est  une  courbe 
tautochrone;  mais  est-elle  la  seule  courbe  de  cette 
espèce?  C'est  ce  qu'on  va  voir  par  l'analyse  suivante. 

.  Nous  avons,  en  conservant  lés  dénominations 
du  n°  280 , 

A=s î_        à* 

Quelle  que  soit  la  courbe  tautochrone  ,  s  est  une 
fonction  de  x  ,  et  l'on  peut  imaginer  cette  fonc- 
tion développée  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  la  variable  >  soit  donc 

«s  Ax*+  Bx  -f-  Cxr+  etc.  ; 

AyBy  Ç,  etc.,  et,  Cy  y y  etc.,  étant  des  coefficient 
et  des  exposans  indéterminés.  Comme  l'abscisse  jc 
et  l'arc  s  sont  comptés  d'un  même  point  de  la  courbe  , 
savoir,  à  partir  du  point  le  plus  bas  ,  on  doit  avoir 
en  même  tems  x  ==  o  et  s  =  o  ;  il  est  donc  néces- 
saire que  tous  les  exposans  <ty  £,  y ,  etc.  soient 
positifs,  et  qu'aucun  d'eux  ne  soit  zéro.  Si  l'on  prend 
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la  valeur  de  d$,  et  qu'on  la  substitue  dans  celle  de  di% 
il  vient 
.  Aa     x*~ldx         BC     x*~ldx 


Cy     xy~Jdx 


etc. 


Or  9  pour  avoir  le  teins  *,,  que  le  mobile  emploie  a 
descendre  de  la  hauteur  h ,  il  faut  prendre  les  inté- 
grales de  tous  ces  termes  ,  depuis  x—h  jusqu'à 
jri=o  ;  ou  bien  ,  si  l'on  fait  d'abord  «r =fa/,  il  fau- 
dra prendre  ces  intégrales,  depuis  a/=i  jusqu'à 
a/=o.  D'après  cela,  il  est  aisé  de  voir  que  l'on  aura 

«h  frisant  pour  abréger 

et  en  donnant  pour  limites  à  ces  intégrales,  a/=  i 
et  a/=o.  Il  est  important  de  remarquer  qu'aucune 
de  ces  quantités  Jif  Bé,Ct,  etc. ,  ne  peut  être  nulle  ; 
car  B/  y  par  exemple ,  est  la  somme  des  valeurs  de 

,— ~,  comprises  entre  les  limites  ar'=i  et  j/=o> 

et  multipliées  par  dxf  ;  or,  cette  fonction  de  af  ne 
changeant  pas  de  signe,  dans  cetintervalle,il  estim- 
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possible  que  la  somme  de  ses  valeurs  soitégaleazéro- 
Maintenant  il  est  évident  que  la  valeur  de  /,  ne 
peut  être  indépendante  de  h ,  à  moins  que  tous  les 
termes  de  Cette  valeur  ne  soient  nuls  ,  excepté  celui 
dans  lequel  l'exposant  de  h  est  zéro.  Supposons 
donc  que  ce  terme  soit  le  premier,  c'est-à-dire  , 
supposons  qu'on  ait  a=  £  ;  pour  que  le  second  terme 
disparaisse ,  il  faut  que  le  produit  &BBt  soit  nul  ; 
ce  qui  exige  qu'on  ait  2?=o  ,  puisque  ni  £  ni  Bt  ne 
peuvent  être .  zéro.  On  verra  de  même  que  les 
coeflkiens  C,  D ,  etc. ,  sont  aussi  nécessairement 
nuls  :  la  valeur  de  s,  dans  la  courbe  tautocbrone, 
se  réduit  donc  à  * 

s  —  Ax*\ 

d'où  Ton  tire  $%=Â*ocy  équation  qui  appartient  à 
une  cycloïde  à  base  horizontale ,  dont  le  sommet  est 
au  point  que  le  mobile  atteint  toujours  dans  le 
même  tems.  Cette  courbe  est  donc  la  seule  tauto- 
chrone  dans  le  vide. 

En  désignant  par  a  ,  la  longueur  de  la  demi-cy- 
cloïde,  on  aura  ^a= 2a,  et  la  valeur  de  ^deviendra 

de  plus  à  cause  de  *=-,  ou  a 

AÂ=: — /  --- =arc.(cos.  =aj/ —  i)  =  ir , 

puisque  cette  intégrale  doit  être  prise  depuis  a:  =0  ^ 

jusqu'à x '=  i  :  on  a  donc  *=-.y  -  ,  comme  dans 
le  n°  28a 
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LIVRE  IL  DYNAMIQUE.  4*5 

284.  D'après  la  remarque  générale  que  Ton  a 
faite  précédemment  (  n°  268  ),  si  Ton  replie  la 
cycloïde  ACB  sur  un  cylindre  vertical  à  base  quel* 
conque  ,  elle  se  changera  en  une  courbe  k  double 
courbure  qui  sera  encore  tautochrone  ;  de  manière 
qu'un  mobile  abandonné  à  l'action  de  la  pesanteur, 
et  forcé  de  se  mouvoir  sur  cette  courbe ,  atteindra 
toujours  le  point  le  plus  bas  dans  le  même  tems, 
quel  que  soit  le  point  de  départ,  et  quelle  que  soit 
aussi  la  projection  horizontale  de  cette  trajectoire. 

Réciproquement  toutes  les  tautocjirones  à  double 
courbure ,  qui  peuvent  exister  ,  ne  sont  que  des 
çycloïdes  à  basé  horizontale,  enveloppées  sur  des  cy- 
lindres verticaux  ;  car  si  Ton  développe  le  cylindre 
vertical  sur  lequel  se  trouve  une  de  ces  tautochro- 
nes ,  cette  courbe  deviendra  plane ,  et  les  proprié- 
tés du  mouvement  d'un  corps  pesant  sur  l'une  et 
l'autre  trajectoire ,  seront  les  mêmes  (n°  268);  si 
donc  la  trajectoire  à  double  courbure  est  une  tau- 
tochrone ,  la  trajectoire  plane  le  sera  aussi  ;  par 
conséquent  cette  dernière  ne  pourra  être  qu'une 
cycloïde  à  base  horizontale. 

a85.  Cherchons  maintenant  la  courbe  qu'un  corps 
pesant  dort  suivre  ,  pour  parvenir  d'un  point  a  un 
autre,  dans  le  tems  le  plus  court;  ce  qui  nous  fera 
connaître  une  nouvelle  propriété  de  la  cycloïde, 
non  moins  remarquable  que  le  tautochronisme.  On 
nomme  la  courbe  que  nous  cherchons  ,  la  bra- 
chjrstochrone  >  ou  la  ligne  de  la  plus  vite  descente. 
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4*6  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

Soii  K  (fig*.  65)  le  point  de  départ ,  K'  le  point 
que  le  mobile  dbit  atteindre  dans  le  tems  le  pins 
court,  KmK'  \a  courbe  demandée;  désignons  par 
3t,y>  *,  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  m 
de  cette  courbe  ;  prenons  les  axes  des  y  et  des 
horizontaux,  et  Taxe  des  x  vertical  et  dirigé  dans 
le  sens  de  la  pesanteur  ;  faisons ,  pour  abréger, 

-*£  =  p   et  -7-=^    de  manière  que  Ton  ait 

dx.  V/i+J^-f-^S  pour  l'élément  de  la  courbe 
supposons  nulle  la  vitesse  initiale;  soit  enfin  x=a, 
y^=i,  *=;<?,  au  point  K,  et  x~ci7y?s=b\  zz=&\ 
au  point  K'  :  l'ordonnée  verticale  du.  point  m, 
comptée  du  point  de  départ,  sera  égale  k  x — i 
et  dt  étant  toujours  l'élément  du  tems,  et  g',  la  pe- 
santeur ,  la  formule  du  n#  267  deviendra 

t/agO*— a) 

11  s'agit  donc  de  trouver  la  courbe  dans  laquelle 
l'intégrale  de  cette  valeur  de  dif  prise  depuis  le 
point  K  jusqu'au  point  K\  est  un  minimum;  mais 
comme  ce  problème  appartient  au  Calcul  des  va- 
riations ,  nous  allons  rappeler  en  peu  de  mots,  les 
formules  de  ce  calcul ,  dont  noua  aurons  ensuite  à 
faire  l'application  à  la  valeur  de  du 

'    386.  Considérons,  en  général,  l'intégrale  fVdx 
(Sans  laquelle  V  est  une  fonction  quelconque   de 

*<>  J>  z>  et  des  coefficient  différentiels  ^  et  £ 
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LIVRE  H.  DYNAMIQUE.  4*7 

qui  seront  représentés  par/?  et  q\  et, parmi  tontes 
les  courbes  que  Ton  peut  mener  par  les  deux  points 
dcmnetf  K  et  K[y  proposons-nous  de  trouver  celle 
tfxxi  répond  au  minimum  de  l'intégrale  f^dot,  prise 
depuis  le  point  K  jusqu'au  point  K'  ;  question  qui 
revient  à  déterminer  les  valeurs  de  j  et  de  a  en 
fonction  de  x9  pour  lesquelles  la  valeur  de  cette 
intégrale  définie,  sera  plus  petite  que  pour  d'autres 
valeurs  quelconques   de  ces  mêmes  quantités. 

Pour  résoudre  ce  problème  ,'  on  supposera  que 
les  inconnues^  et  z  deviennent  jr+ty  et  z  +  J\s , 
les  variations  jy  et  £z  étant  des  fonctions  arbi- 
traires de  x;  les  coefficiens  différentiels  ^  et  ^  > 

ou  p  1 1  q9  deviendront  en  même  tems  ^  -|-  -^2   et 

35. +-3—  "»  de  sorte  que  les  variations  correspon- 
dantes de  p  et  q ,  seront 


Or  ,  on  démontre 

iê.  Que  l'équation  commune  au  maximum  et  an 
minimum  de  l'intégrale  fVdx ,  est 

cette  seconde  intégrale  étant  prise  entre  les  mêmes 
limites  que  la  première,  et  cP^"  représentant  b| 
partie  de  la  variation  de  V,  qui  renferme  les  pre-t 
mières  puissances  de  $J,  £z,  fp  et  /y. 
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a\  Que  le  minimum  ou  le  maximum  a  lieu,  selon 
que  la  valeur  de  l'intégrale  ff*F.  dx  f  prise  entre 
les  mêmes  limites  que  JVdx,  est  positive  ou  né- 
gative \  £%V  représentant  la  partie  de  la  variation 
de  V,  qui  renferme  les  termes  de  seconde  dimen- 
sion par  rapporta  jy,  fz/fp  et  <Pq. 

28 7.  D'après  la  définition  de  la  quantité  &V>  on 
a  évidemment 

S?  =  M ty  +  Ntz  +  Ptp  +  Q*q , 

en  faisant,  pour  abréger, 

„    dv      AT    dV       D     dV      n     dV 
¥=4f>     A=~3*'     P==7Ç?*     Ç="3^; 

d'ailleurs  ,  en  mettant  pour  Sp  el  £q ,  leurs  valeurs 
précédentes,  et  intégrant  par  parties  ,  il  vient 

fPtp.dxh=fPd.ty  =  PSy—Py.âP9 
fQ*q.dx=fQd.tz  =  Qtz—fH.dQ. 

Or,  les  limites  de  ces  intégrales  répondent  aux 
points  K  et  K'y  que  Ton  suppose  invariables  et 
donnés  de  position;  les  variations  £y  et  J\s  doivent 
donc  être  nulles  à  ces  limites  ;  par  conséquent  01* 
doit  supprimer  les  termes  Pfy  et  Qfz,  qui  se  trou- 
vent hors  du  signe/,  et  alors  on  a  simplement 

f*F.dx-=fl{Mdx  —  dP).ty  +  (Ndx—dq).*z}. 

J'égale  k  zéro  la  quantité  comprise  sous  le  signe/", 
et  j  ai ,  pour  l'équation  commune  au  minimum  et 
au  maximum  j 

(Mdx  —  dP).ty^(Kdx  —  dQ)Jz=zo.         (1) 
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Si  les  deux  inconnues  y  et  z  sont  tout-à-fait  indé- 
pendantes entre  elles ,  leurs  variations  le  seront 
aussi  ;  il  faudra  donc  égaler  séparément  à  zéro  f 
les  coefficiens  de  «f/  et  fz,  dans  cette  équation  f 
qui  se  décomposera  ,  dans  ce  cas  ,  en  deux  autres, 
savoir  : 

Mdx  —  dP  =  o,      JVdx—dQsxo.  (a) 

Ces  deux  équations  sont  celles  de  la  courbe  cher- 
chée; mais  elles  sont  différentielles  du  second  ordre, 
et  il  restera  à  les  intégrer  dans  chaque  cas  par- 
ticulier. 

Mais  si  la  courbe  cherchée  doit  être  tracée  sur 
une  surface  donnée,  et  qu'il  s'agisse  de  trouver 
entré  toutes  les  courbes  tracées  sur  la  même  sur- 
face, celle  qui  répond  au  maximum  ou  au  mini- 
mum de  l'intégrale  fVdx ,  les  inconnues  jr  et  a 
seront  liées  entre  elles  par  l'équation  de  cette  sur* 
face ,  à  laquelle  elles  devront  encore  satisfaire,  lors- 
qu'elles deviennent^+jy  et  z-+-<Pz.  En  représen- 
tant donc  par  Z=o,  cette  équation  ,  on  en  con- 
clura, entre  les  variations  jy  et  £z>  l'équation  de 
condition 

'      d L  %     .  dL  . 

J  eKmine  ,  entre  l'équation  (i)  et  celle-ci ,  Tune 
des  deux  variations ,  et  en  supprimant  l'autre  ,  -qui 
se  trouve  facteur  à  tous  les  termes ,  je  trouve. 
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450  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

Cette  équation  ,  jointe  à  l'équation  donnée  £==0, 
Servira ,  dans  chaque  cas  particulier,  à  déterminer 
les  valeurs  de  jr  et  de  z. 

Ainsi  ,  les  équations  (2)  et  (3)  contiennent  la 
solution  du  problème  ,  dans  les  deux  cas  qu'il,  peut 
présenter.  Il  est  bon  d  observer  que  Ton  peut  com- 
prendre ces  deux  cas  dans  .un  seul ,  en  prenant  , 
pour  déterminer/-  et  z9  les  deux  équations  , 

Mdx  —  dP  +  ^.hdx  —  o,  Ndy--dQ+  -g~.*£r=:o,  (4) 

dans  lesquelles  A  est  une  quantité  indéterminée  :  lors- 
que/* et  %  seront  liées  parl'é<}uatit>a  £=0,  ou  élimi- 
nera À  entre  ces  dernières ,  et  Ton  aura  l'équation  (S) 
qui  convient  à  ce  cas;  quand  jr  et  t  seront ,  au 
contraire,  indépendantes  entrç  elles,  on  fera  A=o, 
et  ces  dernières  équations  coïncideront  avec  les 
équations  (a). 

288.  Appliquons  maintenant  ces  formules  géné- 
rales ,  au  problème  de  la  brachystochrone.  En  pre- 
nant pour  L=o  les  équations  de  différentes  sur- 
faces ,  il  sera  aisé  de  former  les  équations  diffé- . 
rentielles  des  courbes  de  la  plus  vite  descente  sur 
ces  surfaces;  mais  ce  ne  sera  que  dans  un  très- 
petit  nombre  de  cas  ,  choisis'  exprès  >  que  Ton 
pourra  les  intégrer;  dans  le  cas  du  minimuht  absolu  f 
qui  sera  le  seul  que  nous  considérerons  ,  la  ques- 
tion admet  une  solution  complète ,  ainsi  qu'on 
va  le  voir. 

Nous  aurons  (n°  285) 
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cette  Taleur  de  P  ne  contenant  rnjr  ni  3  ,  il  s'en- 
suit M =o  et  iV=o  ;  ce  qui  réduit  les  équations 
(2)  à  dP=o  et  dQ=zùi  d'où  Ton  tire,  en  inr- 
tégrant  • 

C  et  C  étant  deux  constantes  arbitraires.  En  diffé- 
rentiant  V  par  rapport  à  p  et  à  q ,  il  vient 


/>  = 


4>      V/ûgGr-aXi4-p*  +  <7*)' 


ç=^=-— — -*- 


les  équations  différentielles  du  premier  ordre  de  la 
courbe  KmK'  ,  seront  donc 


=  C, 


Ces  équations  donnent  *Cq-^Cp=:  o;  multipliant 
par  <&c  et  observant  que  qdx—dz,  pdx—dy^  on 
a  Cdz—  OdjzsnQy  et  en  intégrant 

C  étant  une  troisième  constante  arbitraire.  Cette 
dernière  équation  est  celle  d'un  plan  perpendicu- 
laire à  celui  des/,  z>  et  par  conséquent  vertical, 
puisque  le  plan  des  y  ,  % ,  est  horizontal  ;  ce  qui 
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nous  apprend  d'abord  que  la  courbe  cherchée 
est  plane  et  comprise  dans  un  plan  vertical.  Comme 
le  plan  des  x9j\  est  vertical ,  et  que  sa  direction  est 
arbitraire  ,  il  est  permis,  pour  simplifier  les  calculs 
qui  nous  restent  à  faire ,  de  choisir  le  plan  de 
"  la  courbe  pour  celui  des  coordonnées  x  9  jr.  On 
aura  alors  3=0  et  q  —  Oj  et ,  pour  l'équation  dif- 
férentielle de  la  courbe  KmK'9 


\/ag(x— û)(i+p») 


=  C. 


Je  résous  cette  équation  par  rapport  à  p9  je  mul- 
tiplie par  dx9  et  je  mets  dj 9  à  la  place  de  pdx  ,  il 
vient 

|/x  —  o — aC*g  (x  —  a)* 

Si  Ton  transporte  l'origine  au  point  K ,  l'abscisse 
a  de  ce  point  (n°  285)  sera  nulle,  et  en  faisant  , 

pour  abréger,  -gp  =  y9  on  aura 

6 


équation  différentielle  qui  appartient  h.  une  cycloïde 
dont  la  base  est  la  droite  horizontale  menée  par  le 
point  K  9  et  dont  le  cercle  générateur  a  pour  dia- 
mètre ,  la  constante  arbitraire  y.  En  intégrant  cette 
équation  ,  on  trouve 

J~—  l/jx— î?-f-  — .arcYcoi.  =2ll^£j  ; 

la 
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I*  constante  arbitraire  e6t  nulle ,  parce  qu'on  a,  à 
la^fois,  ,r=o  etjrzszo9  au  point  K.On  a  aussi x=za'. 
etj  =*',  au  pointa;  d'où  il  résulte  une  équation  de 
condition  qui  servira  à  déterminer  la  constante  y. 
Quant  à  la  condition  qui  distingue  le  minimum 
du  maximum  ,  et  qui  consiste  en  ce  que  l'intégrale 
ff*V.dxr  prise  depuis  le  point  K  jusqu'au  point 
K'  y  «c'est-à-dire  ,  depuis  x=  o  jusqu'à  ar=  d>  doit 
être  une  quantité  positive  ,  il  est  aisé  de  vérifier 
qu'elle  est  remplie  dans  le  cas  actuel;  car  en  faisant 
asb  et  <7=o  ,  dans  la  valeur  de  V,  on  en  déduit 


or,  cette  quantité  est  toujours  positive;  donc, 
eu  la  multipliant  partir  et  prenant  son  intégrale,  ou 
la  somjme  de  ses  valeurs  comprises  entre  les  limites 
47=0  et  Jc=z(/t  on  aura  aussi  une  quantité  positive. 
Concluons  donc  de  tout  ce  calcul,  que  la  courbe 
de  la  plus  vite  descente  d'un  point  à  un  autre,  est 
une  cjrcloïde  à  base  horizontale^  dont  V origine  est 
au  point  de  départ. 

289.*  Dans  chaque  problème  particulier,  on  dé- 
terminera les  constantes  arbitraires,  contenues 
dans  les  intégrales  des  équations  différentielles  du 
n°  287,'  en  assujétissant  la  courbe  cherchée  à  passer 
par  les  points  donnés  qui  répondent  aux  limites  de 
l'intégrale  /Vdx;  ces  constantes  peuvent  donc  tou-> 
jours  être  regardées  comme  des  fonctions  des 
coordonnées  de  ces  points;  ainsi,  ayb,  c  étant  les 
coordonnées  du  poiat  K ,  et  dh  V,  cy  celles  du 
1.  *8 
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point  K'  (m*  a^5},*  ks  -aquntkms  de;  ht  Cfroiibe 
KmK',  résolues  pat  rapport  à  y  iet  as,  seiyôtda 
cette  forupe:  ;'7  J-: 

Si  l'pn  substitue  dans  ^  ces*  vairon*  d^jr  et»,  et  les 
valeurs  correspondantes  dé  j>  e)  fa  eetter  quantité  f* 
deviendra  aussi  uiie  fonction  de  jr,  4,  *,*,<*',  h',c\;*\ 
si  Ton  prend  ensuite  lWégrale/f'iir,  depuis  ors», 
jusqu'il  ocssazd,  on  aura,  pour  résultat ,  une  certaine 
Jonction  de  &-9  h  yc,  a\  Vry  c\  que  jç  désignferai-pat 
T.  La  valeur  de  cette  intégrale  définie  variera  avec 
la  position  des  points  K  çt  KA;  par  conséquent  on 
peut  .demander  de  déterminer  leurs  coordonnées, 
de  manière  que  la  quantité  T  soit ,  de  nouVefu' , 
un  minimum  ou  un  maximum  ;  otp  :on  résoudra  fcfctte 
question  en  prenant  1*  différentielle  complète  de 
T7,  par  rapport  aux  six  quantités à^'b,  cydyVy'c\ 
et  en  l'égalant  à  zéro.  .         !       I"  " 

L'équation  <£T=o  aura  celte  fo^me  :    '     ^ 

.  •    •     *    '       •)•••* 

àT=  Ada  +  Bdb  +  Cdc+A'da'  +  gAbf+CAt^o, 

Elle  se  décomposera  ttm>our»  en  autant  d!équ{tfions 
qu'il  y  aura  d'indéterminées  ,  pefimi  les  .quantités 
a9b,  c,d,  V,  c'.  Si,  par  exemple,  les  dfiu*  jtatoto 
K  et  K'  doivent  être  pris  sur  des  coui^.<k> Anses, 
on  tirera,  des  équations  de  ces  courtes,  les  Vfttev** 
de  betcy  en  fonction  de  a,  et  de  V  etc',  àtt.foac-  ' 
tion  de  a  ;  de  manière  que  <*el,a'  seipttf  tes  deux 
seules  quantités  qui  resteront  indéterminée  f  dif- 
férentiant  ces  valeurs  de  é,  c,  b'  çt  c\  et  substituant 
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leurs  ^fféreatielles  dans  l'équation  4T=b;o,  on  ltri 
dçonera  cette  *uire  formai:  .  ..*   .    .    v  .*,:» 

or,  les  inconnues*  et  a  étant  supposées  indépendan- 
tes Tune  de  l'autre,  il  faut  qu'on  ait  séparément  E=oy 
E'—o  ;  équations  qui  serviront  à  déterminer  les 
Valeurs  de*  rf  et  d>  qui  répondent  au  umaciœum  pu 
nu  mininmm  de  la  quantité  T^-Oa.&çftKerç  /ep* 
puite  que  l'un  ou  l'autre  a  Ken,  êri  ayant  égard  au 
signe  de  lai  différentielle  seconde  4e  T,  <^ii  «fait 
ètte  p«itive  pour  le  minimum,  et  négative  pour  Je 
nmximiim.    ■'  :    < .  fc     ■   •>  ■  t  ■  • 

390/  La*  recherche  deé  piw  gra«le*  et  des:  plus 
petites  valeurs  de  jT,  ne  présentera  donc  aucune 
difficulté  *  toutes  les  fois  que  cette  quantité  sera 
donnée  explicitement x en  fonctionnes'  coordonnées 
des  points  K  et  K'  ;  pour Tobtetiir  sous  cette  forme, 
il  faudrait  d'abàrd  intégrer  les.  équations  (4),  et  en- 
suite la  différentielle  Vdx  ;  ce  qui  serait  le  plus 
souvent  impossible  ;  mais  nous  allons  feirç,  voir 
que  lion  peut  former  Ja  différentielle  complète  de 
T)  par  rapport  aux  six  quantités  a,  b,  c9  d^b'^d  ^ 
sans  être  oblige  d'effectuer  ces*  intégrations^ 

Nou$:  avions  représenté  par  T>  l'intégrale,  dé-^ 
finie  fFdx,  prise  depuis  0*=^,  jusqu'à  x=~a't  T 
peut  donc  être  considéré  comme  la  soma^  des 
valeurs  de  T^ifcr  9  comprises  dara  cet  intervalle  ;  pat 
conséquent  f  si  a  devient  a+dq ,  T  se  trouvera 
diminuée  de  Vtday  Vt  désignant  b  Valeur  de  fqui 
répond  à  x^=a;  et  4«  uaême  4  devenant  d+dd, 
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T  augmentera  de  Pjbtt  Vm  représentant  la  valeur 
de  V  qp\  répond  à  x=J  :  donc  k  différentielle 
de  T9  due  à  la  variation  des  deux  limites  de  l'in- 
tégrale de  Fdx,  sera 

Supposons  que  l'on  fasse  varier  les  quantités 
ay  A,  cy  a' y  V y  *' y  qui  entrent  dans  les  valeurs  de 
jr  et  de  *,  et  désignons  par  ai  la  différentielle  àej9 
^t  par  ô  celle  de  s,  provenant  de  la  variation  de  ces 
quantités.  H  est  aisé  de  voir  que  les  différentielles 
de  p  et  de  q  ,  dues  à  ces  mêmes  variations,  seront 

dm        <ft 

3x  el  Tx*  P*r  can84IIttC,lt  k  différentielle  de  la  fonc- 
tion Vy  prise  par  rapport  aux  quantités  a>  b9  c, 
a\  Vy  c>  qui  y  sont  introduites  par  la  substitution 
des  valeurs  de/,  z,p  etq ,  sera 

lescoefficiens  M,  NjP,Q étant  les  mêmes  que  dans  le 
n°  2187.  Mais,  en  général,  la  fonction  f peut  con* 
tenir  plusieurs  des  quantités  aybycydy  Vy  c\  avant 
la  substitution  des  valeurs  de  J,z,p  et  q  :  pour  fixer 
les  idées,  nous  supposerons  qu'elle  ne  renferme 
que  0  ,  indépendamment  de  cette  substitution  , 
comme  cela  a  lieu,  par  exemple,  dans  le  problème 
de  la  braehystochrone  ;  alors ,  pour  avoir  la  diffé- 
rentielle complète  de  Vy  par  rapport  aux  quantités 
0,  h  y  etc. ,  îl  faut  ajouter  à  la  formule  précédente, 
nu  terme  ifafe,  qui  représentera  la  différentielle 
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de  Vj  prise  par  rapport  à  la  quantité  a  que  V  ren- 
ferme explicitement.  En  ayant  donc  égard  aux 
quantités  a,  by  cydy  b'y  c\  qui  entrent  explicitement 
eu  implicitement  sous  le  signe  /,  la  différentielle 
àefVdxy  sera 

J^Mv+M  +P%+Q^  +  May*?} 

donc  en  ayant  égard  à  la  variation  de  ces  quantités, 
et  à  celle  des  limites  a  et  d  de  l'intégrale,  on  aura, 
pour  la  différentielle  complète  de  jVdx  ou  de  T* 

dT=  VjM  —  F/la  +  da.fRdx 

+f(tM*te+NUs  +  Pd*+Qdt). 

Les  limites  des  deux  intégrales  Contenues  dans 
cette  formule ,  sont  x—a  et  x=.d  ;  si  Ton  dé- 
signe par  P/9  <?,,»,,  0,,  les  valeurs  de  P,  Qy  »,  0  , 
qui  répondent  à  x=:a,  et  par.?,,,  Q„,  u„y  6„,  celles 
des  mêmes  quantités  ,  qui  répondent  à  x-=.dy  on 
aura,  par  le  procédé  de  Fintégration  par  parties^ 

fPdm = Pw*m  -  j>,  +/WP» 
fQ*=QJ*.-Qh+fl*Qk 
la  seconde  de  nos  deux  intégrales  deviendra  donc 

En  vertu  des  équations  (4)  du  a*  afl^cétte  dkrnière 
intégrale  est  la  même  chose  que 


-s<%'***)f* 
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par1  conséquent  Ja  Vfelèar  de  dT  détient 


i» 


dT  =  r.da'  —  r/la  +  />  — P,*,-t-<?.ô  .-9,8,+  da.fltdx 

i 

Le  derniçr  terme-de  cette  valeur  est  mjlf  soit 
qu'on  a5t  A=o,  soit  qu  on  ait  ,      . 

l«te  premier  cas  a  lieu  lorsque  la  courbe  KmK'  ne 
doit  pas  être  tracée  sur  une  surface  donnée  ;  et  le 
second ,  lorsque  la  surface  donnée  sur  laquelle  cette 
courbe  doit  être  tracée  ,  ne  varie  pas  en  même 
femç  que  la  position  des  points  extrêmes  K  et  K'. 
Eu  effet,  dans  le  second  cas,  l'équation  Zz=,o  de 
la  surface  donnée,  ne  renferme  que  les  coordon- 
nées x,jr9  z,  tt  ne  contient  pas  les  coordonnées 
a  9  b  ,  c  y  a' y  b\  c'y  des  points  K  et  K'  ;  d'ailleurs  les 
valeurs  de  y  et  de  z,  en  fonction  de  x  et  de  ces  der- 
nières coordonnées  ,  tirées  des  équations  de  la 
courbe  KmKr>  et  substituées  dans  l'équation  Z=o , 
doivent  la  rendre  identique;  par  conséquent  la 
différentielle  de  Z,  prise  par  rapport  aux  quantités 
m  y  by  c,  dy  Vy  c',  en  considérant  jr  et  z  comme  des 
fonctions  de  ces  quantités ,  doit  être  égale  à  zéro  ; 
or,  d'après  ce  que  représentent  co  et  0,  cette  différen- 
tielle n'est  autre  chose  que  le  premier  membre  de 
l'équation  précédente. 

Si  la  surface  dont  l'équation  est  Z=o ,  dépen- 
dait de  la  position  des*  points  \1T  et  K'y  L  renfer- 
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tolérait  explicitement  une  ou  plusieurs  de  loirs  coor- 
données ;  la  différentielle  complète  dé  L  ,  par  rap- 
port à  ces  coordonnées  +  contiendrait  donc  un  nou- 
veau terme  provenant  de  la  variation  dés  quantités 
a,  b ,  etc.  y  contenues  explicitement  dans  È  ;  cette 
différentielle  cdmplèle  setâit  toujours  çgale  à  2éro, 
4e  sorte  qu'en  déàignafct  par  l  ce  nduveau:  terme  > 
dh  aurait 

dL        ^     dL  » 

«t  alors  le  dentier  térafie  de  dT9  au  lieu  d'être 
linL,  sentit  égal  hfihdx. 

Observons  enfin  que  y  étant  ui^  fonqtjott  de 
jp,  a,  b,cr<t,tfy€t)  sa  différentielle  complète ,  prise 
par  rapport  k  ce&  sept  quantités,  se  compose  du 
terme  où,  qui  provient  de  la  Variation  iles  six  der- 
faièreé,  et  du  terme  pdx  >  qui  èxJ>riAi(e  là  dftfërên^ 
tielle  de  y,  prise  par  rapport  k  x  seulement.  '  On  à 
donc  <fy==ydx-\-a>î  d'où  Ton.  tire  ;m^=.dy*—pfiçc  ; 
nous  aurons  de  même  Q=dz—4jda;;  par  cpnsé2» 
quent ,  si  Ton  désigne  par  pt  et  qi9  les  valeurs  de  p 
t\  q  y  qui  répondent  au  poitft  K  y  et  si  Ton  fait  at- 
tention que  a,  bf  e9  sont  tes  coordonnées  de  ce 
point  >  on  aura 

tèt-=db  —  péda ,       0,  =a  de  —  qdci 

et  de  même  ;  en  désigoanl  par  ptt  et  <f/t,  les  valeurs 
de  /7  et  de  qy  relatives  au  point  K'9  dont  les  coor- 
données sont  a' y  V ,  c\  on  aura 

•.  =  dV  —pja'>      *.=&'  -  <fA- 
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-     Je  substitue  ces  Valeurs  dans  celle  d T9  dont  je 

-suppose  le  dernier  terme  nq) ,  il  vient 

dT  =  V,da'  —  r/la+P^db'—p^da')  —  Pé{db—Plda) 
+  QÊ(dc'  —  qmda'  )  —  Qt(dc  —  qjia)  +  da.fRdx. 

C'est  cette  valeur  de  dT  qu'il  faudra  égaler  à  zéro, 
pour  trouver  les  rnaxirna  et  les  minima  de  fVdx,  re- 
latifs à  la  position  des  points  jRT  et  K\  Le  procédé 
ordinaire  du  calcul  des  variations  conduirait  aussi 
au  même  résultat ,  en  ayant  égard  aux  termes  qui  se 
trouvent  hors  du  signe  f  dans  la  variation  com- 
plète de/Fdx,  et  qui  se  rapportent  aux  limites  de 
cette  intégrale. 

.  agi.  Nous  pouvons  maintenant  déterminer  la 
courbe  de  la,  plus  vite  descente  ,  en  supposant  va- 
riable le  point  de  départ  du  mobile,  ainsi  que  celui 
qu'il  doit  atteindre.  \ 

En  différentiant  par  rapport  à  a,  la  valeur  àtV, 
donnée  précédemment  >  çta  trouve 

et  si  Ton  prend  la  différentielle  complète  de  F,  par 
rapport  à  xy  p  et  q ,  on  a 

rfr=  —  Rdx  +  Pdp+Qdq; 

par  conséquent 

fRdx  =  —  r+fPdp  +fQdq. 
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Il  ne  sera  question  ici,  comme  cUns  le  n*  288, 
que  du  cas  où  la  courbe  cherchée  KmK',  n'est  pas 
assujétie  à  être  tracée  sur  une  surface  donnée.  Dans 
ce  cas ,  nous  savons  déjà  que  les  quantités  P  et  Q 
sont  constantes.  Les  quantités  Pt  et  Pg9  qui  se  rap- 
portent aux  points  extrêmes  K  et  K ',  sont  donc 
égales  entre  elles,  et  égales  à  la  quantité  P>  qui  se 
rapporte  à  un  point  quelconque  ;  et  par  la  même 
raison ,  on  a  Q^Q^zQ.  Mettant  donc  les  cons- 
tantes Pit  et  Q„  à  la  place  de  P  et  Q,  on  aura 

fPdp  =  Pj)  +  const. ,      fQdq  =  QMq  -f  const.  ; 

et  l'intégrale  indéfinie  fRdx  deviendra 

fRdx.=  —  F+  Pj>  +  Q,q  +  const.  -, 

d'où  Ton  conclut  pour  l'intégrale  définie ,  prise  de- 
puis x—a  jusqu'à  a:=«', 

fRdx=-  V.  +  r,  +  Pmp0-Pj>,+  Qjq.-  Qaqr 

Si  Ton  substitue  cette  valeur  dans  celle  de  dTy 
du  n°  précédent ,  et  que  l'on  y  mette  en  même 
tems  Ptt  et  -Q„,  a  la  place  de  Pt  et  Q, ,  on  trouve, 
en  réduisant, 

dT=r,da'+Pm(db'—pada')+Q,(dc'--qtida') 
-Fada  -P.(db  -p^daï-Q^dc  -qtidu  )  ; 

substituant  de  nouveau,  pour  V„y  PttJ  QttJ  leurs 
valeurs,  qui  se  déduisent  de  celles  de  V,  P,  Q, 
en  y  faisant  *ss^  P~P»y  Ç^V**  &  vient,  après 
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des  rédactions  fort  sfrnple6>  ?  i  ' 


le  dénominateur  D  représente  ici  * 

le  radical  \'*g(i  -f-^-HJ'X^"- *)•  Eli  ^g*1***  à 
numérateur  i  zéro ,  on  aura  Féqualioa  tf  eu  dé- 
pendent les  maxirna  et  les  mininkâ  de  ht  fonction  T. 

J93.  Celfç  éqiiatibn  présent*  dif%eirç  cas 
examiner ,  suivant  les  conditions  diverses  auxquelles 
on  assujétit  les  points  Jt  et  if'.  Nous  Considérerons 
d  abord  l'un  des  cas  les  plus  simples ,  celui  où  le 
point  K  est  supposé  fixe ,  et  où  le  point  K'  doit 
être  pris  Sur  une  courbe  plane  HK'H'  i  située  dans 
'  yn  plan  vertical  passant  par  le  pointa.  Le  problème 
qui  nous  occupe,  consiste  alors  à  déterminer,  parmi 
toutes  les  cycloïdes  à  base  horizontale,  tracées 
dans  ce  plan,  et  dont  l'origine  est  au  point  K, 
celle  qu'un  corps  pesant  doit  suivre  pour  atteindre 
la  courbe  HK'H7  ,  dans  le  tems  le  plus  Court.  En 
prenant  ce  plan  ,  pour  celui  des  Coordonnées  x  et 
jjTy  la  quantité  q  sera  nulle  dans  toute  l'étendue  de 
la  courbe  ;  ainsi  l'on  aura  ?,=o.  Le  point  Ê  étant 
supposé  fixe ,  on  aura  aussi  da=z<*y  db=a,  dcz=o; 
la  valeur  de  dT  se  réduit  donc  à 

ffoù  Ton  tire,  en  égalant  son  numérateur  à«rt>> 
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'  db' 


./'      dV 


Or  >'  cette  équation  exprime  que  bucycîoïïle  de- 
mandée coupe  à  angle  droit  la  courba  donnée 
RK'B'>  c'est-à-dire,  qu'au  point  K\  qù  l*s  deu* 
courbes  se  rencontrent ,  leurs  tangentes  K'a  et  K'€ 
sqn\  perpendiculaires  entre  eljes.  . 

Lorsqu'il  existera  plwigujrs  çycloïdesà  base  ho- 
rizontale /dont  le  sommet  commun  sera  au  point 
K  r  et  qui  couperont  à  angle  droit ,  la  courbe  doi^- 
née  HK' H',  il  en  faudra  conclure  que  la  fonction  T 
est  susceptible  dé  plusieurs  minipia  ou  maxûpa.  On 
distinguera  les  uns  des  autf«s  par  Le  signe  de  }a  diffé- 
rentielle seconde  d*T  :  les  cycloïdes  qui  répondront 
à  des  minima,  ou  à  des  yaleurs  positives  de  d*Ty 
seront  effectivement  des  cycloïdes  de  la  plus  vitp 
descente;  celles,  au  contraire,  qui  répondront  a 
des  maxima,  seront  des  cycloïdes  de  la  moins  vite 
descente. 

SiTon  trace  la  courbe  HK'H\  de  minière  qu'elle 
coupe  à  angle  droite  toutes  les  cycfeldes  a  base 
horizohtale,  qui  ont  leur  origine  au  point  K ,  la 
valeur  de  T  sera  la  mêfate  relativement  a  tous  les 
points  de  la  courbe;  par  conséquent  si  des  corps 
pésans  partant  du  point  Ky  au  même  instant  j  et 
se  meuvent  sur  les  cycloïdes, il6  atteindront  tous  en 
même  tems ,  la  courbe  HK'W ,  ainsi  tracée.  Son 
équation  différentielle  est  facile  à  former;  mais  l'intç- 
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grale  de  cette  équation  n'est  pas  connue  sons  forme 

finie. 

393.  En  général,  lorsqu'on  ne  suppose  aucune 
dépendance  èrftre  les  coordonnées  du  point  K  ei 
celles  du  point  K'y  l'équation  <£T=o  ,  se  pnriage 
en  deux  antres  savoir  : 

da'+p/W+qjte  =  0,      da+pjlb+qadcz=o.       (a) 

Ces  équations ,  jointes  à  telles  des  courbes  on  des 
surfaces  sur  lesquelles  les  points  K  et  K*  doivent  se 
trouver,  seront  dans  tous  les  cas  en  même  nombre 
que  les  coordonnées  de  ces  points,  et  serviront 
à  les  déterminer.  La  position  de  K  et  K'  étant  con- 
nue ,  on  mènera  par  cel  pointa,  dans  nn  plan  ver- 
tical ,  une  cycloïde  KmK'y  à  base  horizontale  ,  dont 
l'origine  soit  au  point  K;  et  cette  courbe  sera  une 
cycloïde  de  la  plus  vite  ou  de  la  moins  vite  des- 
cente ,  selon  que  la  différentielle  seconde  de  T 
sera  positive  ou  négative. 

Les  équations  (a)  nous  montrent  comment  cette 
cycloïde  se  trouvera  placée  par  rapport  aux  courbes 
ou  aux  surfaces,  sur  lesquelles  les  points  K  et  JC' 
doivent  être  pris.  Supposons,  par  exemple,  que  ces 
points  doivent  être  pris  sur  deux  courbes  quelcon- 
ques GKGj  RK'R\  planes  ou  à  double  courbure; 
il  résulte  d'abord  de  la  première  équation  que  la 
courbe  KmK!  coupera  k  angle  droit  la  courbe 
IlK'H'y  ou  que  leurs  tangentes  K'a  et  K'C  seront 
perpendiculaires  entre  elles;  ensuite  si  Ton  mène 
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par  le  point  K  y  une  tangente  Ky  à  k  courbe  GKG'9 
et  une  parallèle  Ko!  à  la  droite  K'cl,  ces  deux  droites 
Ky  et  Ka  seront  perpepdicylaires  en  vertu  de  la 
seconde  équation  (a).  Ainsi  quand  les  trois  courbes 
seront  comprises  danp  un  même  plan  vertical,  les 
tangentes  Ky  et  K'€  seront  parallèles  entre  elles , 
puisqu'elles  sont  perpendiculaires  aux  droites  paral- 
lèles K'*  et  K*'. 

Lorsque  les  points  K  et  K!  devront  être  pris  sur 
des  surfaces  données ,  il  est  aisé  de  voir,  d  après 
'les  équations  (a),  que  leurs  plans  tangens  aux  points 
K  et  K ',  seront  parallèles  entre  eux  et  perpendi- 
culaires à  la  droite  K'a,  tangente  à  la  courbe  KmK' 
au  point  Jf  \ 


*w^mm  +  ^m^imm 
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vertical  et  dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur  que 
nous  désignerons  par  g;  nous  aurons  X=*o  ,  T*"=o, 
Z—g;  et  si  nous  plaçons  l'origine  des  coordonnées 
au  centre  de  la  sphère,  son  équation  sera 


a*+y4.*«_a»  = 


o. 


a  étant  le  rayon.  On  aura  donc  Zssx^-^^+z*— «*j 
d'où  Ton  conclut 

dx      a*  dy      a'         dz       a* 

et  par  conséquent  •- 

X  V  £ 

Le  rayon  de  la  sphère  et  son  prolongement  sont  les 
deux  parties  de  ûi  normale  à  cette  surface;  or,  les 
valeurs  que  nous  trpuvons  pour  cps*é,  cas.*',  cos./, 
sont  en  effet  les  cosinus  des  angles  que  fait  le  rayon  , 
ou  son  prolongement,  avec  les  ax.es  des  coordon- 
nées :  les  signes  inférieurs  appartiennent  à  la  direc- 
tion d'une  force  qui  agirait  suivant  le  rayon  même  , 
ou  qui  tendrait  à  rapprocher  le  mobile  du  centre  de 
la  sphère;  les  signes  supérieurs  appartiennent  à  la 
direction  contraire. 

Les  équations  (m)  se  réduisent  à  celles-ci  : 

où  les  signes  supérieurs  doivent  être  pris  ensemble, 
et  correspondent  aux  signes  supérieurs  des  valeurs 

de 
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de  cos.*,  cos./,cos.**,  et  de  même  par  rapport  aux 

signes  inférieurs.  Pour  éliminer  ïfciV,  je  multiplie 

la  première  par/,  la  seconde  par  «r ,  et  je  retranché 

ensuite  Tune  de  l'autre  ;  il  vient  jd*x — xd?fï=zo  ; 

mais  jrd'x — xdy=d.(jrdx—xd}r)  ;  en  intégrant, 

on  aura  donc 

ydx  —  xdy  =  ©cfc;  (a) 

c  étant  la  constante  arbitraire. 

J'aurai  une  seconde  équation  différentielle  du  pre- 
mier ordre,  indépendante  de  l'inconnue  ±iV,  en 
ajoutant  ensemble  les  équations  (i) ,  après  avoir  muL 
tiplié  la  première  par  dx9  la  seconde  par  èy,  la  troi- 
sième par  dz>  ce  qui  donne 

or,  l'équation  .de  la  sphère  étant  différentiée,  donne 

xdx-\-ydy-\-*dz=o;  •     (3) 

on  peut  donc  supprimer  le  dernier  terme  de  l'équa- 
tion précédente;  et  si  l'on  intègre  ensuite  les  deux 
membres  de  cette  équation,  il  vient 

— l-jL ^ags  +  c/j  (4) 

c  étant  une  seconde  constante  arbitraire. 

ag6.  La  détermination  du  mouvement  du  corps  ne 
dépend  plus  maintenant  que  de  l'intégration  des  trois 
équations  du  premier  ordre  (2),  (5),  (4),  dont  la 
seconde  a  déjà  pour  intégrale,  l'équation  de  la  sphère. 
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Cette  intégration  n'est  pas  possible  sous  forme  finie; 
mais  on  peut  séparer  les  variables  dans  ces  équa- 
tions, et  ramener  le  problème  à  la  méthode  des  qua- 
dratures. 

Pour  le  faire  voir,  je  mets  l'équation  (3)  sous  cette 
forme  xdx-\-ydy= — zdz\\z  l'élève  au  carré,  ainsi 
que  l'équation  (a),  et  j'ajoute  ensuite  ces  deux  équa- 
tions ;  il  vient 

(*•+/)•{<&•  +  àf)  =  %*dz*+<?dt\ 

J élimine  da*~\-dy*  dans  celle-ci,  au  moyen  dé 
l'équation  (4),  et  JC*-f-j\  au  moyen  de  l'équation 
**+?*-{-  z*  =  a*  ;  j'ai  pour  résultat  une  équation 
entre  z,dzet  dl\  en  la  résolvant  par  rapport  à  dt,  je 
trouve . 

adz 


dt  = 


Vif*  —  *%){c'  +  agz)—f 


Si  l'on  intègre  cette  formule  par  approximation,  on 
aura  t  en  fonction  de  z,  et  réciproquement  z  en  foncn 
tion  de  t. 

297.  L'ordonnée  z  ne  suffit  pas  pour  déterminer 
la  position  du  mobile  ;  elle  fait  seulement  connaître 
le  plan  horizontal  dans  lequel  il  se  trouve  à  chaque 
instant;  mais  il  est  évident  que  si  Ton  avait  aussil'angle 
que  fait  la  projection  horizontale  de  son  rayon  vec- 
teur, avec  l'axe  des  a:,  ou  avec  celui  des  yy  la  posi- 
tion de  ce  rayon  serait  entièrement  connue,  et  par 
conséquent  celle  du  mobile  sur  la  sphère  le  serait 
aussi.  Or,  cet  angle  est  donné  en  fonction  de  z  par 


Digitized  by 


Google 


LIVRE  H.  DYNAMIQUE.  451. 

une  formule  semblable  à  la  précédente  qui  donne'le 
tems  en  fonction  de  la  même  variable. 

En  effet,  soit  et  l'angle  Compris  entre  la  projec- 
tion horizontale  du  rayon  vecteur  et  l'axe  des  x; 
cette  projection  est  égale  a  yV— **,  et  Ton  a 

d'où  l'on  tire 

jr<*r—  srfy  -=  (ss— aP).<2»  ; 

l'équation  (2)  donnera  donc 

Substituant  pour  «fc,  sa  valeur  précédente,  on  aura 
rf»  sous  la  forme  :  da»=s^z.dz.  En  intégrant  par  ap- 
proximation, on  aura  »  en  fonction  de  a;  et  comme 
a  est  déjà  censée  connue  en  fonction  de  *,  les  deux 
Variables  a  et  a»  seront  connues  pour  un  instant  quel- 
conque; donc  on  pourra,  à  chaque  instant,  assigner 
la  position  du  mobile,  sur  la  sphère  donnée. 

298.  On  voit  par  cette  analyse  que  le  problème 
du  mouvement  d'un  corps  pesant  sur  une  sphère 
dépend  en  définitif  de  l'intégration  de  deux  fonc- 
tions d'une  seule  variable.  Ce  problème  comprend 
le  mouvement  du  pendule  simple,  dans  le  cas  où  la 
vitesse  initiale  n'est  pas  dirigée  dans  le  plan  vertical 
mené  par  le  point  de  suspension;  alors  les  oscilla- 
tions du  pendule  ne  sont  plus  renfermées  dans  ce 
plan  ;  mais  le  point  matériel,  suspendu  à  l'extrémité 

29.. 
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du  fil  inextensible,  est  toujours  assujéti  à  se  mou- 
voir sur  la  sphère  dont  le  centre  est  le  point  de  sus- 
pension ,  et  qui  a  pour  rayon ,  la  longueur  du  fil. 
On  déterminera  donc  les  lois  de  son  mouvement, 
en  développant  les  valeurs  de  dt  et  de  dm  en  séries 
convergentes ,  et  en  les  intégrant  ensuite.  Nous  nous 
dispenserons  d'effectuer  ces  calculs,  vu  que  le  pen- 
dule à  oscillations  coniques  n'est  d'aucun  usage  dans 
la  pratique ,  où  l'on  fait  toujours  ensorle  que  les 
oscillations  soient  renfermées  dans  un  même  plan. 

299.  Avant  de  quitter  ce  problème  particulier,  il 
est  bon  de  montrer  comment  les  équations  (1)  peu- 
vent servir  à  déterminer  l'inconnue  N  y  et  le  sens 
dans  lequel  cette  force  normale  agit  sur  le  mobile. 
On  obtiendra  la  valeur  de  N  sous  la  forme  la  plus 
simple,  en  employant  la  combinaison  suivante  de 
ces  trois  équations. 

Je  multiplie  la  première  par  ar,  la  seconde  par^, 
la  troisième  par  z ,  et  je  les  ajoute  ensuite;  il  vient 

xd*x+y#y+zd*z  _      ±jy  frM-y+s8) 

L-'équation  xdx  -+•  jrdjr-)-zdz=:o ,  étant  différea- 
tiée  et  divisée  par  dfy  donne 

xd*x  +yd*y  +  zd*z  __ dx*  +  dy+dz,* _^   t 

dr  ""  dt*  ~      v  ; 

p  étant  la  vitesse  du  mobile  ;  donc ,  a  cause  de 
o:*-j-j-*-f-z;a==a%  l'équation  précédente  devient 

—  vt^mgz  +  Na,      on      =fctf=—  -  —  S, 
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Tant  que  le  mobile  se  trouve  au-dessous  du  plan 
horizontal,  mené  par  le  centre  de  la  sphère,  l'or-» 
donnée  z  est  positive  ,  et  la  valeur  de  db  N  est  néga- 
tive ;  il  faut  donc  prendre  le  signe  inférieur  devant 
la  quantité  iV,  afin  que  cette  quantité ,  qui  repré- 
sente l'intensité  dune  force,  soit  positive  (»*  io)j 
par  conséquent  il  faut  aussi  prendre  Us  signes  infé- 
rieurs devant  les  valeurs  de  cos.e,  cos.e',  cos.ê", 
parce  que  ces  signes  se  correspondent;  mai»  alors  les 
angles  €,  4>  €*,  appartiennent  au  rayon  de  la  sphère 
(n°  295);  donc  la  force  N,  ou  la  résistance  de  la 
surface,  est  dirigée  suivant  ce  rayon,  ou  de  dehors 
en  dedans,  et  la  pression  que  la  surface  éprouve, 
est  au  contraire  dirigée  suivant  le  prolongement  du 
rayon,  ou  de  dedans  en  dehors.  , 

Si  le  mobile  s'élève  au-dessus  du  plan  horizontal , 
mené  par  le  centre  de  la  sphère,  l'ordonnée  z  de- 
viendra négative,  et  il  sera  possible  que  la  quantité 
?*+££,  le  devienne  aussi.  Quand  cela  aura  lieu ,  la 
résistance  de  la  surface  sphérique  s'exercera  suivant 
le  prolongement  du  rayon,  et  la  pression  que  cette 
surface  éprouve,  sera  dirigée  suivant  le  rayon  même. 
Dans  tous  les  cas,  la  pression  sera  égale  à  la  quantité 

— ,  abstraction  faite  du  signe. 

En  supposant  que  le  mobile  fût  retenu  sur  la  sphère 
^par  un  fil  inextensible ,  attaché  au  centre  et  d'une 
longueur  égale  au  rayon,  ce  fil  tera  tendu  dans  le 
sens  de  sa  longueur,  tant  que  ?*4*£*  wamae  quan- 
tité positive  :  au  contraire ,  il  éprouvera  une  con* 
traction  dans  le  même  sens,  lorsque  cette  quantité 
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deviendra  négative.  Cetle  tension  ou  cette  contrac- 
tion sera  toujours  égale  à  v  ^%  abstraction  faîte  du 
signe, 

5oo.  Considérons  maintenant  les  équations  géné- 
rales du  n#  294.  En  différentiant  complètement  l'é- 
quation Z=o,  on  a 

dL=^.dx+^.dy+-£.dz=o-, 

d'où  l'on  conclut 

par  conséquent ,  si  l'on  ajoute  les  équations  (m), 
après  avoir  multiplié  la  première  par  dx9  la  seconde 
par  djrj  la  troisième  par  dz,  on  aura  une  équation 
indépendante  de  N,  savoir  : 

Supposons  que  la  formule  Xdx+  Ydy+Zdz  soit  la 
différentielle  d'une  fonction  des  trois  variables  x9jr, 
9  y  regardées  comme  indépendantes ,  et  soit/(x^,  z\ 
cette  fonction.  En  intégrant  les  deux  membres  de 
Cette  dernière  équation,  nous  aurons 

— »   p  - —  =»*/(*,y>*)  +  £; 
C  étant  la  constante  arbitraire.  On  en  déduit 
r*~  *  ?=?  */ tedr,*)  —  fl/CaAc} ,  '       (a) 
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en  désignant  par  v  la  vitesse  qui  répond  aux  coor- 
données x^jyZj  et  par  A  celle  qui  répond  aux  coor- 
données a,  by  c. 

Nous  avons  déjà  trouvé  cette  équation  dans  le  cas 
d'un  point  matériel  libre,  et  dans  celui  d'un  point 
astreint  à  rester  sur  une  courbe  donnée  ;  elle  a  donc 
lieu  dans  tous  les  cas  que  peut  présenter  le  mouve- 
ment d'un  point  matériel,  en  supposant,  toutefois,  que 
là  formule  Xdx-^-  Ydj  +  Z<h  soit  une  différentielle 
exacte  à  trois  variables.  Ainsi ,  dans  cette  hypothèse , 
l'accroissement  du  carré  de  la  vitesse  du  mobile ,  en 
passant  d'un  point  à  un  autre,  ne  dépend  jamais  de 
la  courbe  qu'il  décrit  dans  l'intervalle  :  il  '  dépend 
seulement  des  coordonnées  de  ces  deux  points,  et 
de.  la  nature  des  forces  appliquées  au  mobile.  Quand 
le  mouvement  a  lieu  dans  une  courbe  fermée ,  cet 
accroissement  est  nul ,  et  la  vitesse  redevient  la 
même,  toutes  les  fois  que  le  mobile  revient  a  la  même 
position.  Quelle  que  soit  la  courbe  décrite,  la  vitesse 
demeure  constante,  lorsqu'aucune  force  accéléra- 
trice n'agit  sur  le  mobile,  et  qu'il  se  meut  en  vertu 
d'une  impulsion  primitive. 

3oi.  Quand  la  vitesse  est  connue  en  fonction  des 
coordonnées  x9y9  s,  il  est  aisé  de  déduire  immédia- 
tement des  équations  (m),  les  équations  différentielles 
de  la  trajectoire.  Pour  cela,  j'y  substitue  à  la  place  de 
cos. 6,  cos.é',  cos.6*,  leurs  valeurs;  puis  je  mul- 
tiplie successivement  la  première  équation  par  djr  et 
par  dzj  et  je  la  retranche  des  deux  autres ,  multi- 
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pliées  pardkj  je  forme,  de  cette  manière,  ces  detox 

équations: 

Or,  on  a 

et  dans  ces  formules,  les  différentielles  de  ^  et  tj 

peuvent  être  prises  en  regardant  telle  variable  qu'on 
voudra,  comme  la  variable  indépendante;  d'ailleurs, 
en  désignant  par  ds  l'élément  de  la  trajectoire,  et 
toujours  par  t>  la  vitesse,  on  aura 

dx  dx 

il  s'ensuit  donc 

Ce  qu'il  y  a  de  plus  simple,  en  général,  c'est  de 

prendre  les  différentielles  de  -g  et  -?-,  en  regardant 

x  comme  la  variable  indépendante,  ou  en  supposant 
dx  constante  ;  on  a  alors 

,  «[y rf*  v  ,  «fa d*z 

'dx       dx  '  'dx        dx  * 
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substituant  en  outre ,  dans  les  deux  dernières  équa- 
tions^ à  la  place  de  v  sa  valeur  en  fonction  de  xyjr,  z, 
et  éliminant  entre  elles  l'inconnue  NVy  il  en  résul- 
tera une  équation  différentielle  du  second  ordre  entre 
les  trois  coordonnées  x%  y,  z  ;  celle-ci  et  Z/=o, 
seront  les  deux  équations  de  la  trajectoire. 

Si  le  mobile  est  entièrement  libre,,  on  feraiV=o, 
dans  les  équations  précédentes,  qui  deviendront  les 
deux  équations  différentielles  secondes  de  la  trajec- 
toire. 

5o2.  On  pourrait  déterminer  la  valeur  de  N  et  le 
signe  de  la  quantité  Vy  au  moyen  des  équations  (m), 
ce  qui  ferait  connaître  la  pression  que  la  surface 
donnée  éprouve  en  chacun  de  ses  points,  et  le  sens 
dans  lequel  cette  pression  s'exerce;  mais  on  y  par- 
viendra d'une  manière  plus  simple  et  plus  directe, 
en  considérant  la  pression  que  la  trajectoire  du  mo- 
bile supporte;  pression  que  Ton  déterminera  par  h 
règle  du  n*  a55. 

En  effet ,  soit  EmD  (6g.  64),  la  courbe  plane  ou 
à  double  courbure  que  le  mobile  décrit  sur  la  sur-* 
face  donnée;  supposons  que  nmri  soit  la  normale  a 
cette  courbe,  comprise  dans  son  plan  oscillateur  au 
point  m 9  de  manière  que  la  partie  mnde  cette  droite, 
qui  tombe  hors  de  la  concavité  de  la  courbe ,  soit  la 
direction  de  la  force  centrifuge  ;  l'intensité  de  celte 

force  sera  exprimée  par  — - ,  en  appelant  c  la  vltessq 

du  mobile  au  point  m,  et  y  le  rayon  de  courbure  de  sa 
trajectoire  au  même  point.  Soit  en  outre,  comme 
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dans  le  n°  cité,  P  la  pression  due  aux  forées  X,  Y9 

Z,<jui  agissent  sur  le  mobile;  la  résultante  dés  deux 

forces  —  et  P,  perpendiculaires  à  la  trajectoire,  sera 

la  pression  totale  que  cette  courbe  supporte  au  point 
m;  or,  si  la  trajectoire  EmD était  une  courbe  fixe  et 
donnée,  il  suffirait  que  la  pression  totale  se  trouvât 
comprise  dans  le  plan  normal  à  cette  courbe,  mené 
parle  point  m,  pour  qu'elle  fût  détruite;  mais  dans 
fa  question  présente ,  cette  courbe  n'est  pas  fixe;  elle 
est  seulement  tracée  sur  une  surface  donnée,  dont  la 
résistance  peut  seule  détruire  la  pression  qu'éprouve 
la  trajectoire  :  il  faut  donc  que  cette  pression,  ou  la 

résultante  des  forces  —  et  P,  soit  dirigée  suivant  la 

normale  à  cette  surface,  au  point  m. 

D'après  cela,  menons,  par  le  point  771,  trois  axes 
rectangulaires  mÂ>  mC9  mB,  dont  le  premier  soit 
pris  sur  la  normale  à  la  surface,  le  second  sur  la  tan- 
gente à  la  courbe  EmD ,  et  le  troisième  dans  le  plan 
tangent  à  la  surface.  L'angle  Cmn  ,  compris  entre 

Taxe  mC  et  la  direction  mn  de  la  force  — ,  est  droit. 

y  y  f 

puisque  l'une  de  ces  deux  droites  est  normale  et 
l'autre  tangente  à  la  courbe  EmD  ;  appelons  et  et  £, 
les  angles  aigus  ou  obtus,  compris  entre  cette  direc- 
tion et  les  axes  m  A  et  mBj  ensorte  qu'on  ait  Amn == cl 
etBmn=Ç;  désignons  encore  par  il,  la  résultante 
des  forces  Xy  Y,  Z,  et  par  a,  b9cf  les  angles  que 
sa  direction  fait  avec  les  axes  mAy  mB ,  mC;  lés  com- 
posantes de  R,  suivant  ces  axes,  seront  R  .  cos .  a  > 
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M.cos.bj  R.cos.c;  celles  delà  force  — .  suivant  les 

y 

mêmes  axes,  seront  —  .cos.  a.  — ,cos^f  et — .cos.ioo* 

y  y  y 

ou  zéro.  De  cette  manière ,  la  composante  R .  cos .  c , 
qui  agit  seule  suivant  la  tangente  mC  k  la  trajectoire 
du  mobile ,  est  la  force  qui  produit  le  mouvement; 

la  somme  des  composantes  R.  cos.b  et  — .cos.£, per- 
pendiculaires à  la  trajectoire  et  dirigées  dans  le  plan 
tangent  à  la  surface  donnée,  doit  être  nulle ,  sans 
quoi  la  pression  ne  serait  plus  perpendiculaire  à  cette 

surface  ;  enfin,  la  somme  R .  cos .  «+ — .  cos .  * ,  des' 

composantes  normales  à  la  surface  donnée,  exprime 
la  pression  que  cette  surface  éprouve,  et  cette  pres- 
sion s'exerce  suivant  la  partie  mA  de  la  normale,  ou 
suivant  son  prolongement,  selon  que  cette  somme 
est  positive  ou  négative. 

5o5.  En  égalant  à  zéro  la  somme  des  composantes 
qui  doit  être  nulle,  on  aura  l'équation 

y 

qui  pourra  servir  à  déterminer,  en  chaque  point  de 
la  surface  donnée ,  l'inclinaison  du  plan  oscillateur 
de  la  trajectoire ,  sur  le  plan  tangent  à  cette  surface  ; 
car  cette  inclinaison  n'est  autre  chose  que  l'angle  £  , 
ou  l'angle  Bmny  compris  entre  les  droites  mn  et  m£> 
qui  sont  menées  dans  ces  plans,  perpendiculaire- 
ment à  leur  intersection  commune. 
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Lorsque  le  mobile  n'est  sollicité  par  aucune  fore* 
accélératrice,  on  a  ii  =  o  ;  doue  cos .  £  =  o ,  et 
£œioo°;  donc  alors,  le  plan  osculateur  de  la  Ira* 
jectoire  est  toujours  perpendiculaire  à  la  surface 
donnée.  Or,  on  sait  que  cette  propriété  appartient 
exclusivement  à  la  ligne  la  plus  courte  que  l'on  poissa 
mener  sur  cette  snrface,  d'un  point  donné  à  un  autre 
point  aussi  donné;  il  en  résulte  donc  que  le  mobile 
suit  le  chemin  le  plus  court  pour  parvenir  d'un  point 
à  un  autre  de  la  surface  donnée.  H  en  serait  de  même 
si  le  mobile  éprouvait  un  frottement  contre  cette 
surface ,  ou  s'il  était  soumis  à  l'action  de  toute  autre 
.force  accélératrice  dirigée  suivant  la  tangente  à  sa 
trajectoire;  car  R  étant  cette  force  dirigée  suivant 
mCj  ou  suivant  son  prolongement ,  l'angle  b% 
compris  entre  sa  direction  et  Taxe  mB ,  serait  droit , 
,  et  le  terme  R.cos.b  disparaîtrait  toujours  dans  l'é- 
quation précédente;  on  aurait  donc  cos.£=oet 
£==  ioo°,  comme  dans  le  ca&.où  le  mobile  n'eçt  sol- 
licité par  aucune  force. 

3o4*  Cette  propriété  de  la  trajectoire  d'un  mobile 
qui  n'est  soumis  à  Faction  d'aucune  force  accéléra- 
trice, n'est  qu'un  cas  particulier  d'une  autre  pro- 
priété plus  générale,  que  Ton  a  d'abord  envisagée 
sous  un  point  de  vue  métaphysique,  et.à  laquelle  ou 
a  donné  la  dénomination  impropre  de  principe  de  la 
moindre  action.  Pour  s'en  former  une  idée  précise , 
que  l'on  se  représente  un  corps  partant  d'un  point 
donné  Â,  et  arrivant  à  un  autre  point  B%  aussi 
donné;  que  sa  vitesse  au  point  A  soit  donnée  en 
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grandeur  et  inconnue  en  direction,  et  que  les  forces 
accélératrices  qui  le  sollicitent  pendant  son  mouve- 
ment, soient  telles ,  que  la  formule  Xdx+Ydy-\»Zdz  ' 
soit  une  différentielle  exacte  à  trois  variables;  on 
pourra  alors  déterminer  la  vitesse  v  du  mobile  en 
fonction  des  coordonnées  xyy,  z,  sans  connaître  la 
courbe  que  le  mobile  suit  pour  aller  du  point  A  au 
point  B  (n°  5oo);  supposons  que  Ton  multiplia  cette 
vitesse  par  l'élément  ds  de  la  courbe,  et  que  Ton 
prenne  Fiqtégrale  fvds  depuis  le  point  A  jusqu'au 
point  B  ;  il  est  évident  que  la  valeur  de  cette  intégrale 
définie  dépendra  de  la  nature  de  cette  courbe  :  or, 
le  principe  de  la  moindre  action  consiste  en  ce  que  le 
mobile,  s'il  se  meut  librement,  choisira  entre  toutes 
les  courbes  que  l'on  pourrait  mener  par  les  points  A 
et  2?,  la  courbe  pour  laquelle  l'intégrale  fvds  est  un 
minimum  ;  et  s'il  est  astreint  à  se.  mouvoir  sur  une 
surface  donnée,  il  choisira  encore  la  courbe  qui  ré-* 
pond  au  minimum  de  cette  intégrale ,  entre  toutes  les 
courbes  tracées  sur  la  surface  et  menées  par  les  points. 
A  et  B. 

La  démonstration  de  ce  principe  se  réduit  à  prou* 
ver  que  la  variation  de  l'intégrale  fvds  est  nulle,  les 
deux  points  extrêmes  de  la  courbe  étant  supposés 
fixes.  Or,  d'après  les  règles  les  plus  simples  du  cal- 
cul des  variations,  on  a 

l.frdszzzft.vds,      et      t.vdszztv.ds  +  vt.ds. 

D'ailleurs  dt  étant  l'élément  du  teins,  on  a  drzzvdt) 
donc 

iv.ds^—J.v*. 
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Si  l'on  différentie  l'équation  (a),  du  n*  5oo,  et  que 

Ton  remplace  les  différentielles  dx,djrydz,  parles 

variatkmsj\r,  «jy,ef* ,  on  aura 

i  J\  v*  =  (X)x  +  Yiy+Ztz). 

En  ayant  égard  aux  valeurs  de  cos«c,  cos«/,  cos.<% 
donnée?  dans  le  n°  394,  et  en  faisant  attention  que 

les  équations  (m)  du  même  n%  donneront 

X^+rty+ZH^.lx  +  ^.ty+^H^Ifr.n} 

le  terme  NV.&L  n'entrerait  pas  dans  cette  équation 
si  le  mobile  se  mouvait  librement;  quand  il  estassu- 
jéti  à  se  mouvoir  sur  une  surface  donnée,  ce  terme 
est  nul,  parce  qu'alors  <fZ:=o;  donc  on  doit  sup- 
primer ce  terme,  dans  tous  les  cas,  et  il  en  résulte 

Quant  au  second  terme  v*£.dsy  de  la  variation  de 
vds9  nous  avons 

et  par  conséquent 
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donc,,  à  cause  de  ds  =  vdt,  nous  aurons 

Réunissant  ces  deux  parties  de  la  valeur  de  £>vds, 
il  vient 

d'où  Ton  conclut 

quantité  nulle  aux  deux  limites  de  l'intégrale,  puis- 
que les  deux  points  extrêmes  A  et  2?  étant  fixes,  les 
variations  fx  ,  ty,  £z  des  coordonnées  doivent  être 
nulles  pour  ces  points.  La  variation  defvds  est  donc 
égale  à  zéro  ;  par  conséquent,  cette  intégrale  est  un 
maximum  ou  un  minimum;  mais  il  est  aisé  de  voir  que 
la  quantité  fvds>  par  sa  nature,  ne  saurait  être  sus- 
ceptible d'un  maximum;  donc  cette  intégrale  est  un 
minimum ,  relativement  à  la  trajectoire  du  mobile 
déterminée  par  les  équations  du  mouvement. 

Lorsque  le  mobile  n'est  soumis  à  aucune  force  ac- 
célératrice, nous  savons  que  sa  vitesse  est  constante; 
l'intégrale  définie  fvds  devient  donc  le  produit  vsy  et 
alors  c'est  l'arc  s  décrit  par  le  mobile,  du  point  A  au 
point  By  qui  est  un  minimum,  comme  on  l'a  déjà  vu 
dans  le  n°  précédent.  Il  suit  aussi  de  l'uniformité  du 
mouvement  >  qu'alors  le  mobile  parvient  d  un  point  à 
l'autre ,  dans  un  tems  plus  court  que  s'il  était  forcé 
de  suivre  toute  autre  courbe  que  sa  trajectoire. 
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5o5.  La  formule  Xdx~{-Ydj-\*Zdz  est  une  diffé- 
rentielle exacte,  toutes  les  fois  que  les  forces  appli- 
quées au  mobile ,  sont  dirigées  vers  des  centres  fixes  f 
et  que  leurs  intensités  sont  fonction  des  distances  à 
ces  centres  (n°  aaS);  le  principe  de  la  moindre 
action  a  donc  lieu ,  relativement  à  cette  espèce  de 
forces.  En  cherchant  alors  la  courbe  qui  répond 
au  minimum  de  l'intégrale /Ws ,  par  les  règles  du  cal- 
cul des  variations,  on  obtiendra  les  équations  de  la 
trajectoire.  Leur  forme  dépendra  du  système  des 
coordonnées  dont  on  fera  usage ,  pour  déterminer 
la  position  du  mobile  :  si  Ton  emploie  les  coordon- 
nées rectangulaires  xyjry  z,  on  retrouvera  les  équa- 
tions du  n*  3oi  ;  mais  quelquefois  on  en  obtiendra 
de  plus  simples,  en  faisant  usage  d'autres  coordon- 
nées. Pour  en  donner  un  exemple ,  considérons  le 
cas  d  une  seule  force  dirigée  vers  un  centre  fixe.  La 
trajectoire  est  alors  une  courbe  plane,  dont  le  plan 
est  celui  qui  passe  par  le  centre  fixe  et  la  direction  de 
la  vitesse  initiale  du  mobile.  Menons,  par  ce  centre 
et  dans  ce  plan,  une  droite  arbitraire;  soit  9,  l'angle 
compris  entre  cette  droite  et  le  rayon  vecteur  à  un 
instant  quelconque;  désignons  par  r,  ce  rayon  ou  la 
distance  du  mobile  au  centre  fixe,  et  par  R  l'inten- 
sité de  la  force  dirigée  vers  ce  centre.  L'équation  (a), 
du  n9  5oo,  donnera,  dans  le  cas  que  nous  examinons  , 

v*  =  C  —  a/fldr; 

C  étant  une  constante  dépendante  de  la  vitesse  ini- 
tiale du  mobile,  et  des  coordonnées  de  son  point 
de  départ.  Regardons  0  comme  fonction  de  r,  et 

soit 
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Soit^zzzp;  nous  aurons 


-en  faisant  donc,  pour  abréger, 


y—  V'i+Tf.y/C—afRdr, 

il  s'agira  de  trouver  la  courbe  qui  répond  au  minimum 
del'intégrale/7^r. 

Or,  d'après  les  formules  rappelées  dans  le  n#  287 , 
l'équation  différentielle  de  cette  courbe  plane,  entre 
les  coordonnées  polaires  r  et  0,  sera 

Mais  on  a 

cette  équation  se  réduit  donc  à  d.~  =0  ;  et  en  in- 
tégrant, on  a 

r*p.VC—QfRdr       . 

h  étant  la  constante  arbitraire.  Je  remets  ^  à  la  place 

de  p,  et  en  résolvant  l'équation  par  rapport  k  dQ   je 
trouve 

r.  yCr*—  ar*fàkr—ï* 

Il  ne  restera  donc  plus  qu'à  intégrer  cette  valeur -de 
1.  3o 
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dû  lorsque  la  force  R  sera  donnée  en  fonction  de  rf 
et  Ton  aura  l'équation  de  la  trajectoire ,  en  coordon- 
nées polaires  r  et  8. 

Dans  le  cas  où  cette  force  sera  en  raison  inverse 
du  carré  de  r,  on  trouvera ,  comme  dans  le  n°  2^5  , 
l'équation  d'une  section  conique,  dont  le  centre  fixe 
occupe  un  foyer*  La  trajectoire  serait  encore  une 
section  conique,  mais  dont  le  point  fixe  serait  le 
centre  et  non  pas  le  foyer ,  si  l'on  supposait  la  force 
R  proportionnelle  à  r.  C'est  ce  qu'on  trouvera  aisé- 
ment en  intégrant,  dans  cette  hypothèse,  la  valeur 
de  d8.  Ainsi,  un  point  matériel  peut  décrire  une 
section  conique  de  deux  manières  différentes  :  quand 
la  force  qui  le  sollicite  est  dirigée  vers  le  centre  de 
la  courbe  et  proportionnelle  à  sa  distance  à  ce  point, 
et  lorsque  cette  force  est  dirigée  vers  un  des  deux 
foyers  et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance 
du  mobile  à  ce  foyer. 

3o6.  L  application  la  plus  remarquable  qu'on  ait 
faite  du  principe  de  la  moindre  action,  a  été  d'en  dé- 
duire les  lois  connues  de  la  réfraction  et  de  la  ré- 
flexion  de  la  lumière.  Quoique  cette  question  n'ait 
qu'un  rapport  éloigné  avec  la  matière  que  nous  trai- 
tons dans  ce  chapitre,  on  ne  trouvera  pas  déplacé  le 
calcul  suivant,  qui  d'ailleurs  est  très-simple. 

Tant  qu  un  rayon  lumineux  se  meut  dans  un  milieu 
d'une  égale  densité ,  sa  vitesse  et  sa  direction  restent 
les  mêmes;  mais  lorsqu'il  passe  d'un  milieu  dans  un 
autre,  sa  direction  s'infléchit  et  sa  vitesse  change. 
Dans  l'instant  de  ce  passage ,  la  lumière  décrit  une 


Digitized  by 


Google 


.  LIVRE  IL  DYNAMIQUE.  467 

Courbe  d'une  étendue  inappréciable,  et  dont  on 
peut  faire  abstraction >  dans  erreur  sensible.  La  tra- 
jectoire de  chaque  molécule  lumineuse  est  donc  alors 
l'assemblage  de  deux  droites,  dont  chacune  est  dé- 
crite d'un  mouvement  uniforme;  ainsi,  en  appelant 
y  ety  les  longueurs  de  ces  droites,  n  la  vitesse  de  la 
lumière  dans  le  premier  milieu,  ri  la  vitesse  dans  le 
second,  on  aura  njrf  pour  la  valeur  de  l'intégrale/^^  * 
prise  depuis  le  point  de  départ  de  la  molécule ,  jus- 
qu'à son  entrée  dans  le  second  milieu ,  et  riyy  pour 
la  partie  de  cette  intégrale  relative  au  second  milieu  ; 
par  conséquent  la  valeur  de  cette  intégrale ,  prise 
dans  toute  l'étendue  de  la  trajectoire ,  sera  exprimée 
par  ny-t-riy*;  c'est  donc  cette  somme  ny-\*riy\  qui 
doit  élre  un  minimum  9  d'après  le  principe  de  la 
moindre  action» 

Avant  d'aller  plus  avant ,  observons  que  si  le  se- 
cond milieu  est  une  substance  diaphane  et  cristalli- 
sée ,  la  vitesse  de  la  lumière ,  dans  cette  substance, 
dépendra  en  général  de  la  direction  du  rayon  lumi- 
neux; de  manière  qu'elle  sera  constante  pour  un 
même  rayon,  mais  variable  d'un  rayon  à  un  autre» 
Le  phénomène  de  la  double  réfraction  que  présente 
le  spath  <£ Islande  et  la  plupart  des  cristaux  diaphanes, 
tient  à  la  différence  de  vitesse  des  différens  rayons 
lumineux  qui  les  traversent;  on  doit  alors  regarder 
la  vitesse  »',  cotnme  une  fonction  des  angles  qui  dé- 
terminent la  direction  de  chaque  rayon;  et  la  loi  de 
la  réfraction  dépend  de  la  forme  qu'on  suppose  à 
cette  fonction.  En  faisant  une  hypothèse  convenable 
sur  cette  forme,  M.  Laplace  est.  parvenu  k  déduire 

5o.. 
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du  principe  de  la  moindre  action  ,  la  loi  de  la  doubla 
réfraction ,  découverte  par  Huyghens  et  confirmée 
parles  expériences,  de  M.  Malus;  mais*  ce  n'est  point 
ici  le  Heu  d'exposer  cette  théorie  (*)  ;  nous  nous 
bornerons  à  considérer  le  cas  où  tous  les  rayons  se 
meurent  avec  la  ra&pe  vitesse ,  quelles  que  soient 
leurs  directions.  Ainsi ,  dana  le  calcul  suivant,  n  et 
ri  seront  regardées  comme  des  quantités  dtenéea 
pour  chaque  milieu  en  particulier^  et  indépendantes 
de  la  direction  des  différons  rayons  lumineux. 

307.  Soient  maintenant  AelB(ûg.  65),  les  deux 
points  extrêmes  de  la  trajectoire  ;  supposons  que  la 
surface  de  séparation  des  deux  milieux  soit  plane,  et 
menons  par  ces  deux  points ,  un  plan  perpendicu- 
laire à  cette  surface ,  qui  la  coupe  suivant  la  droite 
CD;  soit  encore  AEÈ ,  une  ligne  brisée  au  point  E, 
qui  représente  la  projection  de  là  trajectoire  sur  ce 
plan;  menons  par  ces  points  A 9  B,  E9  les  perpen- 
diculaires AH,  BIT,  KEK',  sur  la  droite  CD. 
Puisque  la  position  des  points  A  et  2?  est  donnée , 
les  trois  droites  Aff,  BH' ,  HIT  sont  connues  ;  mais 
la  position  du  point  E  et  les  angles  AEK  et  BEK' 
sont  inconnus,  et  doivent  être  déterminés  par  la 
condition  du  minimum  ;  nous  supposerons  donc 
AB=a9    BH'^b,    HH'=c,    AEK=x ,    BEK'=x' -, 

les  triangles  rectangle»  AHE ,  BH'E  donneront 

(*)  Voyez  le  Mémoire  de  M.  Lapface,  inséré  dan»  le  volume 
de  l'Institut?  pour  l'année  1809 ,  et  l'ouvrage  qui  a-  pouc  titre  : 
Théorie  de  la  double  réfraction ,  par  M.  M aliu. 


Digitized  by 


Google 


UVRE  IL  DYNAMIQUE.  469 

HE  =  a.  tang.a?,      HE  =  i.tang.j/  ; 

par  conséquent  on  aura 

c  =  e  .tang.x  +  b.tàng.af.  (1) 

Le  rayon  himineux  traverse  la  surface  de  sépara- 
tion des  dense  milieux,  en  un  point  dont  E  est  la 
projection  sur  le  plan  de  la  figure  ;  si  nous  appelons  z, 
la  distance  de  ce  point  inconnu  au  point  E ,  il  est 
évident  que/  sera  l'hypothénuse  d'un  triangle  rec- 
tangle dont  z  et  JE  seront  les  deux  autres  côtés  ,  et 
que  j  9  z  et  BE  seront  de  même  l'hypothénuse  et 
les  deux  côtés  d'un  second  triangle  rectangle  ;  mais 
en  considérant  les  triangles  JEffetBEH',  on  a 


AE  =  — — .      BE  =  - 


COS.X*  COS.af  ' 

on  aura  donc 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  la  quantité  njr-\-n'yr 
on  aura,  pour  résultat,  une  fonction  de  z ,  xy  x\ 
qui  devra  être  un  minimum  par  rapport  l  ces  trois 
variables,  dont  les  deux  dernières  sont  liées  entre, 
elles  par  l'équation  (1);  il  faudra  donc  d'abord  que 
la  différentielle  de  cette  fonction ,  prise  par  rapport 
as,  soit  égale  à  zéro  ;  d'où  l'on  conclut 

acause  de  -^  =  -  et  -^-=^.  Or, on  ne  peut  satisfaire 
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à  cette  équation  que  par  la  valeur  55=0;  ce  qui  nous 
apprend  que  le  rayon  lumineux  traverse  au  point  E9 
la  surface  de  séparation  des  deux  milieux,  et  par 
conséquent  >  qu'il  ne  sort  pas  du  plan  perpendicu- 
laire a  cette  surface  /mené  par  les  points  A  et  B. 
En  faisant  donc  2=0,  on  aura  simplement 

,     /  ,  an      .      bnf 

J         **         cos.x      coa.x 

et  en  égalant  à  zéro  la  différentielle  complète  de  cette 
quantité  >  il  vient 

an.ùn.x.dx    .    bn\s\n.x' .dx'  _ 
cosVx'      "*"         cos'.j/  * 

mais  en  différentiant  de  même  l'équation  (1),  on  a 
aussi 

a.dx    .     b.dsf 

■  —  -f- —7  =  o  ; 

cos*.x       cos\x  7 

et  si  Ton  élimine  -r—  entre  ces  deux  équations ,  on 

trouve 

n.sio.x=  n'.sin.x'.  (a) 

Celle-ci  9  jointe  à  l'équation  (1),  servira  a  détermi- 
ner les  valeurs  de  x  et  af,  qui  répondent  au  minimum 
de  la  quantité  /jy  4- «y*  Après  avoir  calculé  la  va- 
leur de  or,   on  construira  le  point  2?  en  prenant 

HE  =  :  ensuite  on  tirera  les  droites  JE  et  2?!?  : 

cos.x' 

la  ligne  brisée  AEB  sera  la  route  que  suit  le  rayon 
lumineux ,  pour  aller  du  point  A  au  point  B. 

L'angle  AEK9  compris  entre  la  normale  à  la 
surface  de  séparation  des  deux  milieux ,  et  le  rayon 
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incident  j£JS9  se  nomme  Y  angle  cf  incidence  ;  l'angle 
BEK'y  compris  entre  le  prolongement  de  cette  nor- 
male et  le  rayon  réfracté  BEfy  s'appelle  X angle  de 
réfraction;  ces  angles  ont  été  désignés  par  x  et  x'; 
ainsi  l'équation  (2)  fera  connaître  l'angle  de  réfrac- 
tion ,  quand  l'angle  d'incidence  sera  donné  ;  et  l'on 
voit,  d'après  cette  équation,  que  le  sinus  de  V angle 
de  réfraction  est  au  sinus  de  t angle  d 'incidence  dans 
un  rapport  constant. 

C'est  en  effet  la  loi  connue  de  la  réfraction  de  la 
lumière.  Le  rapport  des  deux  sinus  dépend  des  vi- 
tesses n  et  ri  relatives  aux  milieux  que  l'on  consi- 
dère, et  pour  cette  raison,  il  varie  avec  les  diffé- 
rentes espèces  de  milieux  diaphanes. 

3o8.  Si  le  rayon  lumineux ,  au  lieu  de  pénétrer 
dans  le  second  milieu ,  est  réfléchi  à  ta  surface  de 
séparation,  sa  vitesse  sera  constante  dans  toute  l'é- 
tendue de  la  trajectoire,  qui  est  alors  comprise  en 
entier  dans  un  même  milieu  ;  l'intégrale  fvds  sera 
donc  égale  à  la  longueur  de  cette  trajectoire ,  multi- 
pliée par  la  vitesse  constante;  par  conséquent  cette 
longueur  sera  un  minimum ,  en  vertu  du  principe  de 
la  moindre  action.  Supposons  donc,  comme  dans  le 
cas  précédent,  que  la  surface  de  séparation  est  plane; 
«oient  A  elB  (fig.  66),  les  deux  points  extrêmes  de 
la  trajectoire  ;  menons  par  ces  deux  points,  un  plan 
perpendiculaire  à  cette  surface,  et  qui  la  coupe  sui- 
vant la  droite  CD  ;  chaque  molécule  de  lumière  ira 
du  point  A  au  point  B ,  en  suivant  une  ligne  brisée 
qui  sera  la  plus  courte  de  tontes  celles  qui  «e  réflé- 
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dussent  sur  la  surface  de  séparation.  Or,  il  est  d'abord 
évident  que  cette  ligne  sera  comprise  dans  le  plan 
perpendiculaire  à  cette  surface,  car  toute  autre  tra- 
jectoire serait  plus  longue  que  sa  projection  6ur  ce 
plan.  De  plus,  il  est  aisé  de  prouver,  sans  aucun 
calcul ,  que  la  plus  courte  ligne  brisée  est  celle  qui 
fait  deux  angles  égaux  avec  la  ligne  CD;  c'est-à-dire, 
que  si  les  angles  AED  et  BEC  sont  égaux,  la  ligne 
brisée  AEB  sera  plus  courte  que  toute  autre  ligne 
brisée,  telle  que  AE'B.  En  effet,  abaissons  du 
point  A,  la  perpendiculaire  AH  Sur  la  droite  CD, 
prolongeons  celte  perpendiculaire  dune  quantité 
A'H,  égale  à  AH,  et  tirons  ensuite  les  droites  A'E 
et  A'E";  les  deux  angles  A  EH  et  A' EH  seront 
égaux  ;  donc  les  deux  angles  A' EH  et  CEE  le  se- 
ront aussi,  et  la  ligne  BEA'  sera  droite  ;  on  aura 
donc  BE+EA' <BE*+E'A' ;  mais  EA'=*EAy 
E'A'=:E'A  ;  par  conséquent  BE+EA<BE'+E'A.. 
Si  Ton  élève  au  point  2?,  la  perpendiculaire  EK 
sur  la  droite  CD,  AEK  et  BEK  seront  les  angles 
d'incidence  et  de  réflexion,  du  rayon  lumineux  qui 
va  du  point  A  au  point  B>  en  se  réfléchissant  au 
point  E  ;  ces  angles  sont  égaux,  puisqu'ils  sont  com- 
plemens  des  angles  égaux  AED  et  BEC;  d'où  il 
résulte  la  loi  connue  de  la  réflexion  de  la  lumière, 
qui  consiste  en  ce  que  l'angle  de  réflexion  est  ton-. 

jours  égal  à  l'angle  d'incidence. 

» 

FIN  DU  SECOND  LIVRE. 
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On  »e  propose  de  réunir  dans  ces  additions,  quelques  notions 
élémentaires  sur  les  machines  dont  l'usage  est  le  plus  fréquent, 
La  recherche  des  conditions  d'équilibre ,  dans  ces  machines, 
est  uniquement  fondée  sur  la  composition  des  forces  qui  con- 
courent en  un  point,  et  sur  celle  des  forces  parallèles.  J'ai  donc 
cru  utile,  avant  d'expliquer  ces  conditions,  de  démontrer 
symthétiquement  et  d'une  manière  facile ,  la  règle  du  paral- 
lélogramme des  forces  ;  et  pour  remplir  mon  objet ,  je  n'ai  rien 
trouvé  de  mieux  à  faire  que  de  rapporter  ici  la  démonstration 
àeM.Duchayla*  On  pourra,  si  l'on  veut!  substituer  cette  dé- 
monstration à  celle  que  l'on  trouve  au  commencement  de  ce 
traité  (n°  1$,  et  qui  suppose  des  connaissances  assez  élevées 
d'analyse.  À  l'égard  de  la  composition  des  forces  parallèles  ,  il 
-en  existe  aussi  une  démonstration  directe  et  synthétique  qui  con- 
vient aux  élémens  de  Statique  et  que  j'ai  donnée  dans  le  n°  3a. 

Démonstration  du  parallélogramme  des  forces. 

La  résultante  de  deux  forces  quelconques,  appliquées  en  un 
même  point  et  représentées  par  des  droites  prises  sur  leurs 
directions ,  à  partir  de  ce  point,  est  représentée  en  grandeur 
et  en  direction ,  par  la  diagonale  du  parallélogramme  cons- 
truit sur  ces  deux  forces, 

La  démonstration  suivante  est  composée  de  deux  parles  : 
nous  allons  d'abord  prouver  que  la  résultante  ett  dirigée  suivant 
la  diagonale  9  et  nous  ferons  voir  ensuite  qu'elle  est  représentée 
en  grandeur  par  cette  ligne.  Dans  la  première  partie  non* 
admettrons  qu'on  peut,  sans  rien  changer  à  l'action  d'un» 
force  ,  transporter  son  point  d'application  ^  en  tel  autre  point 
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qu'on  veut,  pris  sur  sa  direction ,  et  qu'on  regarde  comme  fixe- 
ment attaché  au  premier  ;  c'est  en  effet  ce  qu'il  est  ai»é  do 
prouver  par  un  raisonnement  direct  et  fort  simple,  ainsi  qu'on 
peut  le  voir  dans  le  n°  a8. 

Cela  posé  ,  si  la  résultante  est  effectivement  dirigée  suivant 
la  diagonale,  quand  les  composantes  sont  entre  elles  comme 
les  quantités  p  et  m ,  et  quand  elles  sont  représentées  par 
les  quantités  p  et  n,  je  dis  qu'elle  sera  encore  dirigée  suivant 
la  diagonale,  lorsque  les  composantes  seront  représentées 
par  p  et  m  +  n,  pourvu  que  l'angle  compris  entre  les  compo- 
santes soit  le  même  dans  les  trois  cas. 

En  effet  supposons  que  le  point  A  (Bg.  67)  est  tiré  par  les 
deux  forces  p  et  m  +  n ,  qui  agissent  suivant  les  directions. 
AB  et  AC\  prenons  AB=p%  AE  =  m,  EC=z  7»;  la  force 
p  sera  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  AB ,  et  la 
force  771  + n  par  AC.  On  pourra  partager  celle-ci  en  deux 
autres:  l'une  égale  à  m,  qui  restera  appliquée  au  point  A% 
et  qui  sera  représentée  par  AE\  l'autre  égale  à  n,  dont  je 
transporterai  le  point  d'application  en  E ,  et  qui  sera  repré- 
sentée par  EC.  Par  hypothèse,  la  résultante  des  deux  forces 
AB  et  AE  sera  dirigée  suivant  la  diagonale  AF  du  parallé- 
logramme ABEF\  je  la  transporte  en  F,  où  elle  agira  suivant 
F/Y,  prolongement  de  A  F;  puis  je  la  décompose  en  deux 
forces  dirigées  suivant  les  prolongemens  FG  et  FH  des  côtés 
BF  et  EF;  pour  cela,  je  prends  F£T=  AB  et  FG  ==  AE 9 
et  je  forme  le  parallélogramme  FHKG ,  égal  à  ABFE  :  il  est 
évident  que  FH  et  FG  seront  les  composantes  de  la  force  diri- 
gée suivant  FK,  de  même  que  AB  et  AE  étaient  celles  de  la 
force  dirigée  suivant  AF.  Puisque  FH  =  ABz=:EF9  on  peut 
remplacer  FH  par  la  force  inappliquée  au  point  E\  mais  d'à-  ' 
près  l'hypothèse ,  la  résultante  des  deux  forces  EF  et  EC  est 
dirigée  suivant  la  diagonale  ED  du  parallélogramme  EFDC;  si 
donc  on  transporte  cette  force  au  point  Z>,  où  sa  direction  coupa 
celle  de  la  force  FG,  et  que  l'on  applique  celle-ci  au  même 
point,  la  résultante  de  ces  deux  forces  passera  aussi  par  le  point 
D  ;  par  conséquent  les  trois  forces  EC$  FH  et  FG,  se  réduisent 
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en  définitif  à  une  force  unique ,  dont  la  direction  passe  par 
le  point  D.  Or ,  ces  forces  remplacent  les  deux  forces  don- 
nées AB  et  AC,  auxquelles  elles  sont  équivalentes;  la  résul- 
tante de  celles-ci  doit  donc  aussi  passer  par  le  point  D;  et 
tomme  elle  passe  déjà  par  le  pointa,  il  s'ensuit  qu'elle  sera 
dirigée  suivant  la  diagonale  AD  du  parallélogramme  ABCD. 

Dans  le  cas  de  deux  forces  égales,  et  qui  font  un  angle  quel- 
conque, la  résultante  coupe  cet  angle  en  deux  parties  égales; 
elle  est  donc  alors  dirigée  suivant  la  diagonale  du  lozange 
construit  sur  les  deux  forces  j  or ,  en  partant  de  ce  cas  par-» 
ticulier,  et  de  ce  qui  vient  d'être  prouvé,  il  aisé  de  conclura 
que  la  résultante  doit  être  dirigée  suivant  la  diagonale  du  pa- 
rallélogramme construit  sur  les  deux  forces,  toutes  les  fois 
qu'elles  seront  représentées  par  des  nombres  entiers  quel- 
conques. En  effet,  si  l'on  prend  p=  1  et  n  =  1 ,  et  qu'on 
fasse  successivement  m  =  1 ,  m  =  a,  m  =  3,  etc. ,  la  pro- 
position sera  d'abord  vraie  pour  les  forces  égales  i  et  1 ,  en- 
suite pour  les  forces  1  et  1  -f-  1 ,  ou  x  et  a  j  1  et  a  +  1 ,  où 
l  et  3;  î  et  3+  î ,  ou  1  et  4 >  ct  généralement,  pour  les 
forces  î  et  Nt  N  désignant  un  nombre  entier  quelconque. 
Ensuite  si  l'on  prend  p-=zN  et  »=i,  et  successivement 
m=  i ,  m=  a ,  m  =  3,  etc. ,  la  proposition  sera  encore  vraie 
pour  les  forces  N  et  i  ;  N  et  î  +  î ,  ou  JVet  a;  iVet  a+  i , 
ou  N  et  3  ;  N  et  3  +  *  »  ou  N  et  4}  *t  généralement,  pour 
les  forces  N  et  M,  M  étant  ainsi  que  N  un  nombre  entier 
quelconque. 

La  proposition  étant,  démontrée  pour  deux  forces  coramen- 
surables,  il  est  aisé  de  l'étendre,  par  le  raisonnement  ordi- 
naire de  la  réduction  à  l'absurde ,  au  cas  de  deux  forces  in- 
commensurables. Pour  cela,  soient  AB  et  AC  (fig.  68)  les 
deux  forces;  si  leur  résultante  n'est  pas  dirigée  suivant  la  dia- 
gonale AD y  du  parallélogramme  ABCD,  elle  le  sera  suivant 
une  autre  droite,  telle  que'-^Z)',  qui  coupe  en  Df,  le  côté 
DC'9  menons  par  ce  point  une  parallèle  ffB'  an  coté  DB9 
et  soit  &,  l'intersection  de  cette  parallèle  avec  le  côté  AB; 
divisons  le  côté  AC,  en  parties  égales,  plus  petites  que  BBf % 
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de  manière  qu'en  portant  ce*  parties  sur  la  droite  A3,  * 
partir  du  point  A ,  an  moins  un  des  points  de  division  vienne 
tomber  entre  les  points  3  et  B'9  par  exemple  en  E.  Sx  l'on 
considère  les  deux  forces  AC  et  JE,  qui  sont  commensurar 
Wes,  leur  résukante  sera  dirigée  suivant  la  diagonale  AF9  do 
parmHélogramme  AKFC ,  laquelle  diagonale  est  comprise , 
d'après  la  construction,  entre  les  deux  droites  AD  et  AD'; 
or,  la  force  AC,  restant  la  même,  et  l'autre  composante 
A3  diminuant  et  devenant  AE,  la  résultante  doit  s'éloigner 
de  la  direction  AB ,  pour  s'approcher  de  la  direction  AC; 
û  est  donc  absurde  que  la  résultante  des  forces  AB  et  AC 
aoit  dirigée  suivant  AD',  et  celle  des  forces  AE  et  AC%  sui- 
vant AF;  par  conséquent  il  est  impossible  que  la  résultante  de 
A3  et  AC,  soit  dirigée  suivant  une  ligne  AD*  différente  de  la 
diagonale  ADt  puisque  cette  hypothèse  conduirait  à  un  ré- 
jukat  absurde. 

Démontrons  maintenant  que  la  résultante  est  représentée 
en  grandeur,  par  la  longueur  de  la  diagonale.  Soient  toujours 
AB  et  AC  (Gg.  69) ,  les  deux  composantes  ;  formons  le  pa- 
rallélogramme ABCD,  la  diagonale  AD  représentera  la  di- 
rection de  la  résultante  ;  si  donc  on  applique  suivant  son  pro- 
longement AD' y  une  force  égale  et  contraire  à  cette  résul- 
tante; cette  force,,  inconnue  en  grandeur  et  que  j'appellerai 
A,  fera  équilibre  aux  deux  forces  AB  et  AC\  or,  les  trois 
forces  A3,  AC  et  R  étant  ainsi  en  équilibre  autour  du  point  A9 
celle  qu'on  voudra  des  trois  est  égale  et  directement  opposée 
à  la  résultante  des  deux  autres  ;  par  conséquent  si  l'on  prend 
sur  le  prolongement  de  AB ,  une  partie  AB'  =  AB ,  La  force 
AB'  sera,  en  grandeur  et  en. direction ,  la  résultante  de  la 
force  AC  et  de  la  force  R  qui  agit  suivant  AU.  D'un  autre 
côté ,  la  droite  AB'  étant  égale  et  parallèle  à  DCy  il  s'ensuit 
que  la  droite  SC  est  aussi  égale  et  parallèle  à  AD  j  elle  est 
donc  aussi  parallèle  au  prolongement  AD',  et  en  menant  par 
le  point  B',  une  parallèle  B'U  à  AC,  la  figure  ACB'Lf  sera  nu' 
parallélogramme.  Donc  puisque  la  résultante  des  forces  R  et 
AC  doit  être  dirigée  suivant  la  diagonale  AB'_>  il  faut  que  le 
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force-  K  soit  égale  au  côté  AU  ;  car  si  elle  était  ou  plut 
grande  ou  pies  petite,  en  construisant  un  parallélogramme 
sur  carte  force  et  sur  te  côté  AC  y  sa  diagonale  ne  coïncide* 
raitpas avec-^fl'.  Ainsi l'ona R=A&\  mais  AU-=.B'Ci=jêD\ 
par  conséquent  R  =  AD ,  et  la  résultante  des  deux  forces 
AB  et  AC  est  représentée,  en  grandeur  comme  en  direction, 
par  la  diagonale  AD. 

Je  rappellerai  ici  plusieurs,  coneéqoences  immédiafe»  de  ce 
théorème ,  qui  Tont  bientôt  nous  être  utiles.  Il  s'ensait  d'abord 
que  la  résultante  est  à  L'une  des  deux  composantes ,  comme  le 
tinus  de  l'angle  compris  entre  les  deux  composantes,  esta* 
sinus  de  l'angle  compris  entre  la  résultante  et  l'autre  compe** 
sente.  Ainsi,  en  comparant  la  résultante  AD  à  la  composante 
AB ,  ou  a 

AD  :  AB  ::  un. BAC  :  sin. ZX^C. 

Les  deux  composantes  AB  et  AC  sont  réciproquement  pro- 
portionnelles aux  sinus  des  angles  que  font* leurs  directions 
avec  celle  de  la  résultante ,  c'est-à-dire  ,  que  l'on,  a 

AC  t  AB  ::  ûn.DAB  :  am.DAC. 

On  peut  aussi  dire  que  ces  deux  forces  sont  réciproquement 
proportionnelles  aux  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  quel* 
conque  de  la  résultante  sur  leurs  directions  -7  de  manière  qu'en* 
abaissant  du  point  D,  les  perpendiculaires  Db  et  De,  sur  les 
droites  AB  et  AC ,  prolongées  s'il  est  nécessaire ,  on  aura 

AClAB  V.DblDc. 

Cette  proportion  se  déduit  de  la  précédente ,  en  multipliant 
les  deux  derniers  termes  par  AD ,  et  observant  que 

AD.s\n.DAB=:Db  ctAD.sm.DAC=ac 

Des-  Cordes. 

Une  machinée*  en  général  un  instrument  au  moyen  duquel 
une. force  agit  sur  des  points*  qui  sont  hors  de  sa  direction, 
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et  exerce  sur  ces  points  un  plus  grand  ou  un  plus  petit  effort 
que  si  elle  y  était  immédiatement  appliquée.  Dans  ce  sens  , 
une  corde  attachée  par  une  de  ses  extrémités  à  un  mobile  9 
et  tirée  suivant  sa  longueur  t  par  une  force  appliquée  à  son 
autre  extrémité,  ne  peut  être  considérée  comme  une  machine  , 
puisqu'elle  ne  change  en  rien  l'action  de  cette  force  sur  le 
mobile  (n°  28)  j  mais  si  la  corde  ABC  (fig.  70)  est  attachée  a 
un  corps  par  son  extrémité  A,  et  à  un  point  fixe,  par  son 
•xtrémité  C  ;  et  qu'en  même  tems  une  force  donnée  P,  soit  ap* 
pliquée  au  point  B  de  cette  corde,  suivant  une  direction  BDt 
aussi  donnée  ,  cette  force  agira  alors  sur  le  point  As  qui  s» 
trouve  hors  de  sa  direction ,  suivant  la  direction  AB ,  avec 
une  intensité  différente  de  la  sienne ,  et  quelquefois  beaucoup 
plus  grande;  donc,  au  moyen  du  point  fixe  C,  la  corde  ABC 
devient  une  véritable  machine» 

Pour  connaître  dans  ce  cas  la  force  qui  agit  suivant  AB 
ma  le  corps  auquel  la  corde  est  attachée  en  A,  je  prolonge 
les  droites  CB  et  AB ,  puis  je  décompose  la  force  P  suivant 
leurs  prolongemens  BC  et  BAf  :  la  composante  dirigée  sui- 
vant BC,  est  détruite  par  la  résistance  du  point  C ,  qui  se 
trouve  sur  sa  direction  ;  l'autre ,  qui  agit  suivant  BAf  et  qu'on 
peut  transporter  au  point  A  de  sa  direction  ,  est  la  force  de- 
mandée. Or,  en  appelant  Pf  cette  force ,  et  la  comparant  à  la 
résultante  P,  on  aura 

P*  :  P  ::  sin.  CBD  ;  sin.  CBA'i 

d'où  l'on  conclut 

sin.  CB A     * 

en  observant  que  CBA!-=lCBA%   et  êïn.CBDxiin.CBD, 
parce  que  les  angles  CBD  et  ABD  sont  supplémens. 

Lorsque  la  corde  ABC  sera  peu  infléchie  au  point  A,  c'est-  ' 
à-dire,  lorsque  l'angle  ABC  sera  très-peu  différent  de  deux 
droits,  son  sinus  sera  très-petit,  et  la  force  P%  très-grande 
par  rapport  à  la  force  P.  Si  les  deux  extrémités  de  cette 
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corde  étaient  attachées  à  des  points  fixes,  les  deux  com- 
.  posantes  de  la  force  P  exprimeraient  les  pressions  que  ces 
points  éprouvent,  ou  les  tendions. des  cordons  BA  et  BC  qui 
y  aboutissent.  Ces  deux  tensions  devraient  être  égales,  et  l'angle 
ABC,  coupé  en  deux  parties  égales  par  la  direction  de  la 
force  P,  si  cette  force  était  appliquée  à  un  anneau  mobile  qui 
pût  glisser  le  long  du  cordon  ABC: 

D'après  tous  Us  détails  où  nous  sommes  entrés  dans  le  sixième 
chapitre  du  premier  livre,  sur  les  conditions  d'équilibre  du  po- 
lygone funiculaire,  sur  sa  construction  et  sur  le  calcul  des 
tensions  de  ses  dilFérens  côtés,  il  ne  nous  reste  rien  à  ajouter  i 
la  théorie  élémentaire  de  l'équilibre  des  forces  qui  agissent 
par  l'intermédiaire  de  cordes  inextensibles  et  parfaitement 
flexibles  j  ou  qu'on  regarde  comme  telles. 

Du  Levier. 

Une  barre  inflexible  BAC,  droite  ou  courbe  (fig.  71  et  72), 
retenue  par  un  point  fixe  A ,  forme  Ce  qu'on  appelle  un  levier. 
Le  point  fixe  se  nomme  le  point  d  appui.  Si  le  levier  est  droit, 
et  que  les  forces  qui  lui  sont  appliquées  soient  parallèles,  les 
parties  comprises  entre  le  point  d'appui  et  le  point  d'appli- 
cation des  forces ,  se  nomment  les  bras  de  levier  de  ces  forces. 
Dans  le  levier  en  particulier,  et  généralement  dans  toute 
espèce  de  machine  où  l'on  a  pour  objet  de  tenir  en  équilibra 
ou  de  mouvoir  une  certaine  force  au  moyen  d'une  autre ,  on 
appelle  résistance,  la  force  qu'il  faut  équilibrer  ou  mou- 
voir, et  puissance  la  force  dont  on  dispose  pour  cet  objet. 

Nous  considérerons  d'abord  le  levier  droit  (fig.  71);  nous  dési- 
gnerons la  puissance  par  P,  la  résistance  par  Ç,  et  nous  suppose- 
rons la  première  appliquée  au  point  B,  et  la  seconde ,  au  point 
C,  suivant  les  directions  parallèles  BE  et  CF.  De  cette  ma- 
nière ,  AB  sera  le  bras  de  levier  de  la  puissance ,  et  AC9 
celui  de  la  résistance  :  or,  pour  l'équilibre  de  ces  deux  forces, 
il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  leur  résultante  vienne  passer  par 
lt  point  d'appui  A;  mais  la  résultante  de  ces  forces  parallèles 
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coupe  la  droite  qui  joint  leurs  points  d'application ,  eu  partie» 
réciproquement  proportionnelles  à  ces  forces  ;  la  droite  BC 
doit  donc  être  partagée  de  cette  manière  au  point  A  y  de  sort» 
qu'on  ait  la  proportion 

P:  q\:AC\BA% 

qui  nous  montre  que  dans  le  cas  de  réquilibre,  lapuissancm 
et  la  résistance  sont  en  raison  inverse  de  leur  iras  de» 
levier. 

La  charge  que  supporte  le  point  d'appui»  et  à  laquelle  il  doit 
être  capable  de  résister,  est  exprimée  par  la  résultante  des  deux 
forces  Pet  Q  ;  cette  charge  est  donc  égale  à  la  somme  P-f-  Q> 
quand  tes  forces  P  et  Q  agissent  dans  le  même  sens ,  comme 
le  suppose  la  figure  ;  au  contraire  ,  elle  est  égale  à  l'excès  de 
la  plus  grande  sur  la  plus  petite ,  lorsque  les  forces  P  et  Q  sont 
dirigées  en  sens  contraire  Tune  de  l'autre;  ce  qui  aurait  lieu, 
par  exemple ,  si  la  force  P  était  appliquée  au  point  Bf  suivant 
la  direction  B'E >  la  force  Q  conservant  toujours  sa  direc- 
tion CF. 

En  ayant  égard  i  la  position  du  point  d'appui ,  par  rapport 
aux  points  d'application  de  la  puissance  et  de  la  résistance  »  on 
distingue  trois  genres  de  leviers  droits.  Le  levier  du  premier 
genre  alieu  quand  le  point  d'appui  est  placé  entre  les  trois  points 
d'application  des  deux  forces  ;  celui  du  second  genre  ,  quand  la 
résistance  tombe  entre  le  point  d'appui  et  la  puissance  ;  enfin, 
le  levier  est  du  troisième  genre ,  lorsque  c'est  la  puissance  qui 
tombe  entre  le  point  d'appui  et  la  résistance . 

La  balance  ordinaire  est  un  levier  du  premier  genre  à  bras 
égaux,  ou  qui  doivent  être  tels,  pour  que  cet  instrument  soit 
exact.  Pour  s'assurer  de  l'exactitude  d'un»  balance,  il  n'y  a  qu'à 
voir  si  deux  poids  qui  se  font  équilibre  ,  en  les  plaçant  dans  ses 
plateaux,  continuent  encore  de  se  faire  équilibre,  lorsqu'on  fait 
passer  chaque  poids  d'un  plateau  dans  l'autre  :  la  balance  n'est 
point  exacte,  si  l'équilibre  n'a  pas  lieu  dans  ces  deux  cas  ;  mais 
glors  même,  on  peut  encore  s'en  servir,  pour  peser  le»  corps  par 
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ttnthôjren  fort  simple,  qui  rend  la  pesée  indépendante  de  l'exac- 
titude de  la  balance.   Pour  expliquer  cet  artifice ,  j'appelle  À 
et  B  les  deux  plateaux  ;  je  suppose  qu'on  place  dans  le  pla- 
teau A  >  un  corps  dont  le  poids  est  inconnu  ;  soit  X  ce  poids  ; 
plaçons  dans  le  plateau  B  tin  poids  P  qui  fasse  équilibre  au 
poids  X\  on  ne  pourra  pas  conclure  PiïzX,  sans  être  Cer- 
tain de  l'exactitude  de  la  balance  ;  mais  si  l'on  retire  du  pla- 
teau A  le  corps  qu'on  veut  peser ,  et  qu'on  le  femplace  par  un 
poids  Pt  qui  fasse  équilibre  au  poids  P ,  resté  dans  le  plateau 
£,on  aura  rigoureusement  X-=^P\  car  les  deux  poids  X  et  P/p 
faisant  équilibre  dans  les  mêmes  circonstances  à  un  même  poids 
P,  doivent  être  égaux  entre  eux  »  quoique ,  ni  le  poids  Pf,  ni  la 
poids  X  y  ne  sôit  égal  au  poids  P. 

Lorsque  le  levier  n'est  pas  droit  (Bg*  79) ,  la  condition  d'éqtd* 
libre  des  forces  qui  lui  sont  appliquées  consiste  toujours  eu 
ce  que  leur  résultante  doit  venir  passer  par  le  point  d'appui» 
Supposant  donc  la  force  P>  appliquée  au  point  B  suivant  la 
direction  BE,  et  la  force  Q  au  point  C  suivant  la  direction  CFP 
dans  le  même  plan  que  la  première ,  il  faudra  que  le  point  A  sa 
trouve  sur  la  direction  de  leur  résultante  ;  par  conséquent  eu 
abaissant  du  point  A  sur  les  droites  BE  et  CF>  des  perpendi- 
culaires ^i  et  Ac,  on  aura 

P:Q::Ac:Ab} 

où  Von  voit  que  dans  l'équilibre  d'un  levier  quelconque  »  là 
puissance  et  la  résistance  sont  en  raison  inverse  des  pérpén~ 
diculaires  abaissées  du  point  d'appui  sut  leurs  directions.  Le, 
charge  du  point  d'appui  est  exprimée  par  la  résultante  de  cet 
deux  forces, 

Quelle  que  soit  la  forme  du  levier,  On  peut  toujours  le  rem-* 
placer  mentalement  par  un  levier  coudé  bAv,  formé  par  les 
deux  perpendiculaires  abaissées  du  point  d'appui  sur  les  direc- 
tions des  forces  ;  en  prenant  les  points  b  et  c  »  où  ces  perpen- 
diculaires viennent  tomber ,  pour  les  points  d'application  des 
forces ,  les  bras  de  levier  seront  ces  perpendiculaires  elles-* 
mêmes,  et  l'on  pourra  toujours  dira  que  les  4eux  fbrdet  fui 
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se  font  équilibre,   sont   réciproquement  proportionnelles  à 

leurs  bras  de  levier. 

11  était  bon  de  développer  le  cas  particulier  d'un  levier  sol- 
licité par  deux  forces  seulement ,  parce  que  c'est  le  cas  qui  se 
présente  le  plus  souvent  dans  la  pratique.  Quant  à  l'équilibre 
d'un  levier  sollicité  par  trois  ou  un  plus  grand  nombre  de  forces, 
je  renvoie  au  n*  5j ,  où  j'ai  donné  la  condition  générale  de 
cet  équilibre ,  telle  qu'on  l'énonce  ordinairement.  On  peut , 
si  l'on  yeut ,  comprendre  parmi  ces  forces  le  poids  même  du 
levier ,  qu'on  regardera  comme  une  force  verticale  appliquée 
a  son  centre  de  gravité. 

De  la  Poulie  et  des  Mou/les. 

'  La  poulie  est  une  roue  circulaire  BHCG  (fig.  7?) ,  creusée 
en  gorgé  sur  sa  circonférence ,  et  traversée  à  son  centre  A 
par  un  axe  autour  duquel  elle  peut  tourner  dans  une  chape 
jlK<  Ce  mouvement  est  le  seul  qu'elle  puisse  prendre,  quand 
l'axe  est  retenu  fixement  ;  alors  cette  machine  s'appelle  une 
poulie  fiait;  c'est  au  contraire  une  poulie  mobile ,  quand  Taxe 
est  libre  et  que  la  poulie  n'est  retenue  par  aucun  autre  point. 
Occupons-nous  d'abord  de  la  poulie  fixe. 

^Supposons  qu'une  corde  parfaitement  flexible  EBHCF  soit 
passée  dans  la  gorge  de  la  poulie ,  et  embrasse  un  arc  BBC 
de  sa  circonférence;  appliquons  aux  extrémités  E  et  F  de  cette 
corde,  des  forces  P  et  Ç,  qui  agiront  suivant  les  directions 
BEet  CF,  tangentes  à  la  poulie  aux  points  B  et  C;  en  fai- 
sant abstraction  du  frottement  de  la  corde  contre  la  gorge 
de  la  poulie,  il  est  évident  qu'il  faudra  pour  l'équilibre ,  que 
l'on  ait  P=Q,  car  si  ces  forces  étaient  inégales,  la  corde 
glisserait  dans  le  sens  de  la  plus  grande.  D'ailleurs ,  on  par- 
vient aussi  à  cette  conclusion  ,  en  cherchant  la  condition  né- 
cessaire pour  que  la  résultante  des  forces  P  et  Q  vienne  passer 
par  le  point  fixe  A\  et  en  déterminant  la  grandeur  de  cette 
résultante ,  on  aura  l'avantage  de  connaître  la  pression  que 
ee  point  supporte. 
Prolongeons  donc  les  tangentes  EB  et  FC,  jusqu'à  ce  qu'elles 
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te  fcotipent  en  im  point  D-7  transportons  les  forces  P  et  Q  au 
point  D,  commun  à  leurs  directions;  leur  résultante  pas- 
sera par  ce  point  ;  mais  comme  le  centre  A  de  la  poulie 
est  le  seul  point  fixe  qui  existe  dans  la  machine,  il  Faudra 
qu'elle  passe  aussi  pat  le  point  A,  pour  qu'elle  puisse  être  dé- 
truite ;  cette  force  devra  donc  être  dirigée  suivant  DA\  or> 
la  droite  AD  coupe  en  deux  parties  égales  l'angle  EDF  des 
deux  composantes  ;  donc  il  faut  que  l'on  ait  />=Ç,  sans  quoi 
la  direction  de  la  résultante  ne  coïnciderait  pas  avec  la  droite 
AD>  Cela  posé,  si  l'on  prend  sur  les  directions  DE  et  D& 
des  parties  égales  Db  et  Dc>  pour  représenter  les  composantes, 
et  que  Ton  achève  le  losange  Dbca,  la  résultante  sera  repré- 
sentée par  la  diagonale  Da%  et  elle  exprimera  la  pression 
qu'éprouve  le  point  fixe  A.  En  appelant  donc  X }  cette  pres- 
sion ,  on  aura 

X:P::Da:Db} 

mais  les  deux  triangles  isocèles  Dba  et  BAC  sont  semblables  > 
parce  que  les  angles  A  et  b  compris  entre  les  côtés  égaux , 
sont  égaux,  comme  étant  tous  les  deux  supplément  d*un  même 
angle  BDC;  Cela  est  évident  pour  l'angle  Dba ,  et  dans  le  qua- 
drilatère ABDC y  les  deux  angles  B  et  C  étant  droits,  la 
somme  des  deux  autres  A  et  D  doit  être  égale  à  soo°,  puisque 
la  somme  des  quatre  vaut  quatre  angles  droits  :  ainsi  nous 
aurons  la  proportion 

Da:Dbt:BC:AB} 

et  par  conséquent  > 

x:  P::BC:AB. 

t)onc  Tune  des  deux  forces  égales  appliquées  à  la  poulie  Exe, 
étant  représentée  par  le  rayon  AB ,  la  pression  que  son  centre 
éprouve  est  représentée  par  la  sous-tgndante  BC  de  l'arc  BHC 
embrassé  par  la  corde.  Cette  pression  est  la  plus  grande  lors- 
que les  deux  forces  sont  parallèles  ;  la  corde  embrasse  alors 
la  demi-circonférence  de  la  poulie  ,  la  sous-tendante  devient 
le  diamètre  ,  et  la  pression  se  trouve  double  de  l'une  des  deux 
forces ,  ou  égale  à  leur  somme» 
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La  poulie  fixe  offre  le  moyen  de  changer  la  direction 
d'une  force ,  sans  augmenter  ni  diminuer  son  intensité  ;  par 
exemple,  que  la  corde  EHF  soit  attachée  i  un  mobile 
par  son  extrémité  F,  et  que  la  force  F  soit  toujours  appliquée 
à  l'autre  extrémité  E,  suivant  la  direction  BF;  par  Tinter* 
médiaire  de  la  poulie  fixe  BHCG,  la  force  F  agira  sur  le  mo- 
bile suivant  la  direction  FC  ;  mais  l'effort  qu'elle  exercera 
sur  ce  corps ,  ne  sera  ni  plus  grand ,  ni  plus  petit  que  si  elle 
était  immédiatement  appliquée  au  point  F,  suivant  cette 
direction  FC.  Il  n'en  est  pas  de  même ,  comme  on  va  le  voir , 
dans  le  cas  de  la  poulie  mobile. 

Maintenant ,  le  centre  A  (fig.  74)  est  entièrement  libre;  la 
corde   EBHCF  est   attachée  par  son   extrémité  F,  à  un 
point  fixe;  on  applique  à  l'autre  extrémité  E9  suivant  la  direc- 
tion BEt  une  force  donnée  F,  et  l'on  suspend  à  l'extrémité  K 
de  la  chape ,  au  poids  R  que  je  regarde  comme  la  résistance , 
et  qui  est  tenu  en  équilibre  par  la  puissance  F.  Dans  cet 
état  le  point  F  supporte  une  pression  dirigée  suivant  FC  ; 
en  appliquant  à  ce  point  une  force  Ç  »  égale  i  cette  pres- 
sion ,  inconnue  et  dirigée  en  sens  contraire  ,  ou  suivant  CF9 
on  pourra  ensuite   considérer  le  point  F  comme  un  point 
libre  ;  et  alors  la  condition  d'équilibre  de  la  machine  se  ré- 
duit à  ce  que  la  résultante  des  deux  forces  F  et  Ç  soit  égal* 
et  contraire  à  la  force  R.  Or,  pour  cela,  il  faut  d'abord  que 
cette  résultante  passe  par  le  centre  A ,  ce  qui  exige ,  comme 
on  vient  de  le  voir,  qu'on  ait  F=Q;  il  faut,  de  plus,  que 
la  droite  DA,  direction  de  la  résultante  de  F  et  Q,  coïncide 
avec  la  droite  AK,  direction  de  la  force  R;  donc  cette  droite 
AK  doit  couper   en  deux  parties  égales ,  l'angle  EDF  des 
deux  tangentes    EB  et  FC   prolongées;  enfin,    en  com- 
parant la  force  R  à  l'une  des  deux  forces  F  ou  Q,  il  faudra, 
d'après  ce  qu'on  vient  de  prouver ,  qu'on  ait 

R:P::BC:AB; 

donc  dans  l'équilibre  de  la  poulie  mobile ,  la  puissance  est  m 
la  résistance  comme  le  rayon  de  la  poulie  est  à  la  $ovs-ten<- 
dante  de  tare  embrassé  par  la  corde. 
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Le  cas  le  plus  favorable*  à  la  puissance  a  lieu  quand  les 
cordons  BE  et  CF  sont  parallèles  ;  on  a  alors  R  =  aP,  de 
manière  qu'une  force  donnée  P  fait ,  dans  ce  cas ,  équi* 
libre  à  une  force  double  R.  Si  l'arc  BEC  était  le  sixième  de 
Ja circonférence,  on* aurait 5C=^2?,  et  la  puissance  P  serait 
•gale  à  la  résistance  R  \  si  cet  arc  devient  plus  petit  qu  ua 
sixième ,  la  force  P  sera  plus  grande  que  la  force  R ,  de  ma- 
nière que  la  machine  sera  défavorable  à  la  puissance.  Gêné-» 
ralement  la  force  P,  dirigée  suivant  BE,  équivaudray.au  moyen* 

BC 

de  la.  poulie  BHCG,  à  une  force  P--j».>  dirigée  suivant  KAl 

Dans  tous  les  cas ,  la  pression  qu'éprouve  le  point  fixe  F,  ou,  ce> 
qui  est  la  même  chose ,  la.  tension  du  eordon  CF,.  est  égale 
à  la  force  P. 

Connaissant  le  rapport  de  la  puissance  à  la  résistanee  dans- 
la  poulie  mobile  et  dans  la  poulie  fixe ,  il  est  aisé  de  trouves 
ce  rapport,  dans  une  combinaison  quelconque  de  ces  deux 
genres  de  poulies.  Par  exemple  >  attachons  à  l'extrémité  JC 
de  la  chape  d'une  première  poulie  mobile  BHCG  (fig.  75),  una 
eorde  KB'R'CF*,  qui  passe  ensuite  dans  la  gorge  d'une  seconde 
poulie  mobile  SBC  G  et  qui  aille  se  nouer  au  point  fixe  Ff-7  attar- 
dions de  même- à. l'extrémité  de  cette  seconde  poulie!  une 
corde  K'BfWCF",  qui  passe-  sur  une  troisième  poulie  mo- 
bile B'H'CGf,  pour  aller  se  nouer  aa  point  fixe  F"  $  enfin,, 
suspendons-  i  la  chape  Jf K*' de  eette  troisième   poulie,  ua. 
poids  R9  et  considérons  ce  poids  comme  la  résistance-  qui  est' 
tenne  en  équilibre  par  une  puissance  P,  appliquée  à  la  pre- 
mière poulie* suivant  la  direction  BE.,  Cette  force  P,  d'après 
ce  qu'on  vient  de  voir,  équivaut,  à  une.  forée  dirigée  suivant 

BC 
B'K'  et  égalé  à.  P--rg  ;  celle-ci',  par  la  même  raison,  équï-- 

BC  BrC 

vaut  à  une  force  dirigée  suWant/FA^etégaleàP.^.-^r;  ^ 

laquelle    est  de    même   équiyalente   à   une   force  égale  à 

^  '  AB  Â!P'  jFb5  >  et^^Sée8^vant^l'^/>^oncPour^^ïu^ 
libre  des  deux  forces  P  et  A  »  il  faut  qu'on  ait: 
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bc   ire  £C* 

AB    A'B"  A"£"' 

d'où  l'on  conclut  que  la  puissance  P est  à  la  résistance  R,  comme 
le  produit  des  rayons  AB,  A*B \  A"BH  des  trois  poulies,  est  au 
produit  des  sous-tendantes  BC ,  B'C,  B"C.  Les  pressions 
des  points  fixes  F>  F*y  F*,  ou  les  tensions  des  cordes  qui  vien- 
nent s'y  attacher ,  sont  exprimées  par  P,  pour  le  point  F, 

par  P .  — ^  ,  pour  le  point  F*9  et  enfin,  par  P .  -^ ,  -^ ,  pour 

le  point  F". 

Ces  résultats  peuvent  s'étendre  à  un  nombre  quelconque  de 
poulies  mobiles ,  arrangées  de  la  même  manière.  Il  s'ensuit  ; 
comme  cas  particulier,  que  si  tous  les  cordons  qui  abou- 
tissent à  ces  poulies ,  sont  parallèles ,  la  puissance  sera  à  la 
résistance,  comme  l'unité  est  au  nombre  a*j  »  désignant  le 
nombre  des  poulies  mobiles.  Dans  la  figure  76,  on  a  trois 
poulies  mobiles  à  cordons  parallèles;  le  poids  R  est  suspendu 
à  la  chape  de  la  troisième  ;  le  poids  P  est  suspendu  à  la  corde 
PLMEB  qui  passe  sur  une  poulie  fixe  LME,  dont  l'inter- 
médiaire ne  change  rien  à  l'intensité  de  la  puissance  P)  de 
sorte  que  cette  force  produit  le  mime  effet  que  si  elle  agissait 
immédiatement  suivant  la  direction  BE  :  le  rapport  des  deux 
forces  P  et  R ,  dans  le  cas  d'équilibre,  sera  donc  F=P .  a3=8  .P; 
c'est-à-dire,  qu'au  moyen  d'une  pareille  machine,  un  poids 
quelconque  P  peut  tenir  en  équilibre  un  poids  R  huit  fois  aussi 
grand.  Les  pressions  que  supportent  les  points  fixes  F,  Fy  FUf> 
pu  les  tensions  des  cordes  qui  s'y  attachent ,  sont  différentes  : 
celle  du  point  F  est  égale  à  P  \  celle  du  point  R\  à  2P ;  celle 
du  point  F9,  à  4P-  Le  centre  O  de  la  poulie  fixe  éprouve 
une  pression  égale  au  double  de  la  force  P  ;  la  somme  des 
pressions  qui  ont  lieu  sur  les  quatre  points  fixes  O,  F,  F,  F" , 
est  égale  à  9P,  ou  à  la  somme  P+Zt  des  deux  poids  suspen- 
dus à  la  machine  ;  et ,  comme  on  voit ,  cette  pression  totale 
se  distribue  inégalement  et  d'une  manière  déterminée ,  entre 
les  quatre  points  fixes  qui  sont  dans  la  machine. 

Vu  assemblage  quelconque  de  poulies  fixes  ou  mobiles  k 
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forme  ce  qu'on  nomme,  en  général,  une  moufle.  Celle  qu 
est  représentée  dans  la  figure  76 ,  est  la  plus  avantageuse  à 
la  puissance ,  c'est-à-dire ,  que  c'est  en  disposant  de  cette  ma* 
nière  un  nombre  donné  de  poulies,  qu'une  puissance  aussi 
donnée  fera  équilibre  aune  plus  grande  résistance.  Mais  comme 
les  machines  n'ont  pas  seulement  pour  objet  de   tenir  des 
forces  en  équilibre   au    moyen  d'autres  forces,  on  emploie 
souvent  des  moufles  disposées  d'une  autre  manière,  qu'on 
juge  plut  appropriée  à  l'usage  qu'on  en  veut  faire.  On  aura 
à  calculer ,  dans  chaque  espèce  de  moufle ,  le  rapport  de  la 
puissance  à  la  résistance,  nécessaire  à  l'équilibre;  ce  calcul, 
d'après  ce  qui  précède  et  d'après  l'exemple  que  nous  allons 
encore  en  donner ,  ne  présentera  jamais  de  grandes  difficultés* 
La  moufle  représentée  par  la  figure  77  est  formée  de  trois 
poulies  fixes  assemblées  dans  une  chape  OV,  et  d'un  pareil 
nombre  de  poulies  mobiles  assemblées  dans  une  autre  chape 
AK\  une  même  corde  embrasse  toutes  ces  poulies,  en  pas- 
sant alternativement  d'une  poulie  fixe  à  une  poulie  mobile; 
toutes  les  parties  EB,  FC,  E'B\  F'C,  E'ff1,  F"C  de   cette 
corde,  qui  vont  d  une  poulie  à  l'autre,  sont  parallèles.  Cette  corde 
est  attachée  par  son   extrémité  F"  à  la  chape  des  poulies 
fixes,  un  poids  donné  P  est  suspendu  A  son  autre  extrémité % 
un  poids  R  et*  pareillement  attaché  à  la  chape  des  poulies 
mobiles  ,  et  dans  ce  poids  R ,   doit  être  compris  le  poids  des 
poulies  mobiles,  de  leur  chape  et  des  cordes  qui   les  lient 
aux  poulies  fixes  :  le    poids  P  est  regardé  comme  la  puis-) 
sance ,  le  poids  R  comme >la  résistance,  et  l'on  demande  le 
rapport  de  ces  deux  forces  dans  le  cas  de  l'équilibre. 

Puisque  les  cordons  EB,  FC,  etc. ,  font  parties  d'une  même 
corde,  ils  doivent  tous  éprouver  la  même  tension  dans  le  sens 
de  leur  longueur,  car  il  est  impossible  qu'une  corde  soit 
inégalement  tendue  dans  ses  différentes  parties.  Si  dono  on 
décompose  la  force  R ,  en  autant  de  forces  parallèles  et  égales 
qu'il  y  a  de  cordons  employés  à  soutenir  ce  poids,  c'est-à-dire ,. 
en  six  forces  dirigées  suivant  les  cordons  EB ,  FC,  EBf  f  F'C% 
E"B\  F",C\  ces  composantes  égales  exprimeront  les  tensions. 
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de  ces  cordon*.  Ainsi,  chacun  de  ces  six  cordons  est  tiré  dans 
le  sens  de  la  pesanteur  par  une  force  égale  à  \.R;  de  sorte 
que  le  cordon  EC  est  dans  le  même  cas  que  si  l'on  sus- 
pendait à  son  extrémité  inférieure  un  poids  égal  à  \.R\  or, 
le  même  cordon  est  tiré  en  sens  contraire  par  la  force  P; 
on  a  donc,  pour  l'équilibre,  P=£.jR,  ou  R  =  Ç.P.  Par 
conséquent,  dans  la  moufle  que  nous  considérons,  la  puis- 
sance P  fait,  équilibre  à  une  résistance  égale  à  6. P.  Il  est  aisé 
de  voir  que  dans  toute  autre  moufle  disposée  de  la  même  ma- 
nière ,  et  ne  différant  de  celle-ci  que  par  le  nombre  des  poulies, 
la  puissance  est  à  la  résistance ,  dans  le  cas  de  l'équilibre,  comme 
l'unité  est  au  nombre  des  cordons  qui  aboutissent  aux  pou- 
lies mobiles  et  qu'on  peut  regarder  comme  employés  i  sou- 
tenir la  résistance. 

Du  Treuil  et  des  Roues  dentées. 

On  appelle  indifféremment  treuil,  tour  ou  cabestan ,  une 
machine  représentée  par  la  figure  78,  et  qui  consiste  en  un 
cylindre  d'un  diamètre  quelconque  ,  auquel  est  attachée  fixe- 
ment une  roue  d'un  plus  grand  diamètre,  dont  le  centré  est 
dans  l'axe  du  cylindre ,  et  le  plan ,  perpendiculaire  à  cet  axe. 
Le  cylindre  est  terminé  à  ses  extrémités  par  deux  autres  cylindres 
d'un  plus  petit  diamètre  qu'on  appelle  les  tourillons;  ceux-ci 
•ont  enchâssés  dans  des  appuis  fixes ,  qui  permettent  au  treuil 
de  tourner  librement  autour  de  son  axe,  et  l'empêchent  de 
prendre  aucun  autre  mouvement.  Une  corde  s'enroule  sur  le 
cylindre ,  elle  y  est  fixement  attachée  par  une  de  ses  extré- 
mités, et  c'est  à  son  autre  extrémité  que  Ta  résistance  est  appli- 
quée. Quant  à  la  puissance,  elle  agit  en  un  point  quelconque 
delà  roue,  tangentiellementà  sa  circonférence. 

Pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons  que  l'axe  AKOB 
du  treuil  est  horizontal,  et  que  la  résistance  est  un  poids  R 
suspendu  à  l'extrémité  de  la  corde  ER,  qui  se  détache  du 
cylindre  au  point  E  et  qui  lui  est  tangente  en  ce  point;  la 
puissance  sera  «ne  fqroe  P,  appliquée  au  point  M  de  la  roue 
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mirant  la  tangente  MC.  Le  centre  de  la  rone  est  le  point 
O  où  son  plan  coupe  l'axe  du  cylindre  ;  la  droite  OM  est 
donc  un  rayon  qui  aboutit  au  point  de  contact,  et  qui  est 
par  conséquent  perpendiculaire  à  la  tangente  MC)  enfin  les 
appuis  fixes  qui  contiennent  les  tourillons ,  sont  deux  piliers 
verticaux  A  A?  et  BBf.  Gela  posé»  cherchons  le  rapport  des 
deux  forces  P  et  R  dans  le  cas  de  l'équilibre ,  et  la  pression 
que  supporte  chacun  des  deux  appuis. 

Je  mène  par1  le  point  E  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe 
AKOB  qui  coupe  cette  droite  au  point  K;  le  rayon  KE 
du  cylindre  sera  perpendiculaire  à  la  verticale  ER,  puisque 
cette  ligne  touche  le  treuil  au  point  E  ;  ce  rayon  sera  donc 
horizontal.   Par  le  point  O,  où  le  plan  de  la  roue  coupe  Taxe 
AKOB,  je  mène   un  second  rayon  OF,  du  cylindre,  pa- 
rallèle à  KE  et  dirigé   en  sens  contraire,   de  manière  que 
le  point  E  étant  en  arrière  de  l'axe ,  le  point  F  soit  en  avant; 
le  rayon  horizontal  OFsera  compris  dans  le  plan  de  la  roue; 
à  son  extrémité  F  j'applique  deux  forces ,  dirigées  en  sens 
contraires    suivant    la   verticale    GFH ,    et  que   je   prends 
l'une  et  l'autre  égales  à  la  force  R  ;  pour  distinguer  ces  forces , 
j'appellerai  R'  celle  qui  agit  suivant  FG,  et  R"  celle  qui  agit 
suivant  FH \  et  il  faudra  se  rappeler  qu'on  a  il"  =  Rf  =  fl. 
L'addition  de  ces  deux  forces  égales  et  directement  contraires, 
est  permise  et  ne  change  rien  à  l'état  de  la  question;  mais 
si  l'on  tire  la  droite  EF,  elle  rencontrera  Taxe  du  cylindre 
en  un  point  D,  qui  la  partagera  en  deux  parties  égales  et 
qui  sera  aussi  le  milieu  de  OK}  la  résultante  des  deux  forces 
R  et  R'  parallèles  et  égales,  sera   donc  équivalente  jk  un 
poids  égal  à  a/?  et  suspendu  au  point  D  ;.  cette,  force  sera  dé- 
truite ,  puisque  tous  les  points  de  l'axe  du  cylindre  sont  im- 
mobiles ;  par  conséquent  il  ne  restera  plus  que  les  deux  forces 
R"  etP;  or ,  en  observant  que  le  point  O  est  fixe,  on  peut  con- 
sidérer les  forces  R"  et  P  %  comme  appliquées  aux  extrémités 
d'un  levier  coudé  FOM ',  suivant  des  directions  FH  etMC, 
perpendiculaires  aux  bras  de  ce  levier  ;  donc,  pour  l'équilibre  , 
il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  ces  forces  soient  en  raison 
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inverse  de  leurs  bras  de  levier  FO  et  MO\  ainsi ,  à  cause  à* 

FO=zEK  et  de  fl"=/i,  on  aura 

P:R::EK:  om. 

Nous  voyons  donc  que  dans  l'équilibre  du  treuil ,  la  puis- 
sance est  à  la  résistance  comme  le  rayon  du  cylindre  est  à 
celui  de  la  roue. 

Quelquefois  la  puissance ,  au  lieu  d'être  appliquée  à  une 
roue ,  agit  à  l'extrémité  d'une  manivelle  ;  mais  pourvu  que  sa 
direction  soit  toujours  perpendiculaire  au  rayon ,  le  même  rap- 
port subsistera  entre  la  puissance  et  la  résistance,  en  rempla- 
çant le  rayon  de  la  roue  par  celui  de  la  manivelle. 

On  doit  aussi  observer  que  si  la  corde  qui  s'enroule  sur  le 
cylindre  a  un  diamètre  sensible,  il  faudra  ,  pour  plus  d'exac- 
titude ,  regarder  la  puissance  comme  agissant  suivant  l'axe  de 
la  corde ,  et  augmenter  le  rayon  du  cylindre  d'une  quantité 
égale  au  rayon  de  cette  corde  ,  ce  qui  diminuera  un  peu  l'avan- 
tage de  la  puissance  sur  la  résistance. 

Maintenant  pour  déterminer  les  pressions  «qui  ont  lieu  aux 
deux  extrémités  A  et  B  de  l'axe  fixe  ADOB,  et  qui  sont  dues 
aux  deux  forces  données  R  et  P%  j'observe  d'abord  que  la  force 
R  vient  d'être  remplacée  par  un  poids  aR  suspendu  au  point 
D  ,  et  une  force  ft",  égale  à  R9  agissant  au  point  F  en  sens 
contraire  de  la  pesanteur  ;  d'ailleurs  la  résultante  dés  forces 
P  et  R*  devant  passer  par  le  point  O,  il  est  permis  de  les 
transporter  en  ce  point,  parallèlement  à  leurs  directions;  de 
•ortie  qu'en  menant  par  le  point  O ,  les  droites  OC  et  OH' y 
parallèles  à  MC  et  FH  ;  on  peut  supposer  que  la  force  P  agit 
Suivant  OC,  et  la  force  R",  ou  fl,  suivant  OH*.  De  cette  ma- 
nière ,  au  lieu  ded  deux  forces  données  P  et  R  ,*  qui  étaient 
appliquées  aux  points  Met  F,  nous  aurons  trois  forces  af?, 
P  et  R  appliquées  aux  deux  points  D  et  O  de  l'axe  fixe;  donc 
il  "ne  s'agit  plus  que  de  décomposer  chacune  de  ces  trois  'forces 
en  deux  autres,  parallèles  à  sa  direction,  et  passant  par  les 
points  A  et  B\  réduisant  ensuite  en  une  seule  ,  les  trois  com- 
posantes relatives  à  chacun  de  ces  points ,  on  aura  en  grandeur 
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et  en  direction ,  la  pression  qu'il  supporte.  Cette  pression  sera 
verticale  pour  l'un  et  l'autre  point ,  si  la  force  donnée  P  est 
un  poids  ;  dans  ce  cas ,  la  droite  M C  et  sa  parallèle  OC  seront 
verticales  ;  les  deux  forces  R  et  P ,  appliquées  au  point  0>  se 
réduiront  à  une  seule  force  R—~P,  dirigée  suivant  OH*-,  et  la 
pression  en  chacun  des  deux  points  A  et  B ,  sera  égale  à  la 
composante  de  la  force  a/?,  moins  la  composante  de  la  fores 
/È— P,  relative  à  ce  point.  Je  vais  achever  le  calcul  des  pres- 
sions dans  cette  hypothèse. 

Soit  a  la  longueur  AB  du  cylindre  ;  b  la  distance  OB  du 
centre  de  la  roue  au  point  B  ;  x  la  distance  K B  du  point 
d'application  de  la  résistance  R  au  même  point  B ,  laquelle 
distance  peut  varier  pour  un  même  treuil  ;  nous  aurons 
KO=x  —  by  OD  =  \.x  —  {b,  BD  =  \x.  +  \b  ,  et 
AD-=za — £:r— \b.  Appelons,  pour  un  moment,  U  et  Vt 
les  composantes  de  la  force  ai? ,  parallèles  à  sa  direction , 
et  passant»  la  première,  par  le  point  A,  et  la  seconde  par 
le  point  B ,  nous  aurons  (n°  3a) , 

u:*r::db:AB9 
r:aR::DA;ABi 

d'où  Ton  tire,  en  mettant  pour  DB  et  DA9  leurs  valeurs, 

v=jtR(b+x)         v_  /t(a<r— &— x)  m 
a       *  a  • 

de  même  V  et  /"  étant  les  composantes  de  la  force  R — P, 
appliquées  aux  mêmes  points  A  et  B  %  on  aura 

a  '  .        a      "         ' 

donc  en  désignant  par  JC  et  Y  les  pressions  verticales  qu  e- 
prouvent  les  appuis  fixes  A  A'  et  BB\  nous  aurons  d'abord 
X=  l/—  t/'  et  Y=LV—r'\  mettant  pour  tf,  i/',  F, 
^ji  leurs  valeurs ,  et  réduisant,  il  vient 

Y  —  Ex  +  Pb  Y_R(a  —  x)  +  P(a  —  b) 

0       *  a 
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Si  Ton  vent  avoir  égard  aux  pressions  dnes  aux  poids  der 
cylindre  et  de  la  roue ,  il  faudra  considérer  le  poids  du  cy- 
lindre comme  une  force  verticale  appliquée  au  milieu  de  la 
droite  AB>  centre  de  gravité  de  ce  corps ,  et  le  poids  de 
la  rpue  ,  comme  une  force  verticale  appliquée  au  point  O. 
Appelant  donc  P'  et  P"  ces  deux  poids,  et  décomposant 
chacune  de  ces  forces  en  deux  autres,  appliquées  aux  points 
A  et  £>  on  trouvera  que  la  valeur  de  X  doit  être  augmentée 

de  i.P*  +  ^,  et  celle  de  K,  de  £.  P'  +  g^zl> .  par 

conséquent  les  valeurs  complètes  de  X  et  Y,  seront 

x=  Rx  +  jp+p'» + ipf^ 

Y_R(a-x)  +  (P  +  P')(a-b)  f  tpr 

A 

On  peut  augmenter  autant  qu'on  voudra  l'avantage  de  la 
puissance  sur  la  résistance  dans  le  treuil ,  en  faisant  croître 
le  rayon  de  la  roue  sans  toucher  à  celui  du  cylindre.  On 
produira  encore  le  même  effet  en  employant  deux  ou  un  plus 
grand  nombre  de  treuils,  liés  entre  eux  par  des  cordes  qui 
aillent  de  la  roue  de  l'un  au  cylindre  de  l'antre.  Dans  ce  cas,  la 
puissance  sera  à  la  résistance  qu'elle  rient  en  équilibre,  comme 
le  produit  des  rayons  de  tous  les  cylindres  est  au  produit  des 
rayons  de  toutes  les  roues.  Supposons ,  par  exemple  ,  que  la 
corde  J/C(fig.  79),  tangente  en  M  à  la  roue  d'un  premier  treuil, 
va  s'enrouler  sur  le  cylindre  d'un  second  treuil  dont  l'axe 
est  parallèle  à  celui  du  premier;  qu'à  la  roue  de  ce  second 
treuil  est  attachée  une  corde  M'C >  qui  la  touche  au  poin 
M ',  et  qui  va  ensuite  s'enrouler  sur  le  cylindre  d'un  troisième 
treuil  dont  l'axe  est  aussi  parallèle  aux  axes  des  deux  pre- 
miers ;  enfin ,  qu'une  force  donnée  P  est  appliquée  à  la  roue 
du  troisième  treuil,  suivant  la  droite  M*€"9  tangente  à  Ta 
circonférence,  et  qu'un  poids  R  est  suspendu  à  une  corde 
enrouwe  sur  le  cylindre  du  premier  treuil  :  je  dis  que  pour 
l'équilibre  de  ces  deux  forces,  on  aura 

PlRllKE.K'C.K'C  :  OM.O'M .0"M"\ 
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OM,  O'M',  O0M"9  étant  les  rayons  des  trois  roues,  et  KE, 
K'C,  K"C,  ceux  des  trois  cylindres* 

En  effet,  la  force  P  appliquée  au  troisième  treuil ,  ferait 
équilibre  à  une  force  P',  appliquée  au  point  C  du  cylindre 
suivant  la  direction  CM\  et  déterminée  par  cette  proportion 

P:P'  ::  k*c  :0"M"-9 

la  force  P  est  donc  équivalente  à  une  force  égale  et  con- 
traire à  P\  et  qu'on  peut  regarder  comme  agissant  au  point 
M'  suivant  la  direction  M'C.  Par  la  même  raison  cette  force 
/y  est  équivalente  à  une  force  P",  agissant  au  point  M,  diri- 
gée suivant  la  droite  MC,  et  déterminée  en  grandeur  par 
cette  proportion 

p,:Pn:;K,c:ofM'; 

mais  pour  l'équilibre  des  deux  forces  P"  et  R9  appliquées  à 
la  roue  et  au  cylindre  d'un  même  treuil,  il  faut  qu'on  ait 

p*  :  R:\ke\om, 

or,  en  multipliant  ces.  trois  proportions  terme  à  teigne,  il  en  ré- 
sultera le  rapport  que  nous  avons  annoncé  entre  la  puissance 
P  et  la  résistance  A.  , 

Les  forces  intermédiaires  P*  et  P*  expriment  les  tensions 
des  cordes  CM '  et  CM  qui  lient  le  second  treuil  au  troisième 
et  au  premier.  Les  pressions  que  supportent  les  appuis  de 
chaque  treuil ,  sont  dues  à  son  poids  ,  aux  forces  qui  lui  sont 
directement  appliquées,  et  aux  tensions  des  cordes  qui  rat- 
tachent aux  autres  treuils.  Ainsi ,  relativement  au  premier 
treuil,  les  pressions  sont  dues  à  son  poids,  au  poids  A,  et  à 
la  force  P'  dirigée  suivant  MC,  du  point  M  vers  le  point  C  ; 
par  rapport  au  second  treuil ,  elles  sont  produites  par  sou 
poids,  la  force  P' agissant  suivant  CM ,  du  point  C  vers  la 
point  M ,  et  la  force  P"  dirigée  suivant  M'C  ;  enfin ,  les  pres- 
sions qui  ont  lieu  sur  les  appuis  du  troisième  treuil ,  sont 
dues  aux  poids  du  cylindre  et  de  la  roue  de  ce  treuil,  à  m 
force  P"  agissant  suivant  CM',  de  Ç  vers  M! ,  et  à  la  puissance. 
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P  dirigée  suivant  M"C.  Connaissant  les  fortes  qui  produisent 
les  charges  des  appuis  dans  chaque  treuil ,  on  les  déterminera 
par  le  moyen  que  nous  venons  d'indiquer ,  en  considérant  le 
treuil  représenté  par  la  figure  78. 

Au  lieu  d'employer  des  cordes  pour  lier  entre  eux  plusieurs 
treuils  que  Ton  veut  réunir,  on  fait  souvent  usage  d'un  autre 
moyen  qui  ne  change  rien  au  rapport  de  la  puissance  à  la  ré-* 
tistance.  On  pratique  à  la  circonférence  de  chaque  rôtie ,  des 
dents  saillantes  également  espacées ,  et  à  la  surface  de  chaque 
cylindre ,  des  rainures  creuses  espacées  de  la  même  manière  ; 
on  rapproche  ensuite ,  et  on  dispose  les  treuils  de  telle  ma-* 
nière  que  les  dents  des  roues  engrènent  dans  les  rainures  des 
cylindres >  et  qu'en  faisant  tourner  l'un  des  treuils  sur  son 
axe ,  tous  les  autres  soient  en  même  tems  mis  en  mouvement 
par  cet  engrenage  ;  les  roues  se  nomment  alors  des  toues  den- 
tées ,  et  les  cylindres,  des  pignons. 

Les  figures  80  et  81  représentent  deux  systèmes  de  roues 
dentées ,  dont  chacune  est  composée  de  trois  roues  et  d'au* 
tant  de  pignons.  Dans  la  première  figure  ,  les  axes  des  trois 
pignons  sont  parallèles;  dans  la  seconde,  Taxe  du  second 
pignon  est  perpendiculaire  aux  axes  des  deux  autres;  le  pi  as 
de  chaque  roue  est  toujours  perpendiculaire  à  l'axe  de  son 
pignon.  La  direction  des  axes  les  uns  par  rapport  aux  autres  â 
dépend  de  la  disposition  qu'on  donne  aux  dents  des  roues  : 
dans  la  figure  80,  ces  dents  sont  les  prolonge  mena  des  rayons 
des  roues ,  et  dans  la  figure  81 ,  elles  sont  perpendiculaires  À 
ces  rayons.  Mais  quels  que  soient  le  nombre  des  roues  et  la  dis- 
position des  axes ,  il  faudra  toujours  considérer  un  système  de 
roues  dentées ,  comme  un  assemblage  de  treuils,  et  en  con-* 
dure  que,  dans  une  machine  de  cette  espèce,  la  puissance 
est  à  la  résistance ,  comme  le  produit  des  rayons  des  pignons  est 
le  produit  des  rayons  des  roues. 

Le  cric  est  encore  une  machine  qui  se  rapporte  au  treuil 
et  qui  n'en  diffère  pas  essentiellement.  Il  consiste  en  une  barre 
AB  (fi g.  82) ,  garnie  de  dents  à  l'une  de  ses  faces  et  mobile 
dans  le  sens  de  sa  longueur  ;  les  dents  de  cette  barre  engréV 
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nent  avec  celles  d'un  pignon  E ,  que  Ton  fait  tourner  sur 
son  axe ,  au  moyen  d'une  manivelle  OM  \  les  dents  du  pi- 
gnon entraînent  celles  de  la  barre  et  font  monter  un  poids 
posé  sur  la  tête  A  de  cette  barre  ,  ou  suspendu  à  son  extré- 
mité inférieure  B  :  ce  poids  est  la  résistance  ;  la  puissance 
est  appliquée  à  l'extrémité  M  de  la  manivelle ,  et  en  supposant 
sa  direction  M C  tangente  à  la  circonférence  que  décrit  cette 
extrémité ,  il  faut ,  pour  l'équilibre ,  que  la  puissance  soit  à  la 
résistance  comme  le  rayon  du  pignon  est  au  rayon  de  la 
manivelle. 

Du  Plan  incliné  et  de  la  Vis. 

On  emploie  ordinairement  le  plan  incliné  à  tenir  en  équi- 
libre un  corps  pesant ,  au  moyen  d'une  force  dont  la  direc- 
tion n'est  pas  verticale.  Nous  avons  considéré  cet  équilibre 
(n°*  97  et  98)  d'une  manière  directe  et  élémentaire ,  qui  ne 
nous  laisse  rien  à  ajouter  maintenant.  Nous  avons  tu  qu'il 
faut  d'abord  que  la  direction  de  la  force  connue  soit  comprise 
dans  le  plan  vertical  mené  par  le  centre  de  gravité  du  corps  ; 
la  droite  KE  (fig.  a3)  étant  cette  direction,  et  K  le  point 
où  elle  coupe  la  verticale  KF,  menée  par  le  centre  de  gra- 
vité, il  faut  en  outre  que  là  përpendcuilaire  KD  abaissée  du 
point  K  sur  le  plan  incliné ,  tombe  en  dedans  de  la  base  du 
corps;  cela  étant,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  pour  l'équi- 
libre* que  la  résultante  du  poids  du  corps  et  de  la  force 
donnée ,  soit  dirigée  suivant  la  perpendiculaire  KD  :  cette 
résultante,  ainsi  dirigée ,  sera  détruite  par  la  résistance  du  plan 
qu'on  suppose  fixe,  et  elle  exprimera  la  pression  qu'il  éprouve. 
De  cette  dernière  condition  on  conclut  qu'en  appelant  P, 
la  résistance  ou  le  poids  du  corps  dirigé  suivant  la  verticale 
KFt  et  Ç,  la  force  qui  agit  suivant  KE,  on  aura 

Ql  P::&m.  FKD  isin. EKD  1 
proportion  qu'on  change  facilement  en  celle-ci  : 

ç:  P:;BC:JB.sm.EKD; 
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AD  étant  la  longueur,  et  BC ,  la  hauteur  du  plan  incline 

(n«g8). 

Cette  proportion  renferme  le  rapport  de  la  puissance  Q  à 
la  résistance  P,  dans  l'équilibre  du  plan  incliné.  Si  la  puis- 
sance est  parallèle  à  la  longueur  du  plan,  la  droite  DK 
est  à-la-fois  perpendiculaire  à  AB  et  à  RE)  on  aura  donc 
b\n.EKD=it  et 

q:p::bc:ab; 

la  puissance  est  alors  plus  petite  que  la  résistance ,  et  c'est  Im 
cas  qui  lui  est  le  plus  favorable.  Si  la  force  Q  est  parallèle 
à  la  base  AC  du  plan  incliné ,  l'angle  EKD  sera  complément 
de  l'angle  BAC  et  égal  à  l'angle  ABC  ;  ou  aura  dono 

AC 
8in.EKD  =  àn.ABC—~i 

et  par  conséquent 

Q:P::BC:AC; 

donc,  dans  ce  cas ,  la  puissance  est  à  la  résistance  comme  la 
hauteur  du  plan  incliné  est  à  sa  base.  La  machine  est  alors- 
favorable  ou  défavorable  à  la  puissance,  selon  qu'on  a  BC^AC9 
ouBC>AC9  c'est-à-dire,  selon  que  l'angle  BAC,  qui  mesure 
l'inclinaison  du  plan,  est  plus  petit  ou  plus  grand  que  la  moitié 
d'un  angle  droit. 

Quoique  la  vis  soit  rangée  communément  parmi  les  machine» 
simples,  elle  peut  cependant  être  considérée  comme  "une 
machine  composée  qui  se  rapporte ,  comme  on  va  le  voir , 
au  treuil  et  au  plan  incliné.  La  vis  est  un  cylindre  AB  (fîg.  83) 
revêtu  d'un  filet  saillant  CMD,  adhérent  à  sa  surface  et 
dont  nous  expliquerons  tout-à-l'heure  la  génération.  On 
appelle  écrou  la  pièce  EF,  dans  laquelle  on  fiait  entrer  la  vh^ 
une  rainure  creuse ,  semblable  au  filet  CMD ,  est  pratiquée 
dans  la  concavité  de  l'écrou;  quand  la  vis.  est  entrée  dan» 
l'écrou ,  cette  rainure  est  exactement  remplie  par  le  filet ,  de 
telle  sorte  que  la  vis  ne  peut  plus  prendre  d'autre  mouvement 
que  de  s'avance»  dans  le  sens  de  sa  longueur ,  en  tournant  sur 

elle- 
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elle-même.  Quelquefois  la  vis  est. fixe,  et  c'est  l'écrou  qui 
s'avance  le  long  de  la  vis ,  en  tournant  autour  de  son  axe  ; 
d'autres  fois  l'écrou  est  fixe  ,  et  la  vis  se  meut  dans  l'écrou  5 
mais  comme  ces  deux  cas  reviennent  au  même  pour  l'équilibre 
des  forces  appliquées  à  la  pièce  mobile,  nous  nous  borneront 
à  considérer  le  premier.  De  plus,  pour  fixer  les  idées,  nous 
placerons  le  cylindre  fixe  AB  dans  une  position  verticale  ;  le 
poids  seul  de  l'écrou  mobile  suffira  alors  pour  le  faire  descendre 
le  long  de  la  vis,  en  faisant  toutefois  abstraction  du  frottement 
de  cet  écrou  contre  la  vu.  Nous  représenterons  par  P  la  force 
qu'on  applique  à  l'écrou  pour  le  tenir  en  équilibre ,  et  nom 
supposerons  que  cette  force  agit  à  l'extrémité  d'une  barre  EG9 
suivant  une  direction  horizontale  GH.    La  force  P  sera  la 
puissance;  le  poids  de  l'écrou  augmenté,  si  l'on  veut,  d'un 
autre  poids,  aéra  la  résistance ,  que  nous  désignerons  pari?; 
et  la  question  qu'il  s'agit  de  résoudre  consiste  à  trouver  le 
rapport  de  ces  deux  forces  R  et  P  dans  le  cas  de  l'équilibre. 
.Mais avant  de  chercher  ce  rapport,  il  est  nécessaire  de  con- 
naître la  génération  du  filet    CMD ,  dont  la  via  est    enve- 
loppée. 

Pour  cela,  prenons  un  rectangle  abcd  (fig.  84);  divisons 
J'un  des  côtés  cd  en  un  nombre  quelconque  de  parties  égales 
ce' ,  c'e" . , . . ,  et  par  les  poin ts  de  division  c',c" ......  menons  des 

parallèles  à  la  base ,  qui  partageront  aussi  le  côté  ba  en  parties 

égales  bb't  b'b" ;  menons  ensuite  les  droites  transversales 

cb\cb">cb,,t. . . . . ,  qui  seront  aussi  parallèles  et  égales  entre 
elles;  cela  fait,  enveloppons  ce  rectangle  sur  un  cylindredroit 
edef  de  même  hauteur  que  le  rectangle  ,  et  tel  que  la  circon- 
férence de  sa  base  soit  égale,  en  longueur  à  la  base  tb  de  ce 
rectangle.  La  surface  du  rectangle  recouvrira  exactement 
celle  du  cylindre,  de  manière  que  le  côté  ab  viendra  re- 
joindre le  côté  de,  les  points  b\b" ,  tomberont  sur  les 

points  c'e" ,  et  les  droites  cb\  c'V ,  formeront  uoe 

courbe  continue  sur  la  surface  du  cylindre.  On   nomme  la 
courbe  ainsi  formée ,  une  hélice -,  la  partie  de  cette  courbe  qui 
ya  d'un  point  à  un  autre,  de  la  droite  cd,  par  exemple,  la 
1 .  3a 
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portion  cPmc1*,  s'appelle  une  spire  ;  l'interralle  <Fcl*  comprit 
«ntre  les  deux  extrémités  «Tune  même  spire,  forme  ce  qu'on 
nomme  h  pas  de  l*hélice.  Tontes  tes  spires  d'une  même  hélice 
font  égales  en  longueur  ,  et  le  pas  de  l'hélice  se  trouve  par- 
tout le  même.  Si  Ton  mène  par  le  point  quelconque  m ,  un 
plan  qui  touche  la  surface  du  cylindre  suivant  la  droite  pmq% 
parallèle  à  son  axe  ou  perpendiculaire  à  sa  base ,  et  que  l'on 
développe  cette  surface  sur  ce  plan ,  les  spires  de  Phélice  se 
Jaugeront  en  une  suite  de  droites  parallèles,  qui  couperont  la 
droite  pmq ,  sous  un  angle  égal  à  celui  que  les  lignes  trans- 
venalescè',  <fb* ... ,  font  avec  la  droite  eà\  ces  parallèles  tra- 
cées dans  le  plan  tangent ,  représenteront  les  tangentes  i 
l'hélice  aux  différend  points  de  la  droite  pmq\  d'où  il  résulte 
que  pour  mener  une  tangente  i  cette  coufbe,  au  point  quel- 
conque m,  il  faut  construire  dans  le  plan  qui  touche  le  cy-  | 
lindre  en  ce  point,  un  triangle  rectangle  Un9  dont  la  hauteur  ! 
hn  soit  parallèle  i  la  droite  pmq  et  égale  an  pas  de  Fhéiice , 
dont  la  base  In  soit  égale  au  contour  du  cylindre    ou  i  h 
droite  cb ,  et  enfin  dont  JTiypothénuse  hl  passe  par  le  point  m 
cette  bypothénuse  sera  la  tangente  demandée. 

Cela  posé ,  menons  un  plan  quelconque  par  l'axe  de  la  vis 
{fig.  83)  ;  ce  plan  coupera  le  filet  CMD  suivant  une  certaiai 
«action;  supposons  que  cette  section  se  meuve  de  manièrt 
que  son  plan  passe  constamment  par  Taxe,  et  qu'en  mênii 
tems  tous  ses  points  décrivent  des  hélices  semblables  atitoc: 
de  cet  axe;  elle  engendrera,  par  ce  mouvement,  le  filet  CMD 
qui  enveloppe  le  cylindre.  La  section  génératrice  est  le  plu 
-souvent  un  triangle  ;  elle  est  quelquefois  un  rectangle;  et  l'ot 
pourrait  lui  supposer  indifféremment  toute  autire  figure.  Les 
hélices  décrites  par  les  différais  points  de  cette  section,  ont 
toutes  le  même  pas;  on  le  nomme  le  pas  de  ta  vis;  et  il  est 
d'autant  plus  petit ,  que  pour  une  même  longueur  du  cylindre, 
le  filet  CMD  fait  un  plus  grand  nombre  de  circonvolutions. 

Maintenant  il  nous  sera  aisé  de  trouver  la  condition  d'équ» 
libre  des  deux  forces  P  et  fi,  appliquées  à  l'écrou  mobile 
Supposons  d'abord  que  l'écrou  ne  pose  sur  la  vis  que  par  i*a 
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seul  point  du  filet  CMD ,  et  regardons  ce  point  4e  contact 
comme  chargé  de  tout  le  poids  R  de  l'écrou  ;  soit  cmd  (  fig.  85) 
l'hélice  appartenante  au  filet  r  et  passant  par  le  point  de  con«* 
tact,  qui  sera  le  peint  m.  Snspendons  à  ce  point  le  poids  R } 
soient  aussi  AB  l'axe  vertical  du  cylindre ,  et  G  l'extrémité 
de  la  barre  à  laquelle  "est  appliquée  la  puissance  P,  suivant 
la  direction  Gffj  abaissons  des  points  met  O,  eux  l'axe  AB  * 
des  perpendiculaires  mk  et  GO;  la  direction  G/3Ta  déji  été 
supposée  horizontale  ;  supposons  de  plus  qu'elle  soit  perpendi- 
culaire à  GO.  Enfin ,  construisons  la  tangente  kml  à  l'hélice 
au  point  m .  laquelle  tangente  est  l'bypothénuse  d'un  triangle 
flont  le  plan  est  perpendiculaire  à  la  droite  km ,  et  dont  les 
den*  autres  côtés ,  fin  et  ni ,  sont  égaux  au  pas  de  l'hélice 
et  à  la  circonférence  qui  a  pour  rayon  mk. 

La  force  P  dirigée  suivant  GB ,  équivaut  à  une  force  i^, 
qui  agirait  au  point  m ,  suivant  une  droite  horizontale  mB  ,. 
comprise  dans  le  plan  fini,  et  dont  la  grandeur  serait  dé- 
terminée par  cette  proportion  : 

P:  P'r.im:  og% 

car  en  considérant  AB  comme  l'axe  d'un  treuil ,  et  km  et 
OG  comme  les  rayons  du  cylindre  et  de  la  roue,  la  force  P 
ferait  équilibre  à  une  force  égale  à  laibrce  J9*,  et  qui  lui  serait 
directement  contraire  ,  ou  qui  agirait  dans  le  sens  mB*\  donc 
la  force  P  est  équivalente  à  la  force  f,  et  peut  être  remplacée 
par  elle»  De  cette  manière ,  le  poids  R  suspendu  au  point  m , 
est  tenu  en  équilibre  par  fat  force  F  appliquée  au  même  point  -, 
il  but  donc  que  cette  force  empêche  le  point  m  de  glisser  le 
long  de  l'hélice  cmd,  on ,  ce  qui  est  la  même  chose ,  dans  le 
premier  moment ,  sur  sa  tangente  hml)  par  conséquent,  le  poids 
R  est  dans  le  même  cas  que  s'il  était  posé  sur  un  plan  incliné, 
dont  fil,  hn  et  ni  seraient  la  longueur,  la  hauteur  et  la  base , 
et  qu'il  fut  retenu  sur  ce  plan  par  Ta  force  Pf  parallèle  À  sa 
base;  or,  d'après  ce  qu'on  a  vu  plus  haut,  on  aura  pour 
l'équilibre  des  forces  R  et  P', 

P*lRi:hn:tn. 


Digitized  by 


Google 


5oo  ADDITIONS. 

Afin  d'éliminer  P1  entre  cette  proportion  et  la  précédente  , 
f observe  qne  les  circonférences  sont  entre  elfes  comme  les 
rayons ,  et  qu'on  a  ni  =  cire,  km ,  de  sorte  qne  la  proportion 
qui  donne  le  rapport  de  P9  à  P  peut  s'écrire  ainsi  : 

P\Ptll  ni:  cire.  OG\ 

donc  en  multipliant  terme  à  terme  cette  proportion  et  la 
précédente ,  nous  aurons 

P  :iî  ::in;  cire. OC; 

ce  qui  nous  apprend  que  dans  l'équilibre  de  la  vis  f  la  puissance 
P  est  à  la  résistance  R ,  comme  le  pas  de  la  vis  est  à  la  cir- 
conférence du  cercle  que  la  puissance  tend  à  faire  décrire  à 
son  point  à* application. 

Ainsi  l'avantage  de  la  puissance  sur  la  résistance  est  d'antait 
plus  grand ,  que  la  puissance  agit  à  une  plus  grande  distance 
de  Taxe ,  et  que  le  pas  de  la  vis  est  plus  petit ,  ou  que  le 
filet  qui  enveloppe  le  cylindre  est  plus  resserré.  A  la  vérité, 
nous  avons  supposé ,  ponr  parvenir  à  ce  résultat,  qne  récroa 
mobile  ne  posait  que  par  un  seul  point  sur  le  filet  de  la  vis; 
mais  on  conçoit  aisément  que  le  rapport  de  la.  puissance  à  la 
résistance  étant  indépendant  de  la  position  du  point  de  con- 
tact,  il  sera  encore  le  même  quand  Téçrou  touchera  la  vis  en 
plusieurs  points.  En  effet,  le  poids  de  1  ecrou  se  partagera 
d'une  manière  quelconque  entre  tous  les  points  de  contact. 

Appelons  r,  r*  y  r" ,  les  parties  de  ce  poids  qui  pèseront 

sur  ces  différens  points,  et  qui,  en  somme,  reproduiront  le 
poids  R :  ;  on  peut  partager  la  puissance  P  en  un  pareil  nombre 
de  parties  p ,  p',  p* . . . ,  et  supposer  que  la  force  p  est  employée 
i  tenir  en  équilibre  le  poids  r;  et  de  même  pour  les  autre* 
alors  chaque  poids  partiel  sera  à  la  force  qui  lui  fait  équi^ 
libre,  dans  lé  rapport  constant  de  la  circonférence  OG  à  hn 
de  sorte  qu'on  aura  * 

r        A»      »         P'      Ait      l  r—p-~~fc » 


Digitized  by 


Google. 


ADDITIONS.  Soi 

ajoutant  toutes^ce*  équations  y  et  observant  que  r+r'+A-  z=Ry 
p+p'+p°. „ .  =P,  il  vient 

_  circ.OGP 

*=p— -ET'         

e'  est  -à-  dire ,  le  même  rapport  que  dans  le  cas  cTua  seul 
point  de  contact» 

Du  Coin. 

Le  coin  est  un  prisme  triangulaire  que  l'on  introduit  dant 
une  fente  ,  pour  écarter  davantage  les  deux  parties  d'un  corps. 
La  face  qui  est  hors  du  corps ,  et  sur  laquelle  on  frappe  ponc 
enfoncer  le  coin,  se  nomme  la  tête  du  coin;  on  appelle 
tranchant,  I'arôte  par  laquelle  il  commence  à  s'enfoncer , 
et  côtés ,  les  deux  faces  adjacentes  à  cette  arête  ,  par  les- 
quelles il  comprime  les  deux  parties  du  corps.  La  puis- 
sance est  la  percussion  que  Ton  exerce  sur  la  tête  du  coin , 
par  un  coup  de  marteau  ou  tout  autrement  %  la  force  qu'elle 
doit  vaincre  est  la  résistance  que  les  parties  du  corps  opposent 
à  leur  séparation  ;  mai*  comme  cette  résistance  n'est  jamais 
bien  connue ,  nous  ne  chercherons  pas  r  comme  dans  les 
autres  machines ,  le  rapport  de  ta  puissance  à  la  résistance  r 
et  nous  nous  bornerons  à  déterminer  les  efforts  que  la  puis- 
sance exerce  sur  les  deux  côtés  du  coin  perpendiculairement 
i  ces  dotés»  Nous  supposerons  la  puissance  perpendiculaire 
à  la  tête  du  coin;  car  si  elle  ne  l'était  pas,  «lie  se  décompo- 
serait en  deux  forces  :  l'une'  parallèle  à  cette  tête ,  et  qui 
s'aurait  aucun  effet  pour  enfoncer  le  coin;,  l'autre  perpen- 
diculaire ,  et  seule  nécessaire  à  considérer. 

Soit  DE  (Rg„86),  la  direction  de  la  puissance;  par  cette 
droite,  qu'on  suppose  perpendiculaire  à  la  tête  du  coin, 
menons  un  plan  perpendiculaire  au  tranchant,  et  comme  cette 
arête  est  l'intersection  des  deux  côtés  du  coi» ,  ce  plan  sera 
«tasi  perpendiculaire  à  ces  deux  côtés  ;  soit  ABC  le  triangle 
suivant  lequel  notre  plai*  coupera  le  prisme  triangulaire  qeî 
forme  le  coin  ;  abaissons  du  point  £  x  où  la  direction  de  la» 
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puissance  rencontre  k  46te  At  cote ,  deux  ytymdioriafrgf 
£F  et  £G  sur  les  côtés  AC  et  BC  >  et  décomposons  k  pub- 
sauce  en  deux  forces  dirigées  suivant  £F  et  EG\  ces  deux 
composantes  représenteront  les  efforts  tjue  la  puissance  exerce 
sur  les  côtés  du  coin,  et  dont  il  s'apt  de  trouver  le  rapport 
1  cette  puissance.  Appelons  donc  P  cette  force  donnée  ,  X 
et  Y  les  composantes  suivant  ISFet  EG  ;  prolongeons  latfoeo- 
tion  DE  de  la  force  JP,  d'une  quantité  arbitraire  Ee,  et  par 
le  point  e  menons  les  droites  e/et  eg,  parallèles  à  EG  et  EF; 
la  force  Pet  tes  composantes  X  et  Y,  seront  entre  elles  comme 
la  diagonale  fie  et  les  deux  côtes  Ef  et  2%,  du  peraHélo- 
gramme  £/*$;  desie  à  cause  de  Egzscfe,  en  «ara 

P:X:r::£e:£/:/e. 

Or  f  les  trois  côtés  du  triangle  £e/  sent  perpendiculaires 
à  ceux  d>  triangle  ^AC9  savoir,  £ià  AB,Efk  AC,  e/ 
i  i?€  $  ces  triangles  sont  donc  semblables ,  et  Ton  a 

BélEflfellJÊBlAClBC; 

par  conséquent , 

P:x:r::AB:AC:BCj 

ç'est-4-dire,  que  les  trois  forces  P9  X,  J^-eont  «mire  elles 
ceaame  les  trois  Côtés  du  triangle  ABC%  auxquels  leurs  dûreo* 
fions  sont  perpendiculaires. 

Les  droites  ABt  AC,  BC%  sont  «atae  elles  dans  le  même 
«apport  que  les  Cacas  du  coin  qu'en  appelle  sa  tête  et  ses  danfc 
côtés  ;  car  ces  faces  sont  des  parallélogrammes  de  auême  base , 
qui  ont  pour  hauteur  AB,  AC,BC-f  il  s'ensuit  donc  que  la 
puissance  B  et  ses  deux  composantes,  sont  cotre  elles  contas* 
la  tète  et  les  deux  côtés  du  coin,  ou  bien  que  la  puissance 
étant  représentée  par  k  tête  du  coin ,  l'effort  qu'aile  exerça 
sur  chacun  des  deux  côtés ,  est  représenté  par  ce  côté.  En 
se  servant  donc  dnn  coin  très-aigu ,  ou  dont  les  côtés  soient 
très-longs  par  rapport  i  k  tète,  on  pourra  exercer  latérale* 
ment  des  efforts  très-considéFaUes ,  en  frappant  d'un  coup 
médioens  sur  la  têfce  dp  coin. 
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Loi  générale  de  T équilibre  dans  les  machines. 

En  combinant  ensemble  de  différentes  manières  les  ma- 
chines que  nons  Tenons  de  considérer,  on  formera  d'autres 
machines  dont  le  nombre  peut  se  multiplier  à  l'infini.  Relati- 
vement à  ces  machines  composées ,  on  déterminera  le  rap- 
port" de  la  puissance  à  la  résistance  nécessaire  i  l'équilibre ,  en 
ayant  égard  anx  tensions  des  cordes  qui  lient  les  diverses 
parties  de  la  machine ,  et  en  supposant  ce  rapport  connu  m 
pour  chacune  des  parties  composantes.  C'est  ce  que  nons 
avons  fait  par  rapport  au  système  de  poulies  et  i  l'assemblage 
de  treuils  représentés  par  les  figures  y5  et  79 ,  et  ces  exemples 
suffisent  pour  montrer  comment  il  faudra  s'y  prendre  dans 
des  cas  plus  compliqués.  Mais  quelle  que  soit  la  composition 
d'une  machine,  il  existe  une  règle  qui  donne  immédiatement 
le  rapport  de  la  puissance  à  la  résistance,  d'après  celui  des 
espaces  que  tendent  i  décrire  les  points  d'application  des  deux 
forces.  Cette  règle  est  un  cas  particulier  du  principe  des 
vttesses  virtuelles ,  que  nous  avons  exposé  et  démontre  d'une 
manière  générale,  dans  le  chapitre  vil  du  Ier  livre;  mais 
comme  elle  peut  être  d'une  grande  utilité  dans  la  pratique , 
il  est  bon  de  la  rappeler  ici,  sans  revenir  sur  sa  démons- 
tratif. 

Supposons  que  l'on  imprime  à  la  machine  un  mouvement 
très-petit,  et  que  les  points  d'application  de  la  puissance  et 
de  la  résistance  décrivent  des  courbée  tangentes  aux  direc- 
tions de  ces  forces;  appelons  p,  l'espace  parcouru  par  le 
point  d'application  de  la  puissance,  et  r,  l'espace  parcouru 
par  celui  de  la  résistance;  soit  P  la  première  et  R  la  se- 
conde de  ces  deux  forces;  si  l'on  demande  le  rapport  de 
P  ±R  nécessaire  i  l'équilibre,  on  aura,  par  approximation, 

P_r 
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5o4  ADDITIONS/ 

et  cette  valeur  approchera  d'autant  plus  de  la  valeur  exacte, 

que  le  mouvement  imprimé  à  la  machine,  sera  pli»  petit ,  de 

manière  qu'en  prenant  la  limite  du  rapport  -  ,  on  aura  ri- 

-  •  >       ;  P 

goureusement  la  valeur  demandée  de  -~. 

Si  les  courbes  décrites  par  les  points  d'application  des 
forces  P  et  /l,  ne  sont  pas  tangentes  à  leurs  directions,  on 
prendra,  au  lieu  des  espaces  parcourus  par  ces  points,  Je» 
projections  de  ces  espaces  sur  les  directions  des  forces,  et 
le  rapport  inverse  de  ces  projections  fera  connaître  le  rap- 
port des  forces  dans  le  cas  de  l'équilibre.  On  sera  libre 
de  prendre,  pour  point  d'application  de  chaque  force,  tel 
pctint  qu'on  voudra  de  sa  direction ,  pourvu  qu'on  le  regarde 
comme  fixement  attaché  à  la  machine. 

Maintenant  appliquons  cette  règle  à  quelques  exemples 
propres  à  en  montrer  l'usage N  et  à  la  vérifier. 
'  Dans  le  levier  (fig.  72) ,  je  prends  pour  points  d'applica- 
tion des  forces  P  et,/t ,  les  pieds  b  et  c  des  perpendiculaires 
Ab  et  Ac,  abaissées  du  point  d'appui^  sur  les  directions  de 
ces  forces.  Quand  le  levier  tourne  autour  du  point  A%  les 
joints  S  et  c  décrivent  des  arcs  de  cercle  tels  que  bV  et 
ce',  tangens  aux  directions  bE  et  cF  des  forces,  et  d'un  même 
nombre  de  degrés  \  les  longueurs  de  ces  arcs  semblables  sont 
entre  elles  comme  leurs  rayons  Ab  et  Ac ,  desorte  quion  a 

'    bbf—p—  Ab' 

et  à  cause  que  ce  rapport  reste  le  '  même ,  quelque  petit 
quron  suppose  le  mouvement  imprimé, au  levier,  il  s'ensuit 
qu'on  a  rigoureusement 

R  —  Ab'' 
c'est-à-dire,  que  dans  le  cas  de  l'équilibre  ,  Us  deux  forces 
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P  et  il  sont  en  raison  inverse  des  perpendictikires  abaissées 
du  point  d'appui  sur  leurs  directions*  Si  l'on  eût  choisi  W 
extrémités  B  et  C  du  levier,  pour  points  d'application  des 
forces  P  et  R ,  le»  arcs  de  cercle  décrits  par  ces  points  pen- 
dent' le  mouvement  du  letfefr ,  n'auraient  pas  été  tangens  aux 
directions  de  ces  forces  ;  il  aurait  donc  fallu  projeter  ces  arc» 
sûr  les  droites  BE  et  €Ft  prendre  ensuite -le  rapport  de 
ces  projections,  et  chercher  la  limite  de  ce  rapport  :  on 
aurait  trouvé  qu'elle  est  égale  au  rapport'  dés  perpendicu- 
laires Ab  et  Ac  (n°  164). 

Quand  le  treuil .(6g.  78)  tourne  autour  de  son  axe,  les 
points  d'application  de  la  puissance  et  de  la  résistance  dé- 
crivent des  arcs  semblables  ou  d'un  même  nombre  de  degré , 
l'un  sur  la  circonférence  de  la  roue  et  l'autre  sur  celle  du 
cylindre.  Ces  arcs  sont  tangens  aux  directions  des  forces; 
leurs  longueurs  sont  entre,  elles  comme  les  rayons  OM  et  KE9 
de  la  roue  et  du  cylindre;  on  a  donc  dans  cette  machine 

p  _  OM  P_  KE^       . 

r~  KE       et        R—  OM* 

Lorsque  l'écrou  parcourt  un  espace  égal  au  pas  de  la  vis , 
ou  lorsqu'il  s'élève  d'une  hauteur  égale  à  hn  (6g.  85),  le 
point  G'  auquel  est  appliquée  là  puissance ,  décrit  une  hélice 
autour  de  Taxe  AB  dont  le  pas  est  le  même  que .  celui  de 
la  vis;  en. même  teins  la  projection  de  ce  point,,  sur  un 
horizontal ,  passant  par  le  point  O ,  décrit  la  -circonférence 
du  cercle  dont  le  rayon  est  OG\  de  plus,  cesalniouvemens 
de  l'écrou  ,  du  point  G  et  de  sa  projection ,  sont  tels ,  d  après 
là  nature  de  l'hélice,  que  si  l'écrou  parcourt  la .  moitié ,  le, 
tiers,  ou  toute  autre  partie  du  pas  de  la  vis,  Je  point  G 
parcourt  une.  partie  semblable  de  la  longueur  de  l'bélice , 
et  sa  projection  horizontale  décrit  aussi  la  moitié  le  tiers , 
ou  toute  autre  partie  proportionnelle  de  la  circonférence 
dont  OG  est  le  rayon;  appelant  donc,  en  général,  r  la  quan- 
tité dont  l'écrou  a  monté,   et  s  l'arc  de  cercle  parcouru 
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a»  même  tant  pat  la  projection  horizontal*  dû  point  G  ,  on 
aura 

r:  *r»::x:  çirc.OG. 

Or,  l'hélice  décrite  par  le  point  G  n'étant  point  tangente  à 
b  direction  de  la  puissance  P,  il  faut ,  pour  appliquer  à  ce 
cm  la  loi  générale  de  l'équilibre,  considérer  la  projection 
d'un  tris~petit  arc  de  cette  hélice,  sur  la  direction  GH d* 
la  force  P\  mais  à  cause  que  cette  direction  a  été  supposée 
tangente  à  la  circonférence  dont  OO  est  le  rayon,  la  pro- 
jection sur  la  tangente  sera  i  peu  près  égale  à  la  projection 
sur  la  circonférence ,  et  l'on  pourra  prendre  l'une  pour  l'antre, 
quand  il  s'agira  d'un  mouvement  infiniment  petit  de  l'écrouv 
par  conséquent  le  rapport  de  la  puissance  P  à  la  résistance 
eu  au  poids  R  de  l'écron,  sera  donnée  en  prenant  la  limite 

du  rapport  -;  et  comme  celui-ci  est  constamment  le  mène» 

et  égal  à jrp ,  d'après  la  proportion  précédente ,  il  en 

résulte  que  l'on  a,  dans  le  cas  de  l'équilibre, 

P  :  R  ::**:  circ.OG; 

proportion,  que  nous  avions  déjà  trouvée  par  d'antres  tomn- 
dérations. 

Dans  la  moufle  représentée  par  la  'figure  77 ,  si  le  poids 
parcourt  en  montant  une  espace  quelconque  r,  chacun  des 
six  cordons  qui  aboutissent  aux  poulies  mobiles  se  raccourcît 
de  la  même  quantité  r\  par  conséquent  le  cordon  auquel 
cet  suspendu  le  poids  P,  s'alonge  d'une  quantité  égale  à  6r, 
qui  marque  l'espace  parcouru  en  descendant  par  ce  poids; 
prenant  doncp  =  6r,  on  aura,  dans  le  cas  de  l'équilibre  , 

et  l'on  trouverait  de  même  R=wPà  en  supposant  que  n  fût 
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le  nombre  des  cordons  qui  aboutissent  au*  poulies  mobiles» 
Enfin ,  je  choisis  pour  dernier  exemple ,  l'assemblage  de  pou- 
lies représenté  par  la  figure  76.  Si  le  poids  P  parcourt  en 
descendant,  un  espace  quelconque  p,  le  cordon  EB  se  raccour* 
cira  d'une  quantité  égale  à  \,p$  cela  étant,  le  cordon  El? 
te  raccourcira  de  même  de  la  moitié  de  \.pt  ou  de  £.p;  et 
par  suite ,  le  cordon  E?B*  se  raccourcira  delà  moitié  de  j  .p ,  ou 
de  J.p  ;  ce  dernier  raccourcissement  exprime  l'espace  que  le 
poids  R  parcourra  en  montant  :  quel  que  soitp,  on  aura  don© 
r=j.p\  d'où  il  suit,  dans  le  cas  de  l'équilibre, 

«=p=*>  °*  *=8r- 

Généralement ,  dh  trouvera  par  cette  considération ,  R  as  am .  P, 
n  désignant  le  nombre  des  noulies  mobiles  qui  entrent  dans  une 
semblable  macbine» 


FIN    DV    PREMIER   VOLUME. 
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